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INTRODUCCION

Una premisa general de las matematicas escolares es que, mediante la realizacion de alguna
actividad didactica, los alumnos aprenderdn. La planificacion de actividades que
probablemente conduzcan a los resultados de aprendizaje previstos es un problema
persistente en la practica de los educadores de todos los niveles. La teoria de la variacion
(Marton, 2015) puede utilizarse para diseflar y analizar actividades de aprendizaje
manteniendo el objetivo de aprendizaje en el centro.

Por otro lado, desarrollar un sentido estructural de las ecuaciones permite al estudiante
realizar tareas algebraicas de formas mas eficientes y menos propensas a errores, por lo que
es relevante fortalecerlo desde los inicios de su formacion.

Esta investigacion tiene como eje central la exploracion de la ensefianza de resolucion
en nimeros enteros de ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas (EDL) a través de
la conjuncidn de la teoria de la variacion de Marton (2015), las unidades de discernimiento
de Leung (2012) y de la metodologia del experimento de ensefianza (Cobb et al. 2003). Todo
ello fue parte del estudio, disefio e implementacion de las tareas de ensenanza-aprendizaje
que aqui se disenaron y que fueron implementadas con un grupo de estudiantes de primer
afio del bachillerato.

En un primer momento la investigacion se enfoca en el estudio, andlisis y disefio de un
conjunto de tareas, es decir tareas de aprendizaje que requirien agrupar aspectos criticos
(dimensiones de variacion) del objeto de aprendizaje (resolucion en niimeros enteros de
ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas) que, a su vez, tomaron valores (no
necesariamente numéricos) que se hicieron variar, de acuerdo a la teoria de la variacion de
Marton (2015), estos valores son llamados caracteristicas criticas.

En un segundo momento el trabajo se centrd en la puesta a prueba de las tareas de
enseflanza-aprendizaje con un grupo de estudiantes de segundo semestre de bachillerato,
empleando 10 experimentos de ensefianza (Cobb y Steffe 1983) agrupados en cinco unidades
de discernimiento (Leung, 2012).

Todo lo elaborado por los alumnos en las hojas de trabajo (aprendizaje vivido) fue
objeto de analisis y clasificacion. En concreto, utilizamos la taxonomia SOLO (Biggs y

Collis, 1982), para analizar y reflexionar sobre los resultados observables del aprendizaje de



los estudiantes que los situa en niveles de complejidad cognitiva ascendente (preestructural,
uniestructural, multiestructural, relacional, abstracta ampliada) que van de un conocimiento
superficial a un conocimiento mas profundo. En este trabajo los primeros cuatro niveles nos
sirvieron para clasificar las respuestas de los estudiantes, con el fin de identificar
refinamientos y validacion de concepciones sobre el objeto de estudio, logradas o finalmente
incluidas en el aprendizaje previsto.

Entre los resultados mas destacables que se obtuvieron en este trabajo de tesis figurd
la relacion que hay en los objetos de aprendizaje previsto (el cual denota las capacidades que
el profesor queria que los alumnos desarrollardn) y lo vivido (que manifiesta lo que realmente
se aprendio desde el punto de vista de los estudiantes) inherentes a las tareas. En cuanto a la
focalizacion de aspectos y caracteristicas criticas de las ecuaciones diofanticas lineales con
dos incognitas, se logré un avance significativamente mayor. En resumen, los estudiantes

lograron discernir:

1. Los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas
2. La existencia de soluciones enteras (el papel del M.C.D. de (a,b))
3. Como encontrar una solucion particular (en el caso de que la haya)

4.El nimero de soluciones enteras que tiene una ecuacion (usando un modelo general)

Ademas, fuera de una educacioén convencional (presencial), y como parte del andamiaje
utilizado en este estudio (y tal vez debido a la pandemia por COVID-19) se aprovecharon
recursos digitales a favor del aprendizaje, como el video tutorial (en YouTube) y Ila
utilizacion de la geometria dindmica (geogebra).

Ultimamente es notorio el uso que los jovenes le dan a los recursos digitales con los
que cuentan, en particular vale la pena mencionar el acceso a videos tutoriales de matematicas
en YouTube. Por ejemplo, en esta investigacion sucedio que los estudiantes fueron capaces
de descargar y utilizar geogebra, accediendo a ello por medio de un video tutorial.

Los datos (aprendizaje vivido) sobre las respuestas de los estudiantes se obtuvieron a
partir de las hojas de trabajo que se les entregaron. Algunas de ellas les fueron enviadas a
través de sus correos electronicos personales, de manera asincrénica. Otras, les fueron

entregadas de manera presencial (en las instalaciones de la escuela). Las actividades de los



estudiantes en relacion con estas hojas de trabajo fueron desarrolladas en parejas y
directamente en sus domicilios.

La presente tesis esta estructurada en cinco capitulos. El primero de ellos, da cuenta de
algunos antecedentes y del estado de la ensefianza aplicando la teoria de la variacion. Esto
es, se reviso la literatura sobre trabajos de investigacion anteriores que usan la teoria de la
variacion en la ensenanza de las matematicas, en especial investigaciones cercanas a la
resolucion de ecuaciones, en algebra.

En este primer capitulo de la tesis también se encuentran consideraciones curriculares
en relacion con las ecuaciones diofanticas lineales con dos incdgnitas, consideraciones que
es necesario tener en cuenta previo al disefo de tareas de aprendizaje para estudiantes de
bachillerato.

En el segundo capitulo se presenta el planteamiento del problema de investigacion, su
justificacion, objetivos y las metas o preguntas que la guiaron. De igual manera se despliegan
las directrices tedricas que guiaron este trabajo de tesis y que brindaron el soporte para el
disefio de las tareas de aprendizaje, las cuales interesa hacer notar que se llevaron a cabo con
los estudiantes en ambientes hibridos de aprendizaje (papel y lapiz, Geogebra y
videotutoriales).

El tercer capitulo aborda la metodologia de la investigacion. Las observaciones
empiricas se llevaron a cabo con la participacion de los estudiantes de segundo semestre de
bachillerato de la Escuela Preparatoria Oficial Num. 171 de la zona oriente del Estado de
México, la fecha y lugar de realizacion de la experimentacion, las herramientas para la
recoleccion y los datos obtenidos.

Cabe sefialar que las tareas se llevaron a cabo en situaciones escolares distintas a las
convencionales debido a la pandemia por COVID-19. Por lo que, los estudiantes resolvieron
estas tareas, algunas via remota por correo eléctronico, otras presenciales y finalmente otras
realizadas en parejas desde sus casas. Ademads, se describe a detalle cada una de las cinco
unidades de discernimiento de acuerdo a la idea propuesta por Leung (2012) y bajo la
aplicacion de la teoria de la variacion de Marton (2015) como fuente para el disefio y

adaptacion de las tareas utilizadas en este estudio exploratorio.



Este capitulo concluye con la descripcion del proceso de disefio e instrumentacion de
las actividades propuestas, cuya finalidad fue la de generar aprendizajes matematicos que son
parte del curriculum obligatorio en el bachillerato.

Se abordaron temas relacionados con las ecuaciones lineales con dos incognitas y las
propiedades de los niumeros enteros. Especificamente, se trabajo en torno al desarrollo del
sentido estructural y la comprension de la resolucion en nlimeros enteros de las ecuaciones
diofanticas lineales con dos incégnitas.

En el cuarto capitulo se presentan los datos obtenidos mediante la implementacion de
las actividades de las que se describio su manufactura con detalle en el capitulo anterior; se
detallan el desarrollo y avance de los estudiantes a partir de las tareas que se instrumentaron
durante las cinco unidades de discernimiento.

También se presenta el andlisis efectuado a partir de las respuestas escritas de los
alumnos en las hojas de trabajo; se revisaron y discutieron las respuestas obtenidas de las
preguntas que se plantearon durante la elaboracion de las tareas.

Ademas, se muestran imagenes de las respuestas obtenidas de los estudiantes en las
hojas de trabajo y se resalta la categorizacion de las respuestas obtenidas mediante la
Taxonomia SOLO.

En la ultima seccion de este cuarto capitulo se presenta un resumen de los principales
resultados obtenidos en la experimentacion, soporte empirico de esta tesis de doctorado.

En el quinto capitulo se abordan las conclusiones que se derivan de todo el estudio
exploratorio que se realizd en este trabajo de tesis. Se sefialan los posibles aportes, y las rutas
que podrian seguir siendo exploradas en relacion con el tema y con la teoria que aqui se eligio
abordar.

Finalmente, se incluy6 el Anexo I, en donde se presenta el guion de las tareas de
aprendizaje de las cinco unidades de discernimiento y las preguntas de reflexion que se

plantearon a los estudiantes en las hojas de trabajo.



CAPITULO I. ANTECEDENTES

1.1 ORIGEN DE LA ENSENANZA CON VARIACION

La ensenanza de Bianshi (es decir, cambiando o variando), o ejercicio de Bianshi, es visto
como un enfoque bésico en los paises asiaticos, donde se ha utilizado de manera regular en
la instruccion dentro del aula de matematicas (Li, Peng & Song, 2011).

La busqueda de multiples soluciones a un problema, la aplicacion de un método o la
estrategia matematica para resolver un conjunto de problemas interconectados y la variacién
de un problema en multiples problemas son habilidades basicas valoradas por la mayoria de
los profesores de matematicas en China.

La educacion matematica china es tradicional, esto es, el conocimiento es mas
importante que la habilidad, repeticion y muchos ejercicios; educacion tradicional produce
maestros tradicionales (Zhang, 2005). Aunque los maestros chinos no ven la repeticion y la
comprension como procesos ajenos sino mas bien interconectados y complementarios (Lai
& Murray, 2012). Estos procesos de compresion y repeticion son fundamentales para la
enseflanza con variacion.

La ensefianza con variacidon es una practica autoctona en la ensefianza de las
matematicas; esta tiene sus bases en el taoismo y confucianismo (Sun, 2011b). De hecho, del
confucianismo se deriva la nocion de variacion.

Hay tratados chinos antiguos como el texto nueve, capitulos de artes aritméticas, donde
se aprecia el uso de la ensefianza con variaciéon (Huang & Li, 2017). Aunque no es
exactamente claro cuando fue compilado, los investigadores coinciden que fue en la Dinastia
Han (del 206 a.c al 220 d.c). Este libro incluye 246 problemas con respuestas y reglas
generales de como resolver problemas (Cai & Nie, 2007). La informacién sugiere que la
ensefianza de las matematicas y la resolucion de problemas han sido importantes en China
desde tiempos antiguos.

La préactica de la variacion en China es llamada Bianshi, donde Bian representa cambio
y shi significa forma (Sun, 2011b). La misma definicion etimoldgica indica que la ensefianza
con variacion se basa en la idea del cambio, ejemplos y ejercicios variantes para ayudar a los
estudiantes a desarrollar una comprension profunda de los conceptos y de los métodos

matematicos.



La ensefianza y aprendizaje con variacion estd ampliamente diseminada en China,
como lo refleja un viejo proverbio chino que reza: “s6lo comparando podemos distinguir”
(Huang & Li, 2017). Esta forma de ensefiar ha sido aplicada conscientemente o
intuitivamente por mucho tiempo y casi se ha convertido en la rutina de ensefianza de los
maestros chinos (Li et al., 2011).

La ensefianza con variaciéon, aunque se considera desarrollada en China, estd
fuertemente soportada por varias teorias occidentales de aprendizaje y ensefianza. La teoria
de Marton ofrece un fundamento epistemologico y un soporte conceptual para la teoria de
ensefianza con variacion (Li et al., 2011).

Al tener la ensefianza con variacion fundamentos tedricos se puede considerar como
una perspectiva de la didactica de las matematicas. Esta estrategia considerada originaria de
China permite hacer conexiones entre conceptos y soluciones, ademds de entender la
estructura matematica de los mismos y de los fundamentos de los algoritmos lo cual
enriquece el desarrollo del curriculum (Sun, 2011b).

Para finalizar esta seccion cabe sefialar que la ensefianza con variacién no es una
caracteristica exclusiva de la educaciéon matemadtica en China. Por ejemplo, en el articulo
“Mathematics Lessons in Korea: Teaching with Systematic Variation” (Park, 2006) se
describen diferentes formas de variacion en el salén de clases de tres escuelas coreanas.
Aunque también es importante notar que la variacidon en ejercicios estructurados cambia de

pais a pais (Sun, 2011b).

1.2 ADOPTANDO DOS CONCEPTOS DE VARIACION, ES DECIR, VARIACION CONCEPTUAL
Y VARIACION PROCEDIMENTAL

En la educacion matematica china se da gran importancia a la comprension del conocimiento
y se usan variaciones para profundizar esta misma comprension en la biisqueda de la esencia
del nuevo conocimiento. La variacion se refiere a la representacion matematica de objetos
matematicos desde diferentes perspectivas, cambiando los aspectos no esenciales y

manteniendo los aspectos esenciales (Tu & Shen, 2010).



En el aprendizaje de conceptos matematicos a los estudiantes se les proporciona una
serie de problemas en los cuales las caracteristicas esenciales del concepto matematico se
mantienen mientras que las caracteristicas no esenciales son cambiadas (Cai & Nie, 2007).

La esencia de un concepto puede ser resaltado contrastando formas estandar y no
estandar, y las interpretaciones incorrectas del mismo pueden ser corregidas usando
contraejemplos (Li et al., 2011).

Ensefiar entonces significa construir espacios apropiados de variacion (Marton y Booth,
1997). La idea central de la ensefianza con variacion es resaltar las caracteristicas esenciales
de un concepto a través de variaciones de caracteristicas no esenciales (Lai & Murray, 2012).

La préctica de la variacion ha logrado una atencién considerable debido a la
importancia de las variaciones como condiciones necesarias para el aprendizaje profundo
(Sun, 2011b). Hay dos tipos de variacion que son Utiles para una comprension significativa.
Una de ellas es llamada variacion conceptual y la otra es llamada variacion procedimental
(Park, 2006). A continuacion, se describen ambas.

La variacion conceptual se divide en dos tipos. En el tipo 1 se varia la connotacion de
un concepto, el objetivo de esta variacidon es proporcionar a los estudiantes diferentes
ejemplos del mismo concepto desde diferentes perspectivas. En el tipo 2 consiste en resaltar
las caracteristicas criticas de un concepto contrastando con contraejemplos y no ejemplos.

En la variacion procedimental se ayuda a los estudiantes a obtener el conocimiento
paso por paso, desarrollar progresivamente su experiencia en la resolucion de problemas y

formar un conocimiento bien estructurado. A continuacion, se veran algunos ejemplos.

1.3 EJEMPLOS DE VARIACION CONCEPTUAL Y PROCEDIMENTAL

Ejemplo 1. Al explicar el concepto de tridngulo no es un suficiente mostrar inicamente
ejemplos de triangulos sino ademds dar ejemplos de otros poligonos, el objetivo es que el
alumno determine cudles son las caracteristicas o atributos esenciales del triangulo al

contrastarlo con otros poligonos.

Ejemplo 2. Al estudiar el concepto de ecuacion al estudiante se le provee diversas

expresiones (ejemplos variantes) y se le pide que sefiale cudles son ecuaciones y cuales no.



Los estudiantes deben distinguir las caracteristicas esenciales de una ecuacion, en este caso

la igualdad (=) y la(s) variable(s), (ver Tabla 1.1).

Expresiones que son ecuaciones Expresiones que no son ecuaciones
5x=10 2x—4>6
3Ix+4=7 34+4=7
x2+y2 =4 549
xX*-4=0
X=6

Tabla 1.1. Ejemplos variantes para distinguir las caracteristicas esenciales de una ecuacion

Los ejemplos fueron tomados del articulo Teaching Algebraic Equations with
Variation in Chinese Classroom (Li et al., 2011).

En la tabla 2 podemos observar diferentes expresiones (numéricas y algebraicas),
algunas son ecuaciones y otras no. A través de la comparacion de ejemplos y contragjemplos

los estudiantes pueden comprender mejor las caracteristicas que definen a una ecuacion.

Ejemplo 3. Al explicar la definicion de altura de un tridngulo no es suficiente con
mostrar inicamente la forma estandar para lograr que los alumnos comprendan el concepto

de altura de un triangulo (ver figura 1.1).

B D C

Figura 1.1. Ejemplo estandar de altura en un triangulo




En este ejemplo es importante para la clarificacion del concepto variar caracteristicas
no esenciales, en este caso la forma del tridngulo, la posicion o el vértice, le ayuda al

estudiante a comprender el concepto de altura (ver figura 1.2).

Figura 1.2. Se muestra alturas en diferentes tipos de tridngulo y trazadas desde distintos vértices

En el caso de los profesores de matematicas de Shanghai, en la explicacion de algiin
concepto matematico usan al menos tres ejemplos, variando el contexto o el grado de
dificultad, los maestros desafian a los alumnos a pensar y desarrollar un entendimiento mas

profundo del concepto (Lim, 2007).

Ejemplo 4. Para entender la naturaleza positiva de la raiz cuadrada, a los estudiantes
se les proporciona los siguientes ejemplos variantes del concepto de raiz cuadrada,

aumentando su complejidad (ver Tabla 1.2).

Nivel de dificultad Ejemplo Descripcion del nivel

1 \9 =2 Ejemplo concreto cuya raiz
cuadrada es directa.

2 \/ﬁ =2 Ejemplo concreto pero el radicando
es un cuadrado perfecto.

3 m =7 Ejemplo concreto que requiere el
concepto de valor absoluto.

4 \/; =7 Ejemplo algebraico que requiere el
concepto de valor absoluto.

5 m =2 Ejemplo algebraico méas general que
requiere el concepto de valor
absoluto.

Tabla 1.2. Ejemplos variantes del concepto de raiz cuadrada. Ejemplos tomados del articulo Problem solving in Chinese

mathematics education (Cai & Nie, 2007)



El objetivo de la variacion conceptual es proveer a los estudiantes, los conceptos
matematicos desde multiples perspectivas y experiencias. En el caso de la variacion
procedimental, su objetivo es proveer un proceso de formacion etapa por etapa en el cual la
experiencia de los estudiantes en la resolucion de problemas se manifiesta por la variacion
de problemas y en la variedad de transferencia de estrategias (Lai & Murray, 2012).

Los docentes chinos utilizan la variacién procedimental con el uso de diversos métodos
de solucion para un problema dado, esta variacion da a los estudiantes una amplia
oportunidad de trabajar y perfeccionar sus habilidades matemadticas (Lim, 2007). La

variacion procedimental se deriva de tres formas de resolucion de problemas:

o Un problema multiples cambios (OPMC, One Problem, Multiple Changes): se
extiende el problema original variando las condiciones, cambiando los resultados y
haciendo generalizaciones.

e Un problema multiples soluciones (OPMS, One Problem, Multiple Solutions):
variando los diferentes procesos de solucion de un problema y asociando diferentes
métodos de solucion.

e Multiples problemas una solucion (MPOS, Multiple Problems, One Solution): aplicar

el mismo método a problemas similares (Lai & Murray, 2012).

1.4 PERSPECTIVAS TEORICAS DE LA ENSENANZA CON VARIACION

Se han desarrollado hasta el momento dos perspectivas tedricas con respecto a la ensefianza
con variacion, una desarrollada por el investigador Federence Marton llamada Teoria de
Variacion del Aprendizaje (TVA), y el Bianshi que es la ensefianza con variacion desde el
enfoque chino, cuyo principal representante es Gu Ling Yuan. Ambas corrientes tienen
muchas similitudes, y también presentan diferencias.

Por ejemplo, la teoria de variacion del aprendizaje no es exclusiva para matematicas y
se centra en el aprendizaje de las diferencias mientras que Bianshi es exclusivamente para

matematicas (Huang & Li, 2017).

10



Muestra de ello es la aplicacion de la teoria de variacién en un éarea diferente de las
matematicas, en este caso, aplicada a la administracién, se puede consultar el articulo:
Learning Through the Variation Theory: A Case Study de Eddie W. L. Cheng (2016).

En la teoria de variacion de Marton, se proponen cuatro patrones de variacion llamados:
contraste, generalizacion, separacion y fusion. Estos patrones de variacion son elementos
fundamentales usados para organizar la experiencia de variacion y ellos generan
interacciones entre los estudiantes y el objeto de aprendizaje. Mas que patrones se consideran
tipos de interaccion de variacidn que pueden construir experiencias matematicas (Leung,

2012). Veamos cada uno de ellos, de acuerdo a Leung (2012).

Contraste: es discernir si algo satisface una cierta condicioén o no. Por otro lado, para
comprender una idea matematica, a menudo se recurre a encontrar contra ejemplos para
discernir las caracteristicas criticas de la idea. Ejemplo, cuando los estudiantes aprenden el

concepto de ecuacion, el maestro debe dar ejemplos de expresiones que no sean ecuaciones.

Separacion: es la conciencia generada mediante un contraste refinado sistematico que
se obtiene variando deliberadamente o no variando ciertos aspectos con el objetivo de
distinguir las partes invariantes del todo. Ejemplo cuando el alumno reconoce las
caracteristicas de una ecuacion lineal con una variable, al compararla con otros tipos de

ecuaciones (lineal con dos variables, cuadratica, cubica, etc.)

Generalizacion: la generalizacion es una interaccion de variacion que es de naturaleza
inductiva. Cuando el mismo patrén invariante surge en diferentes situaciones bajo contraste
y separacion, este patron puede descontextualizarse. La generalizacion es un contraste util

para explorar si un patron observado puede ocurrir mientras que ciertos varian.

Es una verificacion y una conjetura que verifica la validez general de un patron
separado que a menudo es un objetivo de las exploraciones matematicas. Ejemplo, al resolver
varias ecuaciones lineales en una variable el alumno reconoce que hay un algoritmo general

para resolver estas ecuaciones.

Fusion: integra caracteristicas criticas o dimensiones de variacion en un todo bajo co-

variacion simultanea. Al fusionar las caracteristicas criticas separadas o las dimensiones de
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la variacion, puede aparecer un concepto completo. Ejemplo al resolver problemas de
aplicacion de las ecuaciones lineales el alumno integra tanto el concepto de ecuacion (al

construirla) y la forma de resolverla (algoritmo).

1.5 REVISION DE ALGUNOS ESTUDIOS SOBRE EL USO DE LA TEORIA DE LA VARIACION

Los estudios que se presentan a continuacion y que han sido analizados en esta seccion
muestran la aplicacion de la teoria de la variacion en diferentes contextos y para diferentes
propositos. El mensaje general es que la Teoria de la Variacidon ofrece una perspectiva tan
intuitivamente universal (Kullberg, Runesson & Marton 2017) que se puede aplicar de
manera Util a cualquier situacion de instruccion con la expectativa de que su utilizacion y
vision seguird. La efectividad de la teoria de la variacidn como herramienta para analizar los

enfoques pedagogicos presenta al menos tres implicaciones:

e La teoria de la variacion sistematiza, una inclinaciébn pedagogica natural
(posiblemente inevitable) para variar aspectos del objeto de aprendizaje.

e La estructura sistematica de la teoria de la variacion y el vocabulario asociado
proporcionan una herramienta poderosa para el analisis de la instruccion.

e La aplicabilidad productiva de la Teoria de la Variacion a los propositos educativos
proporciona evidencia de la utilidad general de la Teoria de la Variacion.

En el estudio llamado Desarrollo del sentido estructural en alumnos universitarios
mediante el uso de la Teoria de la Variacion en el manejo de expresiones algebraicas
racionales, Ascencio y Eccius-Wellmann (2019) sefialan que desarrollar un sentido
estructural permite al alumno realizar tareas algebraicas de formas mas eficientes y menos
propensas a errores, por lo que enfatizan que es relevante fortalecerlo.

Para esta investigacion las autoras utilizaron el sentido estructural, como lo llama Vega-
Castro (2013), el sentido estructural es un conjunto de capacidades necesarias para trabajar
flexiblemente con expresiones algebraicas, que implican el uso combinado de conocimiento

conceptual y procedimental (p.167).
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De tal manera que, ante la revision de trabajos llevada a cabo por las autoras (Eccius-
Wellmann, 2011; Eccius-Wellmann, 2013, Chinnappan y Forrester 2014 y Godino et al.
2015) que evidencian la necesidad de que los profesores identifiquen maneras mas eficientes
de proceder en la resolucion algebraica y la carencia de que esas formas eficientes de
proceder se promuevan en la formacion del estudiante, asi como la escasez de propuestas
para desarrollar el sentido estructural, motivo la realizacion de la investigacion de Ascencio
y Eccius-Wellman (2019), el objetivo de las autoras fue el desarrollo del sentido estructural
en estudiantes universitarios de nuevo ingreso a las carreras administrativas (p.164).

La investigacion la hicieron mediante la elaboracion e implementacion de actividades
de ensenanza-aprendizaje, especificamente en estructuras algebraicas. En la delimitacion de
su estudio, las autoras trabajaron con los temas de simplificacion y operaciones con
expresiones algebraicas racionales y sus prerrequisitos.

Ascencio y Eccius-Wellman (2019), eligieron como fundamento teérico pedagdgico
para orientar la construccion de las actividades de ensefianza-aprendizaje, la teoria de la
variacion de Marton (2015). Su enfoque en los contrastes y variaciones se estima adecuado
para promover en el alumno el andlisis de las estructuras algebraicas antes de trabajar con
ellas, como sugieren Banerjee y Subramaniam (2005). Ellos consideran que desarrollar un
sentido estructural de las expresiones requiere el uso de procedimientos y reglas en
situaciones y contextos variados, que permitan encontrarle el sentido a las relaciones entre
los componentes de diversas expresiones que compartan los mismos aspectos estructurales.

Las autoras realizaron un cuasi-experimento (dado que los participantes no fueron
elegidos al azar) con siete grupos de nuevo ingreso a las carreras administrativas de la
universidad sede del estudio, que cursaban la materia de Algebra. Los alumnos de cuatro
grupos, 72 en total, trabajaron con las actividades disefiadas para fomentar el sentido
estructural con base en la teoria de la variacion (grupos experimentales). Los de los otros tres
grupos, 62 en total, trabajaron de forma habitual, que no contempla actividades basadas en
dicha teoria (grupos de control).

Los reactivos con los que ellas valoraron el sentido estructural en los estudiantes, los
mismos antes y después de realizar las actividades de ensefianza-aprendizaje, incluyeron los
temas de productos notables, factorizacion, simplificacion y operaciones con expresiones

algebraicas racionales, los cuales las autoras indican que forman parte de la curricula previa
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a la universidad, pero se retoman en la asignatura de algebra que se cursa en el primer afio de
universidad para homogeneizar los conocimientos de los alumnos. Las actividades disefiadas
por Ascencio y Eccius-Wellman (2019), incluyeron entonces temas previos (elementos
neutros, jerarquia de las operaciones, conformacion de los términos en el algebra, leyes de
los exponentes y operaciones con expresiones algebraicas), para promover el desarrollo del
sentido estructural a lo largo de mas clases y crear un andamiaje en el aprendizaje, en el que
los nuevos conocimientos se contrasten con los anteriores gradualmente y en todos ellos se
haya fomentado el desarrollo del sentido estructural.

Estas autoras asignaron valores numéricos que ponderaron el sentido estructural
mostrado segin la complejidad de las estructuras y subestructuras. A continuacion, se

enlistan y explican los descriptores, acompafiados por la ponderacion asignada (p.177).

e SE1 Reconoce una estructura familiar
SEla en su forma mas simple (1 punto)

e SE2 Trata con un término compuesto (subestructura) como una unica entidad y
reconoce una estructura familiar en una forma mas compleja

e SE2a donde el término compuesto (subestructura) contiene un producto o potencia
pero no una suma o resta (2 puntos)

e SE2b donde el término compuesto (subestructura) contiene una suma o resta y
posiblemente también un producto o potencia (3 puntos)

e SE3 Elige manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una estructura

e SE3a en su forma mas simple (4 puntos)

e SE3b donde el término compuesto (subestructura) contiene un producto o potencia
pero no una suma o resta (5 puntos)

e SE3c donde el término compuesto (subestructura) contiene una suma o resta y
posiblemente también un producto o potencia (6 puntos)

o SE4 Distingue subestructuras dentro de una entidad y reconoce relaciones entre ellas
(evita errores de interpretacion y uso de las relaciones dentro de la estructura)

e SE4a Las subestructuras forman parte de la misma expresién polinémica o similar
(expresion en un solo nivel). Opera sin error pero no contesta la pregunta (7 puntos)

e SE4b Las subestructuras forman parte de diferentes expresiones polinémicas o
similares (expresion en dos niveles). Opera sin error pero no contesta la pregunta (8
puntos)

e SE4c Las subestructuras forman parte de la misma expresion polinémica o similar
(expresion en un solo nivel). Opera sin error y contesta la pregunta (9 puntos)

e SE4d Las subestructuras forman parte de diferentes expresiones polinémicas o
similares (expresion en dos niveles). Opera sin error y contesta la pregunta (10 puntos)
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Ascencioy Eccius-Wellman (2019) sefialan que los contenidos de las actividades fueron
seleccionados y secuenciados para promover el desarrollo del sentido estructural a la par del
aprendizaje del tema, al fomentar el analisis de las estructuras de las expresiones algebraicas
antes de trabajar con ellas.

Cada actividad se afin6 para incluir aquellos aspectos criticos que se manifestaron en
la evaluacion diagnéstica y que no habian sido previamente considerados.

Para llevar a cabo la prueba de la efectividad de las actividades disefiadas, las autoras
comenzaron por administrar una evaluacion diagnostica (pre-test), con lapiz y papel, en los
siete grupos, el primer dia de clases. Posteriormente trabajaron con las actividades en nueve
clases no consecutivas, cuando dichas actividades coincidian con el temario general de la
materia.

Ellas sefialan que se fomento el andlisis de las estructuras y los procesos algebraicos
mediante la observacion de las diferencias y similitudes entre, por ejemplo, pares o grupos
de expresiones algebraicas y sus correspondientes simplificaciones u operaciones, a través
de patrones de variacién propuestos con ese fin, como los mostrados en las tablas 1 a 3. Para
ello usaron tanto el pizarrén como actividades impresas para contestarse de forma individual
o cooperativa, todo supervisado por el docente para que los estudiantes se enfocaran en los
aspectos criticos correspondientes.

En la clase posterior a la tltima actividad ellas aplicaron una segunda evaluacion (pos-
test), idéntica a la diagndstica. En ambas, cada procedimiento de respuesta de cada alumno
fue clasificada por las autoras segin la guia de descriptores disefiada (mencionadas
anteriormente) para este estudio, mediante la cual ellas valuaba el sentido estructural
manifestado por la forma particular de proceder, segun la ponderacion de dichos descriptores.

En la tabla 1.3, las autoras presentan el disefio de algunos contrastes basicos, que les
permitieron a los estudiantes lograr una mejor transicion del aritmética al algebra, al
identificar algunas diferencias entre ellas, asi como la diferencia entre término y factor y

entre reducir y simplificar, con ejemplos y contragjemplos.
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Contraste Bl alumno debe contrastar yw'o discerrsr
3+ x Sx Das tEminos v dos fadores No son
equivalentes, por lo que 3 + x = 3x
+3=3 3 + x +3x El +, cuando es signo, puede omitirse y
cuando €s operador, No
a=b = (a){db) =ab S3*5=(3)5)=35 El cperador mulliplicacidn y las parénte-
sis en algetwa (al inwolucar lRerales)
pueden amitirse, en animetica na
3+8=11 3+ x=3+x En aritmética una suma siempre puede
redudrse, en algebra puade ser necesa-
rio dejara indicada
(a+ b)(c+d) ab + cd Das ractores comg tos por das temi
Nos cada unNo vs o S COoMmpues-
tos por dos fac
23 3 Z2+3 = Los términos sereducen 2 + 3 =5 (mis-
= - = = . ' - - - e
25 = P - mo nivell los facores se simplifican
- = 1 {distinto nivel)
Zx x 24x x SGo se pueden samplificar factores, no
2y W 24> > Ermanos

Tabla 1.3. Contrastes basicos

Enlatabla 1.4 las autoras identificaron las subestructuras y realizaron factorizaciones.

Por ejemplo utilizaron el trinomio cuadrado perfecto como estructura principal. Las variantes

de los sub-términos (subestructuras) se basaron en los descriptores de Hoch y Dreyfus (2006);

la capacidad de ver una expresion algebraica como una entidad, el reconocer una expresion

algebraica como una estructura previamente conocida, sus sub-es-tructuras, las conexiones

mutuas entre estructuras, cudles manipulaciones son posibles y, finalmente, cual

manipulacion es mas eficiente (p.167).

a’? + 2ab + b? a b (a + b)?

m® 4 2m3n* 4+ n8 m3 n* (m3 + n*)?

4,2 2 -2 =3 2 3)?
SX2+2x 47 a=:x b=~ (§x+5)

(a +b)? —10(a + b) + 25 (a +b) 5 ((a+b)—5)2
49w? — 14w(xy + z) + (xy + 2)? 7w (xy + z) (7w — (xy + Z))Z

Tabla 1.4. Constraste de distintos tipos de subestructuras

Dado que al realizar una simplificacion de expresiones algebraicas racionales se

presentan diversos procedimientos, tipos de respuestas y posibilidades de error, las autoras

realizaron una actividad en la que estos se contrastaron, como se ilustra en la tabla 1.5.

16



Caso El alumno debe contrastar y/o discernir

(x42)(x-1) _ x-1 parax # -2 Quedan factores diferentes de 1 en numerador
(X420 x+1) x4

y denominador.
(x+2)(x=1) Quedan factores diferentes de 1 sdlo en
———=x—-1 parax # -2
(x+2) numerador (Ojo, el denominador no
desaparece ni es igual a 0, es un 1 implicito).
(x42)  _ 1 ax<—2 Quedan factores diferentes de 1 sdlo en
Te)aen)  xe1 PE denominador (Ojo: el numerador no
desaparece ni es igual a 0, es un 1 que debe
escribirse).
= ::;::‘” ex+1 parax e =2 Contraejemplo del anterior.
o) xr=1) i No quedan factores diferentes de 1. No es
e2)xa1) 1 paraxw =2,xe1 igual a 0.
xFex-2 _ (xe2Ux-1) _ Una vez factorizado queda como el primer
-'o‘uu-(-on(nl)- €aso.
»

parax » -2

x?ox *x=1) Evitar cancelar las x como tercer paso.
L | avi)a=1)
parax = 1

xel

ey (xel)(x=1) xeol Sdlo pueden simplificarse factores idénticos
l-x - -{x=1) - -1 -
—(x+1) parax =1

(@eddx  (avd)x Identificar correctamente los factores antes de
ass | (asp) X paraa » =b simplificar.
pero Qoby " Xx
ash
Ceay)-e? _ Evitar simplificar erfdneamente los términos al
(xey)-z cuadrado del numerador con los términos a la
(CreydesN(xey)-z) _ primera potencia del denominador. Identificar
-l ;:'; ’;’ -*) la diferencia de cuadrados para poder

factorizar y, posteriormente, simplificar.

Tabla 1.5. Constraste de casos en simplificacion de expresiones algebraicas racionales

Los resultados que presentaron scencio y Eccius-Wellman (2019), en esta investigacion

fueron que se observo un incremento del nivel de sentido estructural estadisticamente
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superior en los grupos experimentales con respecto a los grupos de control y se comprobaron
que es posible desarrollar, en mayor medida, el sentido estructural en los alumnos, al incluir,
en las actividades que realizan, contrastes y variaciones elegidos con esa intencion.

Finalmente, las autoras sefialan que las actividades usadas en la intervencion con los
grupos experimentales, basadas en la Teoria de la Variacion (Marton, 2015) y el andamiaje
que se promueve en la ensefianza con variacion china (Gu et al., 2004), que incluyeron
contrastes, variaciones y andamiajes cuidadosamente planeados, mostraron ser
significativamente mas utiles para integrar intencionadamente el desarrollo del sentido
estructural dentro del aprendizaje de diversos temas algebraicos, en comparacion con
actividades que no tuvieron ese disefio.

Aunque los resultados fueron obtenidos al trabajar con expresiones algebraicas
racionales y sus pre-rrequisitos, ellas consideran que pueden conseguirse resultados similares
al elaborarse y probarse actividades con disefios semejantes a los usadas en esta
investigacion, para diversos temas algebraicos, por lo que el aporte a la matematica educativa

abarcaria el algebra en general, no sdlo las expresiones mencionadas.

En el estudio llamado “"La adopcion de la teoria de la variacion en el aula: efecto
sobre el logro algebraico de los estudiantes y la motivacion para aprender” de Jing, Tarmizi,
Abu & Aralas (2017), sefialan que el andlisis de las clases impartidas en las regiones de Asia
Oriental que obtienen buenos resultados en los Estudios Internacionales de Matematicas y
Ciencias, como Corea del Sur, Hong Kong y Japon, demostr6 que los profesores de las aulas
de matematicas presentaron de manera sistematica las caracteristicas del contenido teniendo
en cuenta la variacion y las capacidades de los alumnos.

Los autores mencionan que estudios recientes (Li, Peng & Soon, 2011, Hiebert &
Handa 2004) han demostrado que la integracion de la teoria de la variacion en la ensefianza
en el aula mejora significativamente el rendimiento de los alumnos.

Teniendo en cuenta los éxitos anteriores en la integracion de la teoria de la variacion
en el aula en otros paises, ellos decidieron examinar el efecto de la teoria de la variacion en
la ensefianza y el aprendizaje del dlgebra en una escuela de Malasia.

El objetivo del estudio que estos autores propusieron fue examinar la eficacia del

aprendizaje del dlgebra utilizando Variation Teaching Strategy (VTBS), es decir la estrategia
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de ensefnanza con variacion, en comparacion con la Conventional Teaching Strategy (CTS),
que quiere decir estrategia de ensefianza convencional en el rendimiento algebraico y la
motivacion del aprendizaje de las matematicas entre los estudiantes de segundo curso (8°
grado) de Malasia.

Estos autores usaron en este estudio un disefio de investigacién de grupo de control no
equivalente cuasi-experimental que involucr6 a 58 estudiantes de forma dos (Grado 8) en dos
clases (30 en el grupo experimental, 28 en el grupo de control). La primera clase de
estudiantes paso por una clase de dlgebra impartida con estrategia basada en la teoria de la
variacion (VTBS), mientras que la segunda clase de estudiantes experiment? la estrategia de
ensefianza convencional (CTS). Los instrumentos que ellos utilizados para el trabajo
empirico fueron una prueba de algebra de 24 items y una encuesta de interés de motivacion
de materiales didéacticos de 46 items.

Las preguntas que ellos retomaron y adaptaron fueron tomadas de la Prueba
Diagnostica de Algebra (Chow, 2011), que consistian en problemas de dos temas de algebra
del programa de estudios del segundo grado, como: expresiones algebraicas y ecuaciones.

Las evaluaciones sobre el contenido y las habilidades fueron: comprension y uso de
letras y simbolos, resolucion de ecuaciones, traduccion de palabras a expresiones algebraicas,
andlisis y generalizacion de patrones numéricos, relacion entre variables. De acuerdo a los
autores los alumnos obtenian 1 de puntuacion por cada respuesta correcta con una puntuacion
total de 24, donde dicha puntuacion al final se convirtié en porcentaje.

En este estudio, los autores también utilizaron como instrumento la Encuesta de Interés
por la Motivacion de los Materiales Didacticos (IMMIS) de Keller y una subescala de interés
desarrollada por ellos mismos, para medir la motivacién de los estudiantes para aprender
matematicas en términos de cinco dimensiones y se califico mediante una escala Likert de
cuatro puntos, que va de 1 (Muy en desacuerdo) a 4 (Muy de acuerdo).

La primera dimension, atencion (A), media el grado en que el método utilizado en los
dos grupos podia iniciar y mantener la motivacion del alumno durante el proceso del
experimento. La segunda escala, relevancia (R), examinaba si los alumnos podian percibir el
valor y la utilidad de lo que se ensefiaba. La tercera escala, confianza (C), media el grado en
que los alumnos consideraban que podian cumplir con éxito los objetivos y las tareas

planteadas durante la clase. La cuarta escala, Satisfaccion (S), media los sentimientos de
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logro y atractivo intrinseco de los encuestados durante la clase, y el Interés (I), media la
reaccion afectiva al modo de instruccion.

Los autores sefialan que este instrumento fue validado por dos profesores expertos en
la materia y se realiz6 un estudio piloto antes de la prueba real para comprobar la fiabilidad
del instrumento. El alfa de Cronbach obtenido para la escala de motivacion general fue de
0,924 y los valores de cada subescala fueron los siguientes: atencion (,747), relevancia (,823),
confianza (,708), satisfaccion (,859) e intereses (,871).

La experimentacion que llevaron a cabo los autores con los estudiantes se completd en
seis semanas (1000 horas de contacto). En la primera semana, ellos administraron la prueba
de pre algebra a los alumnos, a los que se les administr6 una prueba posterior y la encuesta
tras la finalizacion del proceso experimental.

Los profesores utilizaron el material didactico: el Modulo del Profesor y el Modulo del
Alumno, elaborados por los investigadores, como guias principales para impartir las clases
de algebra de VTBS. Los dos temas de algebra que ellos seleccionaron (como ya se
menciono) para este estudio fueron las expresiones algebraicas y las ecuaciones lineales. En
la Figura 1 se presenta un ejemplo de la tarea de aprendizaje de algebra. El ejemplo de

actividad VTBS es el siguiente:

LEARNING AREA:
ALGEBRAICEXPRESSIONS Il
Object of learning: evaluate
) i = Varied Not Varied Critical aspects
expressions by substituting
numbers for letters Step (3) 5y (basic|e Substitms 2 with v by
Basic exprassion exprassion) using bracket
5y . L o Multiply 5 with 2
_ _ Step (b) Cosfficient and Order of operation
Giveny = 2, find Sy subtract 3 . o Substitwts v in the power
a) Sy - Step (c) subtraction o2 with number, 2
b) Sy-3 Incrzase the degrss [ 5v° and|e Orderofoparation
. of unknown, y to|subtraction o  Expansion of (3y°F
¢ 5y-3 powerof2: 5y*-3 s  Orderof operation
d) (5y“)*-3 Step (d)
The squars of 3v*

Figura 1.3. Un ejemplo de actividad de aprendizaje VTBS
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Jin et al. (2017) sefialaron que el resultado del andlisis de covarianza indico que los
estudiantes del grupo experimental lograron puntuaciones de prueba significativamente
mejores que el grupo de control. Sin embargo, el resultado del andlisis de varianza
multivariante no mostr6 evidencia de un efecto significativo de VIBS en la motivacion
general de los estudiantes del grupo experimental en las cinco subescalas; atencion,
relevancia, confianza, satisfaccion e interés.

Por otro lado, los autores mencionan que a los participantes del grupo de control se les
enseiid con un enfoque de ensefianza y aprendizaje convencional: la técnica "explicar-
préctica-memorizar". Donde utilizaron como instrumentos el libro de texto y un cuaderno de
ejercicios (de temas de algebra) en las clases. En la figura 2 se muestra un ejemplo de la

actividad de aprendizaje CTS.

LEARNING AREA:
ALGEBRAICEXPRESSIONS Il

Learning outcomes: evaluate expressions by
substituting numbers for letters

Evaluate the following ifx= 3.
a) x+5
by 4x-9 Variations by random without

¢) 3x% +7 - pattern.

d) 9(x-2)

Figura 1.4 Un ejemplo de actividad de aprendizaje CTS

Los autores sefialan que este estudio aporta pruebas empiricas adicionales que apoyan
el uso de la teoria de la variacion como guia pedagogica para disefar lecciones de algebra en
el aula. Las medias y las desviaciones estandar del rendimiento algebraico de los estudiantes
en la Prueba de Algebra se muestran en la Tabla 1 para el grupo VIBS y CTS. Antes del
tratamiento, el grupo VIBS (M = 27,400, SD = 11,30) tenia un rendimiento ligeramente
mejor que el grupo VIBS (M = 25,15, SD = 10,25). Ambos grupos progresaron después del
tratamiento, y el grupo VTBS obtuvo mejores resultados (M = 58,13, DT = 12,90) que el
grupo CTS M =42,32, DT = 11,44).
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Test Group N M SD

Pre VTBS 30 27.40 11.30
CTS 28 25.14 10.25

Post VTBS 30 58.13 12.90
CTS 28 42.32 11.44

Tabla 1.6. Estadisticas descriptivas del rendimiento algebraico de los estudiantes

Ellos mencionan que este resultado coincide con los hallazgos de Al-Murani (2006); Choy
(2006); Guo & Pang (2011) en sus estudios donde investigaron el efecto del uso de la teoria
de la variacién en matematicas. Sin embargo, la investigacion no afirma que la ensenanza
con variacion sea la mejor estrategia de instruccion en la ensenanza del algebra, ya que
claramente los estudiantes del grupo de control también estaban aprendiendo.

A partir de las estadisticas descriptivas de la Tabla 1.7, los autores sefialan que los
estudiantes de CTS tienen puntuaciones medias de motivacion ligeramente superiores a las

de VTBS en las cinco subescalas: atencion (M = 2,70), relevancia (M = 2,73), confianza (M

= 2,62), satisfaccion (M = 2,87) e interés (M = 2,82).

Group M SD N
Attention VTBS 2.60 0.38 30
CTS 2.70 041 28
Relevance VTBS 2.60 042 30
CTS 2.73 0.44 28
Confidence VTBS 243 0.34 30
CTS 2.62 0.50 28
Satisfaction VTBS 2.68 0.50 30
CTS 2.87 0.52 28
Interest VTBS 2.77 0.36 30
CTS 2.82 0.42 28

Tabla 1.7. Media y desviaciones estandar de las subescalas de motivacion para el aprendizaje de los estudiantes

Finalmente, los autores indican que estos resultados sugirieron que la adopcion de

VTBS en el aula de dlgebra es efectiva en el rendimiento algebraico de los estudiantes, pero

no en la motivacion de los estudiantes para aprender. Por lo que, recomiendan realizar mas
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investigaciones adicionales sobre el impacto de VIBS en los resultados afectivos de los

estudiantes.

En otro estudio revisado llamado “;Qué es posible aprender al usar la teoria de la
variacion del aprendizaje en la ensefianza de las matemdticas?”, de Kullberg, Runesson &
Marton, (2017). Sefialan que la teoria de la variacion del aprendizaje enfatiza la variacion
como una condicidn necesaria para que los alumnos puedan discernir nuevos aspectos de un
objeto de aprendizaje.

Ellos mencionan que hay un numero sustancial de estudios que han informado sobre
como se puede utilizar la variacion para mejorar el aprendizaje de los estudiantes. Por
ejemplo, se ha informado de como los profesores, mediante el uso de la variacion y la
invarianza dentro y entre ejemplos, pueden ayudar a los alumnos a interactuar con la
estructura matematica (Bartolini Bussi et al. 2013; Huang y Yeping 2017; Marton 2015;
Marton y Pang 2013; Sun 2011; Watson y Mason 2006). Ellos consideran que el analisis de
"lo que es posible aprender" de una leccidn, también dice algo sobre "lo que no es posible
aprender”.

Los autores senalan que lo que se hace posible y lo que no se puede aprender, visto
desde la perspectiva de la teoria de la variacion, a menudo se analiza a partir de datos del
aula en los que se centra en la interaccion entre el profesor y los estudiantes en relacion con
el contenido ensefiado. Sin embargo, en la ilustracion empirica que presentan en este trabajo,
analizan los ejemplos utilizados por el docente sin tener en cuenta la interaccion, que
habitualmente analizan (p. Ej., Kullberg y Runesson 2013).

Los datos presentados provienen de un estudio mas amplio sobre la ensefianza de
profesores de matematicas y ciencias después de que se involucraron en una intervencion de
estudio de lecciones impulsada por la teoria de 1,5 afos, en la que utilizaron la teoria de la
variacion.

Un hallazgo es que los maestros, después de participar en este desarrollo profesional
particular, hacen que otros aspectos del contenido sean notables para los estudiantes a través
de su ensefianza (Kullberg et al. 2016; Nilsson 2014; Vikstrom 2014). El objetivo de este
articulo indican los autores, es demostrar como se puede analizar el disefio de una leccion

desde el punto de vista de la teoria.
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En este articulo, los autores ofrecen una ilustracion empirica y un andlisis de la
ensefianza de un profesor de un método para resolver ecuaciones con una incognita. Ellos
sefialan que hubo similitudes generales entre la Leccion 1 (L1) y la Leccion 2 (L2). Por
ejemplo, las lecciones tenian aproximadamente la misma duracidon y se ensefid el mismo
método (cancelacion) para resolver ecuaciones con una incognita. En ambas lecciones, los
estudiantes trabajaron creando ecuaciones con una incognita para un compaiiero de estudios.
Ellos se centraron en las similitudes y diferencias en los espacios de ejemplo representados
para explorar, en un nivel micro, los efectos de la intervencion en la practica docente.

Analizaron los ejemplos presentados por el profesor durante la discusion de toda la
clase utilizando como marco la teoria de variaciéon (Marton 2015). Su anélisis muestra que el
objeto de aprendizaje en accidn y, por lo tanto, lo que se hizo posible aprender en la leccion,
habia cambiado. Es decir, en L1, el objeto de aprendizaje implicaba principalmente el método
y el procedimiento para resolver, encontrando respuestas a ecuaciones con una incognita.

Cuando el mismo maestro enseld L2 sobre el mismo tema después de la intervencion,
las respuestas a las ecuaciones utilizadas en la leccidon ya se conocian, y el objeto de
aprendizaje era, en cambio, comprender la estructura de una ecuacién: como se puede crear
una ecuacion y las operaciones utilizadas para resolverlo. Los autores indican que el maestro
también articul6 estas diferencias entre las lecciones.

En cuanto al objeto de aprendizaje previsto en L1, sefialan que el maestro dijo que
queria que los estudiantes estuvieran “mds seguros en el método (cancelacion) [...] pero es
mas que el método lo que busco [...] deben ver que es posible resolver una ecuacion, ver el
uso de ella, que es una buena manera, que encaja en su sitio, por asi decirlo. Después de la
intervencion, dijo sobre L2: Mi punto es que si entiendes qué es una ecuacion y como estd
estructurada, entonces eres capaz de resolverlas [...] puedes enseriarles un método para
resolver la ecuacion sin que realmente comprendan qué es una ecuacion, porque les ensenias
un método que da un resultado, pero la pregunta es si tienen una comprension fundamental
de lo que es una ecuacion. Ellos sugerieren que el maestro, en este caso, ha cambiado los
objetos de aprendizaje previsto y en accidn, y su punto de vista sobre lo que los estudiantes
necesitan aprender para poder resolver ecuaciones con una incognita.

El andlisis que los autores presentan de la Leccién 1 sugiere que el objeto de

aprendizaje en accion y las dimensiones de variacion que se abrieron pusieron de manifiesto
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principalmente el proceso de resolucion de ecuaciones con una incognita. El profesor, junto
con los alumnos, en la Tarea 1 (ver mas abajo), resolvieron y discutieron varios ejemplos de
ecuaciones con diferentes nimeros en cada lado del signo igual, uno tras otro, para ilustrar
la igualdad.

En los dos primeros ejemplos, 12 es invariante, pero el lado en el que se coloca el doce
varia, asi como los factores que se multiplican para dar 12. Por lo tanto, en los primeros tres
ejemplos de ecuaciones, el maestro vari6 los nimeros, el orden de niumeros y el numero de
factores a cada lado del signo igual, mientras se mantiene invariante el signo de igualdad /
igual. resolvié una ecuacion numérica con representacion iconica (Tarea 2) y dos ecuaciones

hechas a partir de problemas de palabras (Tarea 4), utilizando el método de la cancelacion.

3x4=12

12=3x2x2

12X2=3X2X2x2
3x6=18x2=363Xx6#18%x2=36

il o

Figura. 1.5. Ejemplo de la Tarea 1

La Tarea 2 introdujo dos formas de resolver la ecuacion 3x + 5 = 20 con el método
de cancelacion. El maestro mostrd una representacion iconica del proceso de resolucion y
también resolvid la ecuacidn numéricamente (Figura 1.6). La representacion iconica mostrd
inicialmente una escala con tres cajas y cinco piedras en el lado izquierdo y veinte piedras en
el lado derecho. En esta tarea, la representacion vario (iconica / numérica), mientras que la
ecuacion con una incognita permanecio invariable. Ademas de la posibilidad de discernir una
representacion visual del método de cancelacion, también fue posible discernir que x podria

ser una serie de objetos (piedras).

Figura 1.7. Ejemplo de la Tarea 2
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En la Tarea 3, se discutieron dos ecuaciones, 3x + 20 =5y 2x + 3 =3x + 4, y se
encontr6 que no se pueden resolver para niimeros enteros positivos. La caracteristica
invariante que ellos presentaron en estos ejemplos fue que las ecuaciones no tenian solucién
para niimeros enteros positivos, mientras que las ecuaciones y los nlimeros en las ecuaciones
variaban. Sugeiren que a partir de estos ejemplos, y en contraste con las ecuaciones de tareas
anteriores, fue posible discernir que algunas ecuaciones con una incdgnita no se pueden
resolver para numeros enteros positivos.

En la Tarea 4, se hicieron dos ecuaciones con una incognita a partir de problemas
verbales y se resolvieron una tras otra. No se hizo ninguna comparacion entre los dos
problemas. El primer problema era sobre una persona que compraba cosas en una tienda y el
segundo era sobre la relacion entre las edades de tres hermanas. Las dos ecuaciones, x + 3 +
495 = 1975 y 3x + (x + 5) + x = 40, variaron con respecto al contexto (precio, edad), las
operaciones utilizadas en las ecuaciones (suma, division) y los nimeros en las ecuaciones.
Ellos utilizaron el mismo método (invariante) para resolverlos. Por lo tanto, sefialan que fue
posible discernir que las ecuaciones con una incognita pueden representar diferentes
situaciones y resolver diferentes problemas.

Los autores indican que en la Tarea 5, el maestro us6 la misma ecuacion (3 +4 =7)
para crear tres ecuaciones diferentes con una incognita (Fig. 1). Primero, sustituyendo 3 con
x se cred la ecuacion x +4 = 7. En la segunda ecuacion, x se varia cuando 4 (en 3 +4 =7) se
sustituy6 por 2 x (3 +2x =17).

En la tercera ecuacion, 3 + 4 = 7 sigue siendo el punto de partida desde el cual se varia
x nuevamente, cuando se sustituye 3 (con 6x + 4) en la ecuacion 6x +~ 4 +4 = 7. Ellos sefialan
que se hizo posible que los estudiantes vieran la creacion de una ecuaciéon con nimeros

desconocidos y el proceso de resolucion de esa ecuacion simultaneamente de resolucion.
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Figura 1.7. La misma ecuacion se utiliza para crear y resolver tres ecuaciones diferentes con una incognita en
L2: (Tarea 5)

La Leccion 2 sugiere que el objeto de aprendizaje en accion hacia hincapié en la
comprension de las ecuaciones, su estructura y el modo en que las diferentes operaciones
(suma, resta, multiplicacion y division) afectan a una ecuacion. (En la leccion 1, las
operaciones se utilizaron al resolver ecuaciones con una incognita sin que se prestara atencion
a este aspecto).

Los autores mencionan que aunque el maestro ensefid el mismo tema en ambas
lecciones, la leccion L1 y L2 hicieron posible discernir diferentes dimensiones de variacion

(aspectos) y, por lo tanto, permitieron aprender cosas diferentes.

En L1, las dimensiones de variacion se refieren principalmente a:
(1) el significado del signo igual / igualdad (=, #),
(2) representacion (iconica, simbolica),

(3) ecuaciones no solucionables (solucionables, no solucionables),
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(4) contexto (piedras, precio, edad), con respecto a la resoluciéon de ecuaciones con una

incognita.

En L2, las dimensiones de variacion se referian a:

(1) el signo igual / igualdad (=, #),

(2) representacion de una ecuacion / un desconocido (multiplicacion por un niimero entero,
multiplicacion por x),

(3) operando en la igualdad (multiplicacién, division),

(4) propiedades de igualdad (aditivo, multiplicaciéon) y

(5) como se pueden hacer las ecuaciones (lo que x representa variado).

Las dos lecciones ofrecieron dos posibilidades bastante diferentes para el aprendizaje, ya que
se abrieron diferentes dimensiones de variacion y, por lo tanto, fueron posibles de
experimentar. También sefialan que el andlisis de lo que es posible aprender también arroja
luz sobre lo que no es posible aprender.

Segtin Kullberg et al. (2017), la teoria puede servir como una herramienta para los
maestros cuando planean y ponen en accidon la ensefianza. La teoria también ofrece
herramientas que los maestros pueden usar, para enfocarse en el contenido matematico
ensefiado, la comprension de los estudiantes y cémo habilitar las posibilidades de
aprendizaje.

Finalmente, los autores de este trabajo de investigacion indican como resultado de su
trabajo de investigacién que conceptos tedricos como el objeto de aprendizaje y sus aspectos
criticos pueden ayudar a los profesores a centrarse en la capacidad de aprender y en lo que
los estudiantes necesitan aprender para hacerlo. También sefialan que otra idea importante
dentro de la teoria de la variacién es como podemos ayudar a los alumnos a darse cuenta de
lo que queremos que disciernan. Si un aspecto que queremos que nuestros estudiantes noten
varia en un contexto invariable, es més probable que los estudiantes lo perciban (Marton y
Pang 2013). Estos autores sefalan que es claro, que la variacion y la invariancia en la
enseflanza no garantiza el aprendizaje; que en el mejor de los casos, puede hacer posible que

el aprendizaje suceda.
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En el estudio llamado “Utilizar la variacion para criticar y adaptar las tareas
matemdticas”, de Metz, Preciado-Babb, Sabbaghan, Davis, and Ashebir, 2017. Los autores
informan sobre cuatro ideas clave que han encontrado importantes en su trabajo con los
profesores, basadas en casi cinco afios de investigacion con la Iniciativa Mentes Matematicas
(Math Minds Initiative).

Ellos sefialan que estas ideas combinan la Teoria de la Variacion del Aprendizaje
con un fuerte enfoque en la evaluacioén continua para informar la forma en que los maestros
adaptan las secuencias de tareas ofrecidas en el recurso utilizado por los maestros del
proyecto. Al hacerlo, ellos esperaban que los profesores apuntaran a atender mejor tanto a
los alumnos con dificultades como a los que necesitan extenderse mientras desarrollan un
conocimiento matematico coherente.

Los autores indican que la Iniciativa Math Minds (mentes matematicas) se ha centrado
en mejorar la enseflanza de las matematicas en la escuela primaria de Calgary. Parte de este
trabajo se lo han centrado en el aprendizaje profesional de los docentes, que es el enfoque
que ellos le dan a este trabajo d einvestigacion. Senalan que la iniciativa integra investigacion
sobre evaluacion formativa (Wiliam, 2011), motivacion intrinseca (Pink 2011), dominio del
aprendizaje (Guskey, 2010), carga cognitiva (Clark, Kirschner y Sweller, 2012) y teoria de
la variacion (Marton, 2015), que han integrado en un marco de cuatro partes para apoyar la

retroalimentacion que se ofrece a los maestros (ver Tabla 1.8).

Ribboning Monitoring Adapting Connecting
Utilizar la variacion Asegurarse de que cada | Revisar / idear tareas, Moverse entre “parte” y
estructurada para llamar | estudiante pueda y est¢ | explicaciones y otros “todo” cuando se haga
la atencién sobre los obligado a proporcionar | compromisos para que una cinta para
discernimientos comentarios al maestro | se ajusten a los asegurarse de que los
potencialmente en respuesta a cada conocimientos alumnos no pierdan de
novedosos necesarios consulta de la cinta. demostrados. vista los conceptos en
para un concepto. estudio.

Tabla 1.8. Principios de Math Minds (adaptado de Davis, 2016)

Aqui, lo que ellos llaman ribboning (encintado) se refiere a un patrén alterno de tareas

que llama la atencion sobre las ideas clave y la evaluacion de cada idea clave. Ribboning se
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basa en la teoria de la variacion y la teoria de la carga cognitiva para dirigir eficazmente la
atencion a las ideas clave sin abrumar la memoria de trabajo.

Ellos sefialan, que los patrones claros de variacion entre las ideas que pueden
mantenerse unidas en la memoria de trabajo hacen mdas probable que se disciernan las
conexiones entre esas ideas. Es decir, que la evaluacion formativa con un seguimiento
cuidadoso de la retroalimentacion de los estudiantes y la ensefianza que responde a esa
retroalimentacion son esenciales para asegurar que las distinciones previstas se lleben a cabo
de hecho antes de pedir a los estudiantes que las amplien o conecten. En este trabajo, los
autores se centran principalmente en la variacion, donde para ellos es importante enfatizar
codmo la variacion apoya y es apoyada por otros elementos del protocolo de investigacion.

Los autores de este trabajo de investigacion indican que en otros trabajos anteriores,
han descrito algunos de los retos que enfrentan los profesores en: a) apoyar a los estudiantes
en dificultades y b) ofrecer extensiones significativas (cf. Preciado-Babb, Aljarrah,
Sabbaghan, Metz, Pinchbeck, & Davis, 2016). También han resaltado algunas de las
dificultades que se experimentan al crear patrones propios de variacion (Metz, Preciado-
Babb, Sabbaghan, Pinchbeck, Aljarrah, & Davis, 2016).

Segun P. Preciado Babb, L. Yeworiew, & S. Sabbaghan (Eds.), 2017 desde entonces
han pedido a los profesores (de malaisa) que consideren las siguientes preguntas al
examinar los patrones de variacion que ofrece el recurso utilizado por todos los

profesores que paraticipan en el proyecto:

(a) ;/Qué caracteristicas del concepto estdn separadas para su atencion?

(b) (Las caracteristicas sobre las que queremos llamar la atencidon son sistemdticamente
variadas?

(¢) ¢La variacion se establece en un contexto constante? y

d) ;Las ideas clave se yuxtaponen de una manera que resalta el patron de variacion deseado?

Aqui, los autores destacan cuatro ideas que han surgido como significativas en este trabajo

con maestros y estudiantes en torno a estas preguntas (p.171).
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e El primero reitera la importancia del contraste: cuando cambian demasiadas cosas o cambian
las cosas incorrectas, es posible que los estudiantes no hagan las distinciones deseadas.

e El segundo subraya que incluso la variacion estrechamente controlada puede no notarse si
los elementos relevantes no se yuxtaponen claramente y si no se invita a los estudiantes a
notar qué cambios y qué permanece igual de un ejemplo a otro.

e En el tercero, distinguen ain mas entre analizar el trabajo en fragmentos manejables y
utilizar patrones claros de variacion para llamar la atencion sobre los conceptos clave dentro
de esos fragmentos.

e Finalmente, en la cuarta idea, abordan las preocupaciones de que la variacion estrechamente
estructurada puede permitir a los estudiantes simplemente extender patrones sin comprender

por qué ocurren.

En todo momento, en el estudio ellos mantuvieron un énfasis en la evaluacion continua
y la respuesta adaptativa: ninguno de los patrones identificados debia considerarse ideal o
suficiente por si mismo. Los autores mencionan que cuando las tareas se organizan de manera
tal que cada pieza se basa en la comprension de la anterior, evaluar la comprension al final
de una leccion o incluso en varios intervalos durante una leccidon no es suficiente.

Ellos, mencionan que se puede encontrar una idea sutil pero poderosa en la distincion
entre variacion sistematica que varia la caracteristica que queremos que los estudiantes noten
mientras se mantienen constantes otras caracteristicas (es decir, contraste) de la variacion
sistemdtica que varia todo lo demas mientras se mantiene constante la idea clave (es decir,
generalizacion). Marton (2015) sefiald que tendemos intuitivamente hacia lo tltimo; es decir,
cuando queremos ayudar a alguien a entender algo, ofrecemos muchos ejemplos. Sin
embargo, estos autores sefialan que esto solo funciona si la idea ya ha sido discernida y solo
necesitamos ampliar la percepcion de lo que puede abarcar. No funciona bien para introducir
nuevas ideas. De tal manera que apreciar esta distincion puede cambiar la forma en que
adaptamos las explicaciones y las tareas para ayudar a los estudiantes con dificultades.

Dentro del trabajo emprico con los estudiantes los autors sefialan que al presentar el
tema de redondeo en el grado 5°, el recurso utilizado por un profesor fue primero una recta
numérica para llamar la atencion, sobre si varios nimeros estan mas cerca del 0 o del 10, y
luego del 10 o del 100.

Después ofrecio un procedimiento comin que consistio en comprobar el digito que

sigue al que se redondea; si es 5 0 més, se redondea hacia arriba; si es menos de 5, se redondea
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hacia abajo. La practica incluyo una coleccién de numeros para redondear a 10, otra para
redondear a 100 y otra para redondear a 1000.

Ellos mencionan que para algunos estudiantes, este patrén no supuso ningin problema.
Sin embargo, un alumno no le encontré sentido hasta que se le pidi6 que contrastara el mismo
numero redondeado a diferentes valores de posicion, como se muestra en la figura 1.8. Este
alumno estaba especialmente intrigado por el patron escalonado de ceros que se forma en el
primer conjunto y por el hecho de que diez millones se redondearan a cero.

También le intereso el tercer conjunto, en el que todos los casos, excepto el ultimo,
redondean a 2.000.000. Lo que comenzd como un apoyo a un alumno con dificultades fue

mucho mas alla de la tarea original de redondear a 1000.

10 10 10

100 100 100

1000 1000 1000

10,000 10,000 10,000

100,000 100,000 100,000

1,000,000 1,000,000 1,000,000

10,000,000 10,000,000 10,000,000

Figura 1.8. Uso de contraste para profundizar la comprension del redondeo

Una de las consideraciones mdas pertinentes que sefialan los autores es que las
secuencias fuertemente estructuradas en las que s6lo una cosa cambia a veces crean
secuencias predecibles que permiten a los estudiantes predecir respuestas basadas en patrones
observados en lugar de entender esos patrones. Sin embargo, incluso cuando los patrones de
variacion parecen claros y la ensefianza es receptiva, hay momentos en que los patrones pasan
desapercibidos o sin ser notados. Marton (2015) no abord6 directamente la carga cognitiva
(Clark, Kirschner y Sweller, 2012).

A pesar de ello, los autores sefialanque subray6 la importancia de mantener las ideas
simultdneamente en la conciencia, lo que requiere atencion a la memoria de trabajo, asi como
una cuidadosa consideracion de lo que debe mantenerse unido: "La experiencia de la igualdad
y la diferencia no es s6lo una funcion de lo que hay que experimentar, sino de las cosas que

se experimentan simultaneamente" (Marton, 2015, p. 66).
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Metz, Preciado-Babb, Sabbaghan, Davis, and Ashebir, 2017 sefialan que a veces, las
demandas sobre la memoria de trabajo (Clark, Kirschner y Sweller, 2012) hacen que sea util
separar partes de un procedimiento mas complejo de manera que puedan aprenderse en partes
manejables y luego volver a unirlas. Si bien es importante, esto por si solo no llama la
atencion sobre las ideas matemadticas incluidas en esos pasos.

En el recurso utilizado por los maestros de su estudio, la division larga en 4° Grado se
dividio en pasos disefiados para reducir la carga en la memoria de trabajo. Los estudiantes
primero trabajaron con dividendos de dos digitos y un divisor de un digito; el procedimiento
se dividi6 en pasos que se explican conceptualmente, luego se practicd para ganar fluidez
antes de agregar el siguiente paso. Para algunos, esto fue suficiente. Otros lucharon por
recordar los pasos; entre los que lo hicieron, algunos no pudieron explicarlos. Luego les
ofrecieron una secuencia de practica que variaba sistematicamente el divisor, como en la

Figura 1.9.

Figura 1.9. Variacion sistematica de la practica para una division larga

Como solo cambiaba una cosa, los alumnos podian ver (cuando se les pedia que
miraran) como cambiaban (o0 no) varias partes del algoritmo, cada vez que el dividendo
aumentaba en uno (algo importante que destacan los autores es que el uso de papel
cuadriculado sirvid para facilitar el seguimiento de los cambios de un ejemplo a otro);
también podian ver que el resto aumentaba en uno cada vez.

Ellos sefialan que cuando se les preguntaba por qué, podian rastrear mas facilmente la
causa de los cambios. Ademas, como algunos de los datos numéricos requeridos eran
constantes de una pregunta a otra, se desviaba menos la atencion de la comprension del

algoritmo.
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Por otro lado, sefialan que es facil trivializar lo que para los estudiantes pueden ser
ideas fundamentalmente importantes para una comprension mas profunda. Por ejemplo,
mediante el uso de patrones claros de variacion junto con las indicaciones para atender esa
variacion, como el uso apropiado de puentes cuando los saltos perceptivos son demasiado
grandes, o detenerse en patrones que empujan la comprensidon mdas alld de patrones
predecibles.

Es por ello, que se les pidio a los maestros que fueran mas alla de lo que el recurso a
menudo describe (de forma adecuada pero insuficiente) en términos de andamiaje y atencion
a los limites de la memoria de trabajo.

Los profesores de la iniciativa se han basado en gran medida en el recurso para definir
y secuenciar caracteristicas criticas para el aprendizaje de temas particulares. Sin embargo,
estan asumiendo una mayor responsabilidad por lo que se establece uno al lado del otro en
la secuencia momento a momento de una leccion.

Finalmente, P. Preciado Babb, L. Yeworiew, & S. Sabbaghan (Eds.), 2017, enfatizan
aun mas en como la atencion cuidadosa a los patrones de variacion podria apoyar conexiones
mas fuertes a lo largo del tiempo, es decir, entre lecciones, unidades y grados. Al igual que
los andamiajes, el recurso enfatiza y respalda la revision del material abordado en las
lecciones.

Es por ello, que al igual que con el andamiaje, la conceptualizacion de la revision en
términos del uso de la variacion para yuxtaponer cuidadosamente lo antiguo y lo nuevo puede
apoyar fuertes conexiones entre ideas clave.

Por lo que, el contraste es mas poderoso cuando se experimenta directamente y no
depende del recuerdo de una leccion realizada el afo pasado, la semana pasada o incluso
antes en una leccion. ;Como hacerlo? requiere una conciencia mas amplia de lo que se espera
que los estudiantes comprendan con el tiempo. Los autores concluyen sealando que es
importante considerar formas de apoyar a los maestros que a menudo estan mas
familiarizados con un solo grado o un pequefio rango de grados para mirar mas alla de los

limites de sus tareas de ensefianza.

Por otro lado, presentamos a continuacion un estudio de Koichu B., Zaslavzky O., y

Dolev L., (2015) llamado Efectos de las variaciones en el disefio de las tareas sobre las
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experiencias de aprendizaje de los profesores de matemdticas: el caso de una tarea de
clasificacion.

El objetivo del estudio presentado por estos autores en el presente articulo fue examinar
como las variaciones en el disefio de las tareas pueden afectar a las experiencias de
aprendizaje de los profesores de matematicas. El estudio se centr6 en tareas de clasificacion,
es decir, tareas de aprendizaje que requirieron agrupar un conjunto determinado de elementos
matematicos, de tantas formas como fuera posible, de acuerdo con diferentes criterios
sugeridos por los propios participantes.

Estos especialistas se centraron particularmente en presentar el ejemplo de una tarea de
clasificacion en la que los elementos a agrupar estaban relacionados con conceptos basicos
de geometria analitica, que a su vez estaban conectados con la nocion de lugares geométricos
de los puntos (LP).

Todo realizado sobre la base de un experimento de disefio de tres iteraciones con
profesores de matematicas de secundaria en ejercicio, dando cuenta sobre los objetos de
aprendizaje previstos y en accion inherentes a las tres versiones distintas de la misma tarea.

Este estudio se basa en la teoria de la variacion y también puede considerarse una
aplicacion de la teoria de la variacion al disefio de tareas. Por lo que, estos autores sefialan
que en términos de la teoria de la variacion (por ejemplo, Marton y Booth 1997; Runesson
2005), el discernimiento de las propiedades estructurales y las conexiones entre los conceptos
basicos de la geometria analitica representados de diferentes maneras represent6 su objeto de
aprendizaje previsto.

En estos, una tarea de clasificacion particular fue el medio de aprendizaje, el nimero y
el contenido de los elementos matematicos incluidos en la tarea fueron sujetos de
manipulaciones didacticas, y las experiencias de los profesores con la tarea, que se ofrecid
en tres versiones diferentes, constituyeron un espacio de variacion o un objeto de aprendizaje
en accion.

Por otro lado, este estudio sefialan los autores que también puede considerarse como
un experimento de disefio (por ejemplo, Cobb et al. 2003) porque se centraron en los aspectos
iterativos del disefio de la tarea.

Koichu et al. (2015), en este trabajo extrajeron algunas sugerencias con base empirica

sobre el disefio de tareas de clasificacion que potencialmente podrian evocar experiencias de
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aprendizaje deseables en los profesores participantes. Todos los participantes en este estudio
(53 profesores de matematicas de secundaria) tenian una amplia experiencia en la ensefanza
del nivel mas avanzado del plan de estudios de matematicas en Israel.

Habian estudiado geometria analitica durante sus estudios universitarios, es decir, entre
10 y 25 anos antes de llevar acabo este estudio. Por lo que, ellos sugieren que los
conocimientos de los profesores sobre geometria analitica incluian representaciones,
formulas y propiedades de las lineas rectas seleccionadas y las secciones conicas.

Durante la experimentacion con la tarea disefiada, se les pedidé a los profesores
participantes que clasificaran los elementos en el contexto de la geometria analitica de la
forma mas apropiada posible. Considerando el conjunto de elementos dados, clasificando los
elementos en grupos para que cada elemento perteneciera a un solo grupo.

Los grupos que se formaron fueron segun el criterio de eleccion de cada profesor. El
proceso de clasificacion se repiti6 tantas veces como fue considerado por los profesores, por
criterios adicionales y en hojas de clasificacion adicionales., tantas como fue necesarias.

En la figura 1, se presenta un ejemplo de la tarea de clasificacion presentada por los
autores, en la que los items de la primera version de la tarea del LP se clasifican de acuerdo
con el criterio "por operacion de generacion".

Nuevamente, Koichu et al. (2015), mencionan que cada grupo de participantes obtuvo
tantas hojas en blanco como solicitaron y se les indicd que utilizaran solo una hoja por
criterio; los profesores trabajaron en pequefios grupos de 3-5 profesores. El instructor se
abstuvo de intervenir en el trabajo de los profesores en esta etapa.

La discusion reflexiva al final del taller fue moldeada por la solicitud del instructor a
todo el grupo de compartir abiertamente las impresiones de hacer la tarea y, en particular,
completar la siguiente oracion: Antes del taller pensé que... y ahora creo que...

En la siguiente figura 1.10 se muestra una parte del ejemplo de la hoja de clasificacion

de los puntos geométricos de un equipo de los maestros participantes.
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Lugar de la reunién: Technion Fecha: 15.11

Nombre de la tarea: Lugar de los puntos

Nombres de los miembros del grupo:

1)__ _Ron___2)__ Amira__3)__ Iris___4)__ Yael__5)__Peter__
Nombre del criterio: Operaciéon en la formulacién del item

Distribucién de los items en grupos segun el criterio elegido

Descripcién de la propiedad comin de los items
o el Nombre del grupo de items

La suma de las distancias es constante 2,4,16

La diferencia de las distancias es constante 17,18, 23

La relacién de las distancias es superiora 1 3,6,11, 21

La relacién de las distancias es inferiora 1 1,7,22

La relacién de las distancias es igual a 1 5,8,12,13, 14,24
Recuerde:

- Cada item puede ser colocado en un solo grupo
- Pueden quedar items que no pertenezcan a ningun grupo por el criterio elegido

Figura.1.10 Ejemplo de hoja de clasificacion

La primera version disefiada de la tarea de clasificacion LP consistio en 24 items (ver
cuadro 1), creados para maximizar dos tipos de variaciones controladas. El primer tipo
previsto de variacion controlada estaba relacionado con los objetos matematicos descritos en
las tarjetas para clasificar: circulos, elipses que no son circulos, parabolas, hipérbolas, una
linea recta y el conjunto vacio.

En esta version los autores incluyeron dos elementos que disfrazaban el conjunto
vacio (items 7y 17 en el cuadro 1) y un elemento que disfrazaba una linea recta (item 6) para
dar a los participantes una oportunidad adicional de discernir las propiedades estructurales
de los items; se referieron a estos items como "patoldgicos".

El segundo tipo de variacion incluida en esta primera version de las tareas se relacion6
con el tipo de representacion: simbodlica, grafica y verbal, donde este tltimo tipo se dividio
en subtipos. Es decir, los items verbales variaron con respecto a dos factores: la operacion
involucrada en la generacion de loci (la operacion generadora, por ejemplo, suma, resta,
division) y los elementos generadores dados en las descripciones (por ejemplo, un segmento

y un punto, dos segmentos).
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Table 1 Items included in three versions of the LP sorting task

1. Locus of points for which the
ratio between the distance of a
point to (8; 0) and its distance to
the straight line x = 12.5 equals
0.8

3. Locus of points for which the
ratio between the distances from
the points to point (10; O) and
the distances from the points to
straight line x = 6.4 is 1.25

X2 ¥y o
4.7z te=1

5. Locus of points for which the
ratio of distances from the
points to point (5; 0) and the
distances from the points to
straight line x = —5 equals 1

6. Locus of points for which the
ratio of distances from the
points to point (0; O) and the
distances between the points to
straight line x = O equals 1.25

7. Locus of points for which the
ratio of distances from the
points to point (0; O) and the
distances between the points to
straight line x = O equals 0.75

8. Locus of centers of circles
belonging to the first quadrant,
which are tangent to y axis and
circle (x — 5)% + y2 = 25

25. Locus of points for which the
distance between the points and
point (—3; 0) is 6

9. Locus of points resulting from
multiplication of the y
coordinate of all points of the
circle x> + y*> = 100 by 5/3

10. Locus of middles of the
chords connecting the points on
the parabola y*> = 40x with its
vertex

11. Locus of points for which the
ratio between the distances from
the points to point (6; O) and the
distances from the points to
point (1; 0) is 1.5

12. Locus of points for which the
ratio between the distances from
the points to point (3; 4) and the
distances from the points to
point (—3; 4) equals 1

13, 5+2=1

15. Locus of middles of the
segments connecting points of
circle (x + 3)% + y*> = 144
with the center of the circle

16. Locus of points for which the
sum of the distances from the
points to points (—8; 0) and (8;
0) is 20

26. y* = 20x

17. Locus of points for which the
difference between the distances
of a point to (—8; 0) and (8; 0) is
20

18. Locus of points for which the
difference of the distances from
the points to points (—10; 0) and
(10; 0) is 16

19. Locus of middles of the
segments connecting the origin
of the coordinate system with
the points of hyperbola
ESE G |

256 ~ 144

20. Locus of points resulting from
multiplication of y coordinates

of the points of hyperbola % —

2 — 1 by 0.75
64

21. Locus of points for which the
ratio of the lengths of tangent
lines from the points to circle
x>+ y2 = 64 and the distances
between the points and x axis is
5/3

22. Locus of points for which the
ratio of the lengths of tangent
lines from the points to circle
x4 y2 = 36 and the distances
between the points and y axis is

El cuadro 1. Representacion los elementos incluidos en cada version de la tarea.

En el cuadro 2 los autores nos resumen las caracteristicas de los items por los dos tipos
de variaciones. La ultima fila de la Tabla 2 nos muestran que el conjunto estaba bastante

equilibrado con respecto a la clasificacion por los tipos de loci de puntos. La tltima columna

de la Tabla 2 muestra que el conjunto también fue considerablemente rico con respecto a las

oportunidades para clasificar los items por diferentes tipos de representaciones y items dados

en las descripciones verbales.
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Representation Name
Straight Circle Parabola Ellipse Hyperbola Empty Overall
line set number
of items
Symbolic 13 4 23 3
Graphical 14 2 24 3
Verbal representations: the generating operation
Sum of distances 16 1
Difference of distances 18 17 2
Ratio of distances greater than 1 6 11 3, 21 4
Ratio of distances smaller than 1 1, 22 7 3
Ratio of distances equals 1 12 5,8 3
Stretching 15 10 9 19, 20 5
Verbal representations: the generating elements
Two points 12 11 16 18 17 5
A point on the straight line 6 7 2
A point and a straight line 5 1 3 3
A circle and a straight line 8 22 21 3
A circle and a point 15 1
A circle 9 1
A parabola and a point 10 1
A hyperbola and a point 19 1
A hyperbola 20 1
Overall number of items 4 3 4 5 6 2

Cuadro 2. Dos tipos de variacion prevista en la primera version de
la tarea de clasificacion de LP

En términos del espacio de variacion bidimensional de la tarea del LP, el objeto de
aprendizaje previsto (discernir las propiedades estructurales y las conexiones entre los
conceptos basicos de la geometria analitica representados de diferentes maneras) se convirtio
en un objeto de aprendizaje en accion cuando los participantes consideraron el criterio de
clasificacion por los nombres de los lugares de los puntos junto con los criterios por las
principales operaciones de generacion 'y por los principales elementos generadores.

Esto sefialan los autores que se debid a que la consideracion y el uso de estos criterios
permitieron a los participantes discernir que los mismos objetos de la geometria analitica
pueden describirse mediante diferentes operaciones y elementos generadores y que
formulaciones verbales de aspecto similar pueden describir objetos diferentes.

De esta forma, Koichu et al. (2015), indican que la recoleccion y obtencion de los datos

empiricos en este estudio (para las tres versiones de la tarea) consistieron en las discusiones
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de grupos pequefios y de todo el grupo grabadas en cinta de video transcritas
(aproximadamente 7 h de cinta de video), ademas de las acciones de clasificacion de los
participantes: Las cdmaras de video estaban dirigidas a las mesas para que se capturaran los
movimientos fisicos de las cartas en el proceso de clasificacion.

La actuacion de cada pequefio grupo se grabo en video durante todo el proceso de
clasificacion. Al final del proceso de clasificacion, se recogieron las hojas de clasificacion
completadas.

Por ejemplo, mencionan en el articulo que un participante en uno de los grupos sugirid
clasificar los elementos " por los tipos de representaciones ", y luego los miembros del grupo
movieron fisicamente las tarjetas para formar tres grupos que constan de los elementos
representados gréfica, verbal y simbolicamente.

En consecuencia, sefialan que el criterio “por el tipo de representacion” se dedujo de
este episodio como uno de los criterios formulados por el grupo, aunque el grupo no lo
escribi6 en una hoja de clasificacion. Por lo que, mencionan que al surgir un criterio particular
en la discusion varias veces, se contd este nimero de veces mencionado.

Por otro lado, se sefala que para asegurar la confiabilidad de la identificacion de los
criterios de clasificacion basados en los datos grabados en video y escritos, tres analistas, dos
de los cuales desconocian las preguntas de la investigacion, analizaron los datos escritos y
grabados en video del primer taller y decidieron de forma independiente qué criterios de
clasificacion se habian aplicado y considerado por los participantes del estudio (p. e€j.,
Wiersma 1995). Indican que nn la mayoria de los casos (18 de 21), los tres analistas dedujeron
los mismos criterios. Los desacuerdos se resolvieron en la discusion entre los analistas.

A continuacidn, se identificaron las ocasiones en las que se tomaron decisiones sobre
coémo clasificar un elemento verbal concreto segun los criterios de clasificacion formulados
(en adelante, decisiones de clasificacion), también mediante la yuxtaposicion del discurso y
las acciones de clasificacion de los participantes.

Cada decision de clasificacion se codifico segun el tipo de experiencia de clasificacion,
de la siguiente manera: (1) experiencia de clasificar el item resolviéndolo, es decir, aplicando
manipulaciones algebraicas antes de colocarlo en un grupo determinado; (2) experiencia de
clasificar el item sin aplicar manipulaciones algebraicas, reconociendo oralmente sus

propiedades. El siguiente es un ejemplo de afirmacidon, que nos permitié codificar una
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decision de clasificacion concreta (en relacion con el item 16, véase el cuadro 1) como
reconocimiento del objeto familiar por el estudio anterior: El objeto no es un objeto de la
familia.

Profesor: Estoy familiarizado con esta definicion de elipse. No necesitamos resolverla.

De la primera version de la tarea los autores observaron que todos los grupos partieron
de la forma maés aparente de clasificar, por los tipos de representaciones, pero s6lo un grupo
lo escribi6 en la hoja de clasificacion.

Esto sugiere que la mayoria de los participantes no percibian esta forma como digna de
ser compartida. Basdndonse en el discurso grabado de los pequefios grupos, sugeriendo que
esto se debe a que consideraron este criterio demasiado obvio o sin esfuerzo.

En esta primera version de la tarea, los autores sefialan que quedo claro que el nimero
total de elementos era abrumador para los profesores. Las afirmaciones tipicas, durante el

trabajo en pequenos grupos sobre la tarea, sobre esta cuestion fueron las siguientes:

Hay demasiadas tarjetas. Es imposible considerarlas todas.

Es mucho trabajo... todavia tenemos que clasificar 5 tarjetas, pero no quiero hacerlo mas...
El tema de la sobrecarga fue central también en la discusion reflexiva:

El ejemplo introductorio con los poligonos estaba bien, pero aqui era dificil construir los
grupos [de elementos] porque habia muchas cosas que resolver.

» No tuvimos suficiente tiempo. Fue decepcionante, ya que pensé que habiamos propuesto

muchos criterios interesantes.

La segunda version constd de 18 items. En esta version, los autores excluyeron los items
que se habian abordado Ginicamente de forma algebraica (8, 10, 15, 19, 20 y 21 en el cuadro
1). Aunque el espacio de variacion previsto se redujo en la segunda version, en comparacion
con la primera, comprobaron que el espacio de variacidon en accion se enriquecio.

En general, sefialan que los profesores que trabajaron en 5 pequefios grupos y propusieron

un total de 30 criterios. Los principales criterios de clasificacion fueron :
> El criterio "por el tipo de representacidn (simbdlica, grafica o verbal)", 9 veces;
> El criterio "por el nombre del lugar de los puntos (parabola, hipérbola, etc.)", 5 veces;
> El criterio "por las palabras clave en las descripciones de los items (suma de distancias, proporcion,

etc.)", 7 veces,

41



>y elcriterio "por la capacidad del grupo de identificar los lugares sin resolver el item". ("la facilidad

de solucion")-3 veces.

La forma de clasificar "por los nombres de los loci de puntos" fue considerada por todos
los grupos que trabajaron en la segunda version relativamente pronto, es decir, después de
formular uno o dos criterios y antes de formular otros dos o cuatro criterios. Para recordar, 5
de los 6 grupos que trabajaron en la primera version de la tarea consideraron este criterio
como el ultimo. Este hallazgo mencionan los autores sugiere que, en esta version, los
profesores se dedicaron mds a buscar similitudes y diferencias estructurales entre los items
que en la primera version de la tarea.

Hablando de forma reflexiva, los autores concluyen que en esta segunda version de
la tarea, el uso de manipulaciones algebraicas apoy¢ las decisiones de clasificacion de los
profesores, pero no fue la principal experiencia que obtuvieron de la tarea. En particular,dado
que no habia items verbales, que se abordaran solo algebraicamente.

Una diferencia esencial entre la segunda y la tercera version que propusieron los
autores parece estar relacionada con los tipos de experiencia utilizados para tomar decisiones
de clasificacion. Ellos sefialan, que de las 55 decisiones de clasificacion, 41 (75 %) se basaron
en el uso de conocimientos previos (de éstas, 28 decisiones fueron matemadticamente
correctas), y solo 8 decisiones (15 %) en manipulaciones algebraicas (dos de estas decisiones
fueron matematicamente correctas).

Los autores observaron que los participantes habian prestado atenciéon a las
similitudes y diferencias estructurales, en términos de diferentes combinaciones de
operaciones y elementos generadores, entre los objetos considerados. Estos autores
mencionan de manera rflexiva que las dos principales subcategorias representadas del criterio
por palabras clave en la tercera version de la tarea son- por la principal operacion
generadora 'y por los principales elementos generadores-.

Finalmente, tal y como se presentd, en cada version sucesiva de la tarea de
clasificacion del LP, el objeto de aprendizaje representado (es decir, las experiencias
ofrecidas por la tarea) estaba mas cerca del objeto de aprendizaje previsto (es decir, discernir
las propiedades estructurales y las conexiones entre los conceptos basicos de la geometria
analitica representados de diferentes maneras) que en la anterior. De lo que los autores logran

discernir y formular cuatro heuristicas que pueden informar sobre del disefio de futuras tareas
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matematicas con base en la teoria de la variacion para los profesores de matematicas como

aprendices:

> Heuristica 1. Los principios tedricos generales pueden ser Utiles para el disefio inicial de la
tarea, pero el diablo esta en los detalles.

> Heuristica 2. Las experiencias reales de los alumnos con una tarea de clasificacién dependen
del grado de trabajo "técnico'" (en contraposicion al ""conceptual') necesario para realizar la
tarea.
Heuristica 3. A veces, menos es mas.

> Heuristica 4. El disefio de la actividad de varios pasos debe tener en cuenta que las

decisiones faciles de tomar, por regla general, preceden a las decisiones mas dificiles.

La principal contribucidon que indican los autores del presente estudio al creciente
cuerpo de conocimientos sobre el disefio de tareas en la educacién matematica, en general, y
sobre el disefio de tareas de ordenacion o clasificacion, en particular, se ha dilucidado en la
seccion anterior, en términos de cuatro heuristicas. Donde se analiza explicitamente los
efectos de una tarea concreta en términos de espacios de variacion multidimensional y en
conexion explicita con el conocimiento previo de los alumnos.

El estudio intent6 revelar no solo el potencial de aprendizaje de la tarea, como han
hecho un numero considerable de estudios, sino también las experiencias reales de los
alumnos con diferentes versiones de la tarea en su complejidad y en el nivel de toma de

decisiones de grano fino.

1.6 EXPERIMENTOS DE ENSENANZA

La metodologia de los experimentos de ensefianza se ha originado con la intencién de
comprender el desarrollo de los conceptos en los estudiantes, en areas particulares de la
matematica (Simon, 2000).

De forma general, un experimento de ensefianza consiste en una secuencia de

episodios de ensefianza en los que los participantes son normalmente un investigador-
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docente, uno o mas alumnos y uno o mas investigadores-observadores (Steffe y Thompson,
2000, citados en Molina et al., 2011).

Seguidamente se presentan las caracteristicas centrales de los experimentos de
ensefanza, las cuales también estan implicadas en los experimentos sobre el desarrollo del

conocimiento del profesor.

a)_Profesor-investigador: los experimentos de ensefianza han resultado ser una opcion a los

paradigmas en los cuales los investigadores son observadores o cuantificadores de
situaciones “naturales” o “experimentales”.

El doble papel de investigador y profesor proporciona una oportunidad para que este
desarrolle conocimiento a través de multiples iteraciones de un ciclo de reflexion-interaccion.
Esta ruptura de la diferenciacion entre docente e investigador estd motivada por el propdsito
de experimentar de primera mano el aprendizaje y razonamiento de los alumnos (Kelly y
Lesh, 2000; Steffe y Thompson, 2000).

Como parte del ciclo de reflexion-interaccion, el investigador aplica a las interacciones
con los estudiantes su conocimiento personal y aquel compartido por la comunidad de
investigacion, incluyendo conjeturas actuales sobre el fendémeno estudiado. La intuicion y
patrones de accion del investigador, los cuales no son parte de su conocimiento explicito,
también contribuyen a la interaccion.

La interpretacion de las interacciones por parte del investigador, le permite respaldar o
constatar algunos aspectos de su conocimiento y desafiar otros, dando como resultado la
modificacion de lo sabe. De modo que este ciclo es esencial en los experimentos de
enseflanza, pues posibilita a los investigadores mejorar su conocimiento acerca de como
aprenden los estudiantes. En general, se espera que todos los participantes del experimento

construyan aprendizajes (Molina et al., 2011).

b) Anadlisis continuos y retrospectivos: los experimentos de ensefianza implican dos niveles

de analisis de datos: (a) los continuos, que ocurren durante y entre las sesiones con los
estudiantes, y (b) el retrospectivo, que se enfoca en el conjunto total de las sesiones. Cada

nivel de analisis sirve al investigador de forma particular.
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Los andlisis continuos son la base de las decisiones que se toman en la planificacion y
desarrollo de cada sesion con los estudiantes, permiten probar las hipotesis y promover el
desarrollo. Un aspecto clave es la generacion y modificacion, por parte del investigador, de
los modelos relativos al conocimiento, acciones y disposiciones de los estudiantes. El analisis
retrospectivo implica una reexaminacion de un gran cuerpo de informacion. Este implica una
revision estructurada de las grabaciones del experimento de ensefianza, con el proposito de
desarrollar modelos explicativos acerca del desarrollo del conocimiento matematico de los

estudiantes.

¢) Construccion del modelo: el fin del experimento de ensefianza es la elaboracién de un

modelo explicativo del desarrollo del conocimiento matematico de los estudiantes. Estos
modelos explicativos empiezan a ser esbozados durante los anélisis continuos, sin embargo,
es durante el analisis retrospectivo cuando son articulados con mas detalle.

De acuerdo con Molina et al. (2011) el objetivo ultimo del experimento de ensenanza
es: “Elaborar un modelo del aprendizaje y/o desarrollo de los alumnos, en relacion con un
contenido especifico, entendiendo este aprendizaje como resultado de la manera de operar y

las situaciones puestas en juego por el investigador-docente” (p.79).

d) Generacion y prueba de hipdtesis: el experimento de ensefianza conlleva ciclos

continuados de generacion y prueba de hipdtesis. Las conjeturas actuales de los
investigadores guian sus interacciones con los estudiantes. Tales interacciones proporcionan
informacion que respalda o genera modificaciones de esas suposiciones y también promueve
la elaboracion de nuevas conjeturas. Las hipotesis iniciales del equipo investigador guian el

desarrollo del plan inicial de investigacion.

e) Grabacion: la grabacion de las sesiones con los estudiantes usualmente se complementa
con la videograbacion. La transcripcion de las grabaciones en audio y video es esencial en el
andlisis posterior. Frecuentemente, las grabaciones se escuchan o se miran en medio de las

sesiones, para apoyar los andlisis continuados y la toma de decisiones.
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1.7 CONSIDERACION PEDAGOGICA DE LOS CONCEPTOS BASICOS DE LA
ARGUMENTACION, JUSTIFICACION Y PRUEBA MATEMATICA EN EL CURRICULUM DEL
BACHILLERATO

El modelo educativo establecido en la Educacion Media Superior de México (INEE, 2017)
considera los desempefios terminarles de los estudiantes, sin importar el subsistema al cual
pertenezcan, a partir del desarrollo de un conjunto de competencias. En este sentido, el Marco
Curricular Comun (MCC) permite articular los programas de distintas opciones de la EMS

en el pais; ademas, comprende una serie de desempefios terminales expresados como:

(I) Competencias genéricas,
(I1) Competencias disciplinares basicas y extendidas (de caracter prope- déutico) y

(IIT) Competencias profesionales basicas y extendidas (para el trabajo).

Claves
——  Competencias genéricas { Transversales
Transferibles

Basicas

———— Competencias disciplinares —|:

Extendidas

[ Basicas
Extendidas

Figura.1.11. Marco curricular comin

Marco Curricular Comiin

—— Competencias profesionales

De tal manera, que las competencias disciplinares basicas de matematicas buscan propiciar
el desarrollo de la creatividad y el pensamiento logico y critico entre los estudiantes. Un
estudiante que cuente con las competencias disciplinares de matematicas puede argumentar
y estructurar mejor sus ideas y razonamientos.

Las competencias reconocen que a la solucion de cada tipo de problema matematico
corresponden diferentes conocimientos y habilidades, y el despliegue de diferentes valores y
actitudes. Por ello, los estudiantes deben poder razonar matematicamente, y no simplemente
responder ciertos tipos de problemas mediante la repeticion de procedimientos establecidos.
Esto implica el que puedan hacer las aplicaciones de esta disciplina mas alla del salon de
clases. En la siguiuente tabla se muestra un bosquejo general de los programas de bachillerato

general y tecnoldgico del campo disciplinar de matematicas.
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N Programas de estudio Bachillerato Programas de estudio
Campo disciplinar

General Bachillerato Tecnoldgico
Matematicas | Algebra
Matematicas Il Geometria y trigonometria
- Matematicas Il Geometria analitica
Matematicas Matematicas IV Calculo diferencial

Calculo Integral
Probabilidad y estadistica

Tabla 1.9. Bosquejo general de los programas de estudio del bachillerato general y tecnologico

Por otro lado, dentro de la comunidad matematica, el tema de la prueba es
frecuentemente un tema de debate; El razonamiento deductivo se contrasta con la induccion
natural de las actividades empiricas y con la argumentacion informal. Sin embargo, la
investigacion sugiere que los estudiantes de bachillerato no encuentran estas distinciones
faciles (véase, por ejemplo, Martin y Harel, 1989). El proceso de prueba es innegablemente
complejo, involucrando una variedad de competencias de los estudiantes, identificando
supuestos, aislando propiedades y estructuras dadas, y organizando argumentos logicos, cada
uno de los cuales de ninguna manera es trivial.

En ese sentido, en la educacion matematica, la investigacion empirica sobre este tema
ha tendido a centrarse en describir y analizar las respuestas de los estudiantes a las preguntas
que requieren pruebas. Una gran cantidad de evidencia indica que la mayoria de los
estudiantes tienen dificultades para seguir o deducir como construir argumentos presentados
formalmente, entendiendo que difieren de la evidencia empirica, y en su uso para obtener
resultados adicionales (Balacheff, 1988; Chazan, 1993; Fischbein, 1982; Harel y Sowder,
1998; Porteous, 1994; Schoenfeld, 1989).

Los enfoques de los estudiantes para probar se han clasificado en varias dimensiones:
desde pragmatico, que implica recurrir a acciones, hasta conceptual, argumentar desde
propiedades y relaciones (Balacheft, 1988; van Dormolen, 1977); de deduccion débil a fuerte
(Bell, 1976; Coe y Ruthven, 1994); de acuerdo con diferentes representaciones: enactiva,
visual, numérica, formal (Tall, 1998) y diferentes esquemas de prueba transformadores
(Simon, 1996), analiticos, empiricos y externos (Harel y Sowder, 1998).

Muchos estudios (por ejemplo, Bell, 1976; Mason, 1982) han argumentado que los

estudiantes deberian tener la oportunidad de probar y refinar sus propias conjeturas y obtener
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una conviccion personal de su verdad junto con la experiencia de presentar generalizaciones
y evidencia de su validez.

En México con base en el Acuerdo Secretarial 444 que establece las competencias del
Marco Curricular Comun para el Sistema Nacional de Bachillerato (INEE, 2017) se asume a
las competencias disciplinares bésicas de las matematicas como el medio para propiciar el
desarrollo de la creatividad y el pensamiento logico y critico entre los estudiantes. Asi, el
estudiantado que cuente con dichas competencias en las matemadticas, argumentard y
estructurard de mejor manera sus juicios, ideas y razonamientos.

Las competencias matemadticas favorecen entre los estudiantes las capacidades para
analizar, razonar y comunicar de forma eficaz; a la vez que le abren la posibilidad de plantear,
resolver e interpretar situaciones matematicas en una variedad de contextos.

En sintesis, las matematicas, como parte de la cultura, constituyen una de las piezas
mas significativas de la accion civilizatoria. Esta disciplina constituye, a la vez, un objeto de
estudio en si mismo, y una herramienta imprescindible para la comprension y el estudio de
las ciencias, las humanidades y las tecnologias. Es asi que favorecen, entre los educandos, la
disposicion a la accidon: que usen, disfruten y entiendan a las matematicas en contextos
diversos, mas cercanos a la realidad de quien aprende. El énfasis en el desarrollo de las

competencias matematicas favorecera que los educandos tengan una aproximacion.

Las matematicas, como conjuntos de conceptos abstractos (numero, variable,
funcion, proporcion y semejanza, entre otros) que se articulan en redes con apoyo
de los procedimientos validos (como la inferencia logica —la negacion, o los
principios— el principio del tercero excluido, entre otros). Estos razonamientos se
aplican a diversos clases o categorias de objetos, a saber, numeros, figuras,
estructuras y transformaciones, y deben su origen a la necesidad de representar y
tratar con situaciones que provienen de la vida cotidiana como el tratamiento del
riesgo y la aleatoriedad, el cambio, la variacion y la prediccion, o los patrones, las
formas y la simbolizacion, entre otras.

Es por ello, que para lograr la ensefianza y, sobre todo, el aprendizaje y el arraigo a una
cultura matematica, es imperativo el dominio disciplinar de los estudiantes y su participacion
en procesos de empoderamiento; esta doble funcion caracteriza al cambio educativo

propuesto en el Nuevo Modelo Educativo 2018.
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CAMPO DISCIPLINAR DE CAMPO DISCIPLINAR DE
LAS MATEMATICAS BG LAS MATEMATICAS BT

COMPONENTE DE FORMACION PROPEDEUTICA BASICA
Matematicas | Algebra

5 horas 4 horas
Matematicas Il Geometria y trigonometria

5 horas 4 horas
Matematicas Il Geometria analitica

5 horas 4 horas
Matematicas IV Calculo

5 horas 4 horas

Componente de formaciéon propedéutica extendida

Calculo integral Calculo integral
3 horas 5 horas

Probabilidad y estadistica |
Probabilidad y estadistica Il
6 horas

Probabilidad y estadistica
5 horas

Tabla 1.10. Asignaturas revisadas del campo disciplinar de las Matematicas

1.8 EL CONCEPTO DE ECUACIONES EN EL NUEVO PLAN DE ESTUDIOS DEL
BACHILLERATO GENERAL (NME 2018)

Nuestro pais, como otras naciones en el mundo, se encuentra impulsando una Reforma
Educativa de gran calado. El disefio de esta reforma establece como obligacion la
elaboracion de los planes y programas de estudio para la educacion obligatoria, para que
encuentre una dimension de concrecion pedagogica y curricular en las aulas. Es por ello, que
los contenidos de las asignaturas son importantes porque propician y orientan el desarrollo
de competencias, habilidades y destrezas.

En este sentido, el Nuevo Modelo Educativo (INEE, 2017) senala que existe evidencia
de que el anterior Modelo Educativo de la Educacion Media Superior (2013) no dio respuesta
a las necesidades presentes ni futuras de los jovenes. En este modelo, la enserianza era
dirigida de manera estricta por el profesor, era impersonal, homogénea y priorizaba la
acumulacion de conocimientos y no el logro de aprendizajes profundos; el conocimiento se
encontraba fragmentado por semestres académicos, clases, asignaturas y se priorizo la
memorizacion y la consecuente acumulacion de contenidos desconectados; el aprendizaje se
rigidé por un calendario estricto de actividades en las que se les decia a los alumnos,
rigurosamente, qué hacer y qué no hacer, y se incorporaron nuevas tecnologias a viejas
prdcticas. Todo ello, produjo conocimientos fragmentados con limitada aplicabilidad,
relevancia, pertinencia y vigencia en la vida cotidiana de los estudiantes, asi como amnesia

post-evaluacion en lugar de aprendizajes significativos y profundos.
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En el analisis del Nuevo Modelo Educativo 2017, se puede destacar que las
competencias disciplinares basicas de matematicas buscan propiciar el desarrollo de la
creatividad y el pensamiento 16gico y critico entre los estudiantes. Sefiala que un estudiante
que cuente con las competencias disciplinares de matematicas podra argumentar y estructurar
mejor sus ideas y razonamientos. Sin embargo, estas competencias reconocen que a la
solucioén de cada tipo de problema matematico corresponden diferentes conocimientos y
habilidades, y el despliegue de diferentes valores y actitudes. Por ello, los estudiantes deben
poder razonar matematicamente, y no simplemente responder ciertos tipos de problemas
mediante la repeticion de procedimientos establecidos. Esto implica el que puedan hacer las

aplicaciones de esta disciplina mas all4 del salon de clases.

Por ello, los planes y programas de estudio de referencia proponen fortalecer la organizacion
disciplinar del conocimiento, y al mismo tiempo, favorecer su integracion inter e intra
asignaturas y campos de conocimiento, a través de siete elementos organizadores.

Aprendizajes clave.
Aprendizaje esperado.
Componente de los ejes.
Contenido central.
Contenido especifico.

Eje del campo disciplinar.
Producto esperado.

Uno de los cambios fundamentales que se propone en este modelo consiste en enfatizar
el valor de uso del conocimiento matematico por parte del estudiante, es decir colocar a las
practicas sobre el objeto formal. En ese sentido, la propuesta curricular incorpora a la
algoritmia y la memorizacion como medios necesarios, pero no suficientes, para la
construccion de conocimiento matematico, lo cual contribuye al desarrollo de una manera
matematica de pensar entre el estudiantado.

El énfasis en el desarrollo de las competencias matematicas pretende favorecer que los
educandos tengan una aproximacion practica al campo disciplinar: digamos que a su
significacion mediante el uso (INEE, 2017).

Es por ello, que las matematicas son vistas como conjuntos de conceptos abstractos

(ntimero, variable, funcion, proporcion y semejanza, entre otros) que se articulan en redes
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con apoyo de los procedimientos validos (como la inferencia logica —la negacién, o los
principios— el principio del tercero excluido, entre otros). Estos razonamientos se aplican a
diversos clases o categorias de objetos, a saber, nimeros, figuras, estructuras y
transformaciones, y deben su origen a la necesidad de representar y tratar con situaciones que
provienen de la vida cotidiana como el tratamiento del riesgo y la aleatoriedad, el cambio, la
variacion y la prediccion, o los patrones, las formas y la simbolizacion, entre otras.

Por ejemplo, las relaciones que guardan algunas cantidades en la naturaleza deberan
representarse casi magicamente por medio de los elementos de las estructuras numéricas y el
algebra. El manejo de los elementos del dlgebra sigue las reglas bien definidas de los nimeros
que hacen de su manipulacion una tarea relativamente sencilla, creando con esto las bases
para la modelacién matematica de los fendmenos naturales y otras situaciones de la vida

cotidiana.

...en el ambito de la aritmética la construccion de nuevos objetos matematicos como
“la teoria de numeros” que en tanto relacion de equivalencia defnida en Z permite
establecer importantes relaciones entre las ecuaciones algebraicas y la
divisibilidad. En otras palabras la nocion de congruencia es emergente de un
cambio en el pensamiento matematico, mas alla de las nuevas técnicas y resultados
teoricos que también se logran crear y demostrar en este ambito de la Matematica,
transformandose en uno de los objetos esenciales en los que se basa el proceso de
algebrizacion de la Aritmética. Es indudable que esto justifca sin ambigiiedad la
necesidad de su incorporacion como otro de los elementos que ayudan a transitar,
al estudiante de bachillerato, el camino de la comprension de la ciencia que debe
aprender.

En este sentido, uno de los conceptos mas importantes en matematicas en el nivel
bachillerato, esta relacionado con la solucidon de ecuaciones ya que éste, “tal y como se define
actualmente en Matematicas es un objeto muy elaborado como consecuencia de numerosas
generalizaciones realizadas a través de una evolucion de mas de 2000 afios” (Ruiz, 1998). Es
de esta manera como la solucién de ecuaciones en numeros enteros estd estrechamente
ligadas a muchos problemas de la teoria de nimeros que pueden ser utilizados con éxito para
ampliar los conocimientos en matematicas de los alumnos del bachillerato (Guelfond, A. O.

,1979).
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A continuacidn, se presentan en la tabla 1.11 las asignaturas pertenecientes al campo

disciplinar de Matematicas y su temporalidad en el Nuevo Modelo Educativo (INEE, 2017).

Campo disciplinar de las matematicas Horas

(bachillerato General)

Matematicas I

Matematicas II

Matematicas II1

| | | W

Matematicas IV

Componente de formacion propedéutica extendida

Calculo integral

Probabilidad y estadistica I 3
Probabilidad y estadistica II 6

Tabla 1.11. Asignaturas pertenecientes al campo disciplinar de matematicas

El papel que desempefia la solucion de ecuaciones en los planes escolares del
bachillerato (INEE, 2017) es muy importante desde las matematicas mismas, la manera en
que dicho concepto es demandado en la constitucion conceptual de otros conceptos, procesos
o problemas matematicos. La fortaleza de la matematica como herramienta en la solucion de
problemas se sustenta en su capacidad para reconocer en realidades diversos elementos
comunes y transformarlos en conceptos y relaciones entre ellos, para elaborar modelos
generales que luego se aplican exitosamente a problemas diversos, e incluso, bastante
diferentes de aquellos que originaron el modelo.

Por ello, aprender a generalizar partiendo de lo particular es necesario para establecer
propiedades entre los objetos matemadticos que representan la realidad, y comprender el
alcance de estos asi como su uso en la solucion de los problemas. A continuacion, se presenta
el anélisis de la solucion de ecuaciones por su carécter articulador e integrador en los planes

escolares del NME (2018).
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1.8.1 MATEMATICAS 1. DEL PENSAMIENTO ARITMETICO AL LENGUAJE ALGEBRAICO

En este eje se profundizan y amplian los aspectos de nimero, variable y relacion proporcional
propios de la Educacién Bésica, para plantear al Algebra como un lenguaje que permite
generalizar y expresar simbolicamente a los nimeros y sus operaciones, y que posibilita, a
su vez, la modelaciéon de fendmenos y el planteamiento y resolucion de situaciones que
exigen del manejo formal de un lenguaje simbolico dotado de significados (INEE, 2017).

El Algebra es, a la vez, un objeto de estudio en si mismo y una forma de entender
procesos de simbolizacion en matematicas, ciencias y tecnologias: la fuerza del lenguaje
algebraico radica en su capacidad de generalizaciébn que se expresa en el poder de la
simbolizacion mediante variables y su manipulacion, asi la variable sirve para representar la
edad de Pedro, la temperatura del cuerpo, el tiempo transcurrido, la conversion de moneda
entre naciones, o la posicion del movil en una recta, pero también habla de manipulaciones
de la variable en la construccién de multiplos y submultiplos, su doble, su mitad, o a través
de los desplazamientos o traslados, o como un cambio de escala, entre otras.

De este modo el estudiante estaria en condiciones de reconocer la importancia de las
matematicas para su vida, pues las estaria movilizando mediante el uso de un lenguaje para
el reconocimiento de patrones, para arribar a su simbolizacion y la generalizaciéon que se
constituyen en los elementos basicos de la solucion de ecuaciones (en nuestro caso, en

nimeros enteros).

Eje Componentes Contenido central Aprendizajes esperados Productos esperados
*Del *Patrones, *La variable como numero | *Transitan del pensamiento Abordar situaciones en
pensamiento | simbolizacion y | generalizado, incognita y relacion | aritmético al lenguaje las que se distinga la
aritmético generalizacion: de  dependencia  funcional: | algebraico. ) yarlyablg como
. s . . o | *Desarrollan un lenguaje incognita, como
al lenguaje | elementos del | ¢cuadndoy por qué son diferentes?, . . , .
loebrai Aloebra bisi i teri d N algebraico, un sistema numero generalizado y
algebraico gebra basica. ¢qué  caracteriza a cada una? | Gipglico para la como relacién de
Ejemplos concretos y creacion de | generalizacién y la dependencia.
ejemplos. representacion. *Generalizar
*Expresan de forma coloquial y | comportamientos de
. . escrita fenomenos de su vida fendmenos y construir
*Tratamiento  algebraico  de P
3 cotidiana con base en patrones.
enunciados verbales | pricticas como: simplificar, *Representar y expresar
— “los problemas en palabras™: | sintetizar, expresar, verbalizar, simbolicamente
(como expreso matematicamente | relacionar magnitudes, enunciados verbales de
un problema?, ¢qué tipo de | generalizar patrones, actividades
representar mediante simbolos, | matematicas.

simbolizacion es pertinente para

S . comunicar ideas, entre otras.
pasar de la aritmética al algebra? ;

*Reconoce la existencia de las
variables y distinguen sus usos
sInterpretacion de las expresiones | como niimero general, como

algebraicas y de su evaluacién | incognitay como relacion
funcional.
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numérica. Operaciones | *Interpreta y expresan

algebraicas.  ;Por qué la | algebraicamente propiedades
simbolizacién algebraica es util en | de fenomenos de su entorno
cotidiano.

situaciones contextuales? ) .
*Evalua expresiones

algebraicas en diversos
contextos numericos.

Resolucion de ecuaciones lineales | Significa, graficay Interpretar la solucion

en contextos diversos: (qué algebraicamente, las soluciones | de un sistema de

caracteriza a la soluciéon? de una ecuacion. ecuaciones lineales,
analitica y
graficamente.

Sistemas de ecuaciones lineales
con dos variables, en estrecha
conexion con la funcién lineal:
(qué caracteriza al punto de
interseccion?, ;jsiempre existe
solucion?

*Ecuaciones cuadraticas en una
variable y su relacion con la
funcién cuadrética. Interpretacion
geométrica y algebraica de las
raices.

Tabla 1.12. Del pensamiento aritmético al lenguaje algebraico

De acuerdo con Fernandez, T. (2014), las ecuaciones diofanticas lineales, pueden
considerarse como el eslabon faltante entre aritmética y algebra. Como asi mismo, su estudio
nos deja ver el paso de la aritmética al algebra, como una continuidad, y en todo caso como
rupturas parciales, y no una gran grieta epistemologica, ya que en ellas es necesario el uso
del algebra en los momentos en que la aritmética resulta insuficiente, como herramienta de

prueba y de resolucion, como productora de conocimientos sobre lo numérico.
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Figura 1.12. Mapa conceptual de las expresiones algebraicas

1.9 ECUACIONES DIOFANTICAS

Las ecuaciones diofanticas deben su nombre al matematico griego Diofanto de Alejandria.
Pero historicamente estas ecuaciones tienen un origen anterior, veamos un poco del origen
de las mismas. Los matemadticos de la India se interesaron en encontrar soluciones enteras a
las diferentes ecuaciones, asi en el siglo VII a. C. se estudiaron las soluciones enteras a varias
ecuaciones diofanticas simultaneas.

La teoria de nimeros fue una de las disciplinas de estudio favoritas para los
matematicos helenos de Alejandria a partir del siglo III a. C.. Destaca entre todos los
matematicos de la época el ya mencionado Diofanto de Alejandria, quien escribid un tratado,

“Aritmética”, de 13 libros de los que se conservan 6 en la actualidad. Esta obra fue traducida
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por los arabes y traducida al latin en el siglo XVI. Desde entonces muchos han sido los
matematicos que han trabajado en estas ecuaciones como Lagrange, Euler, Gauss o Fermat.

Destaca en la resolucion de ecuaciones diofanticas el conocido Teorema de Fermat que

nos indica que la igualdad x™+y"=z" sélo tiene soluciones con X,y,z nimeros enteros si n es
menor que dos. Aunque este teorema fue conjeturado por Fermat en el siglo XVII no es hasta
el afio 1995 cuando es demostrado por el matematico britanico Andrew Wiles.

El interés de estudiar este tipo de ecuaciones en este trabajo recae en que la resolucion
de ecuaciones es un tema que se desarrolla desde secundaria y se consolida en bachillerato
desde los primeros niveles (matematica [ y II) y, que a su vez, permite el estudio de los
diversos conjuntos numéricos (naturales, enteros, racionales, iiracionales y reales). Sin
embargo, no hay un espacio especial dentro de los planes y programas de matematicas (INEE,
2017) para las ecuaciones diofanticas, que por lo general pueden ser catalogadas como
dificiles y laboriosas. Gracian (2013) sefiala que el interés que encierra la resolucion de una
ecuacion diofantica esta en relacion directa con la naturaleza de las incognitas. Por ejemplo,
si lo que se plantea en una ecuacion se hace referencia al volumen de un liquido no importara,
en principio, que la solucion incluya cantidades fraccionarias; pero si se trata, por ejemplo,
del ntimero de personas que pueden asistir a una reunion, esta claro que inicamente tendran

sentido las soluciones enteras, ya que creceria de sentido dividir a una persona en trozos.

1.9.1 ECUACIONES DIOFANTICAS LINEALES

El planeamiento anterior, es el motivo de este trabajo, el cual pretende revisar algunas
ecuaciones algebraicas y buscar sus soluciones en el campo de los nlimeros enteros y en
alguna de estas encontrar un patron para localizar estas soluciones. Estas ecuaciones, cuyas
soluciones encontramos en los niimeros enteros, son trabajadas desde miles de afios, su
precursor fue Dioanto de Alejandria, por lo que este tipo de ecuaciones, las cuales
estudiaremos, son llamadas Ecuaciones Diofanticas.

Consideremos el problema de resolver ax + by = ¢ en enteros. Aqui a, b, ¢ son dados
y se debe determinar x, y € Z. Las condiciones de existencia de soluciones y el método para

obtenerlas se basa en el algoritmo extendido de Euclides.
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Teorema
La ecuacion diofantica lineal ax + by = ¢ tiene soluciones x, y € Z siy s6lo si mcd (a, b)|c

Prueba: Sea d =mcd (a, b)

“==": Si existen x, y € Z tal que ¢ = ax + ay, entonces d|c pues d|a y d|b.

“& =": Si d|c entones ¢ = kd. Como podemos determinar, usando el algoritmo extendido de
Euclides, s, ¢ € Z tal que d = sa + tb, entonces ¢ = kd = (ks)a + (kt)b y una solucion de la

ecuacion diofantica lineal seria x = ks 'y y = kt.

Solucion general. La solucion general se establece al estilo de las ecuaciones diferenciales
y el algebra lineal: Primero se busca la solucion de la ecuacion homogénea ax + by =0y la

solucion general de la ecuacidn ax + by = ¢ se expresa usando esta solucion.

Teorema

Sea d = mcd (a, b). Las soluciones de la ecuacion diofantica lineal homogénea ax + by =0

son de la forma,

t cont € Z

[

a b . . y
Prueba: Claramente < Y  son enteros. Sustituyendo directamente “x” e “y”" se observa

que efectivamente son soluciones de la ecuacion homogenea para cualquier ¢ € Z.

€ .2 Ge_

Ahora hay que mostrar que cualquier otra solucion “x”, “y” € Z tiene esa forma. Sea a = kd

y b=k'd.

axtby=0 == ax = —by == kx = —k’y. Esto ultimo dice que k|(—k’y). Ahora como
mcd(k,k)=1,entonces por el corolario 2.5, k|(—y).

Portanto y=--t x==1 cont €Z

Qle

Teorema
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Sea d = mcd(a,b). Si la ecuacion diofantica lineal ax + by = ¢ tiene una solucioén
X =Xoo V= Voo

. b
Entonces la solucion general es  x = x, + -t y=yo-_t cont€ Z

a
da

Prueba: Sean x = x,, y =y,, solucion de ax + by = c. Tenemos,

Ecuaci6n homogenea

mtby=c . 1-1=(b/d)t = r=xp+(b/d)t
= lr-1) +bly- 1) =0 =

my+byp=c y-yp=(-0/d)t = y=y-(a/d)t

1.9.2 ALGORITMO DE EUCLIDES

El algoritmo de Euclides es un procedimiento para calcular el maximo comun divisor
(m.c.d.) de dos niimeros. Euclides fue un matematico griego que recopil6 varios datos en su
obra llamada Elementos. Esta obra es considerada como uno de los pilares de las
matematicas, y Euclides el padre de la Geometria.

En sus Elementos de Geometria, Euclides explica que el maximo comuin divisor de dos
numeros se puede encontrar dividiendo el nimero mayor por el nimero menor. Si la division
es exacta, el M.C.D. es el nimero menor. Si la divisidon no es exacta, entonces se toma el
residuo, y se divide tantas veces como haga falta para llegar a una division sin residuo. El
M.C.D. es el ultimo niimero por cudl se puede dividir.

Aunque la palabra algoritmo nos hace pensar en calculos complejos, en nuestro caso el

calculo es mucho mas sencillo. Solo hace falta seguir los siguientes pasos.
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Sean a, b € N tales que b < a.
Como calcular el mdaximo comun divisor de a y de b
Paso 1: Dividiendo a entre b obtenemos:
a=qbtr,, con  0=<r<b.
* Sir, = 0, entonces mcd (a, b) = med (b, 0) = b y hemos acabado.
* Sir, # 0, pasamos al Paso 2.

Paso 2: Dividimos b entre r] obtenemos:
b=q,r+r,, con O0=<r,<r,.

* Sir, = 0, entonces med (a, b) = med (b, r;) = med (r;, 0) = r, y hemos acabado.
* Sir, # 0, pasamos al Paso 3.
Paso 3: Dividimos 1, entre r, obtenemos:

r,=q;,tr;, con 0=<r;<r,.

* Sir; = 0, entonces mcd (a, b) = med (b, r;) = med (r,, r,) = med (1,, 0) =1,
y hemos acabado.

* Siry # 0, pasamos al Paso 4.

Los resultados de las sucesivas divisiones los podemos escribir entonces de la siguiente
forma:

Paso 1: a=qb+nr O<ri<b
Paso 2: b= qori + 19 O0<ro<m
Paso 3: r1 = q3ro + 13 0<ry3<ryg
Pason — 1: Tne3 = Qn_1"n—2 + Tn_1 0<r,1 <rp_s
Paso n: Tne9 = QnTn-1 + Tn 0<r, <rn_1

Paso 4: Este proceso continta hasta que lleguemos a una division con resto cero.
La sucesion de restos (ry)y>1 €s finita por ser estrictamente decreciente:

0<-- <13 <1, <ry.
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El u 1timo resto no nulo es entonces el maximo comun divisor buscado.

Supongamos que el ultimo resto nulo es r, = 0, entonces mcd (a, b) =1, ;.

1.9.2.1 ALGORITMO EXTENDIDO DE EUCLIDES

El algoritmo de Euclides no sélo sirve para encontrar el méximo comun divisor de dos
numeros, sino que también nos indica que el mcd se puede expresar como combinacion lineal
de los mismos. Ademas, el MCD es el menor entero positivo en que estos dos nimeros se
pueden usar como combinacion lineal. Lo que buscamos con el algoritmo extendido de
Euclides, son los coeficientes de esta combinacion lineal.

Esta propiedad resulta de gran utilidad, sobre todo al momento de resolver ecuaciones
Diofantinas (ecuaciones de la forma ax + by = ¢, donde todos son enteros y a, by ¢ son
constantes). Otra aplicacion util es que cuando a y b son primos relativos (por lo que ¢ = 1),
entonces x es el inverso multiplicativo de a modulo b. Por ejemplo, para 5x + 3y =1, una

solucion es 5(-1) + 3(2) = 1, y tenemos que 5(-1) =1 mod 3 y 3(2) =1 mod 5.

Para encontrar los valores de x e y, consideremos lo siguiente. Expresando el MCD como

combinacion lineal de las entradas, implica que ¢ = MCD:

MCD (a, b)=ax + by
También sabemos que:
MCD (a, b)=MCD (b, a mod b)
Si hacemos que a1 = a, b1 = b, a2 =b 'y b» = (a mod b) = a -bk, donde k es entero, entonces:
MCD(a1, b1) = MCD (a2, b>)
Reemplazando en la primera ecuacidén tenemos:

MCD (a1, br) = aix1 + by
MCD (a2, by) = axxz + bay»

MCD (an, bn) = an¥n + boyn
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Si hacemos MCD (a,b) = d, y suponiendo que tenemos dos iteraciones ademas de los valores
de x e y para la segunda (x2, 2):

MCD (a1, b)) = aix1 + bpyr1=d
MCD (a2, by) = axx2 + by, =d

Sabemos que ax =b1, b=a1-bik y k= Z—i, por lo que:

d=aix1 + biy
d = axx> + byr = bixz + (a1 - bik) y»

Uniendo las dos ecuaciones:
axi + biyr = bixa + (a1 - bik)y2 = a1y2 + bi(x2 - ky2)
Lo anterior se cumple si:

X1 =)

y y1=x2-kyz=xz—z—iyz

Con esto, podemos calcular los valores dexeyen base a lo anteriores. Ahora sdlo
necesitamos obtener cuales son los valores iniciales. Sabemos que en la Ultima

iteracion a, = d 'y b, = 0, entonces nos queda que:

MCD (an, bn) = AnXn + bnyn
d = dx, + Oy,
x,=1,y.,=0

Ejemplo. Calcular el maximo comun divisor de los nimeros 141 y 96. Encontrar nimeros

uy v tales que 141u + 96v= d. Hacer comprobaciones.

Solucion. Primero apliquemos el algoritmo de Euclides:

141 =96 * 1 + 45;

96 =45 *2+6;
45=6%7+3;
6=3%2 +0.
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De aqui concluimos que d = 3. Comprobamos que 3 es un divisor comun de 141 y 96:

141=3 * 47, 96 =3 *32.

Ahora calculemos u y v. Vamos a representar cada uno de los residuos del algoritmo de
Euclides como una combinacion lineal entera de 141 y 96. Empezamos con 141 y 96:

141 =141"*1+ 96 * 0;
96 =141 *0+96 *1.

Luego usamos las igualdades del algoritmo de Euclides para expresar cada residuo a través
de dos anteriores y representarlo como una combinaci on lineal entera de 141 y 96:

45=141- 96=(141 *1+96 *0) — (141* 0+ 96 *1) =141 * 1 + 96 * (-1);
6=96-45*2=(141*0+96*1)— (141 * 1 +96 *(-1)) *2 =141 * (-2) + 96 * 3;
3=45-6*T7=(141*1+96 * (-1)— (141 *(-2) + 96 *3) * 7T=141 * 15+ 96 * (-22);
Hemos encontrado u y v:

u=15, v=-22.

Comprobemos que 141u + 96v =d:

141 * 15+96 * (—22)=2115- 2112 =3.
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CAPITULO II. MARCO TEORICO

2.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La matematica es una de las herramientas mentales mas influyentes para ser utilizada en la
vida de un hombre durante siglos (Skemp, 1985). Los estudiantes necesitan adquirir
conocimientos y habilidades matematicas para competir y sobrevivir en la vida. Estas
habilidades incluyen razonamiento ldgico, habilidades para resolver problemas y la
capacidad de pensar de manera abstracta (INEE, 2017).

El desafio en la educacion de hoy es ensefiar a los estudiantes de manera efectiva
habilidades diversas y diferentes ritmos de aprendizaje para que puedan aprender conceptos
matematicos con comprension y desarrollar motivacion positiva e interés hacia el aprendizaje
de las matematicas.

Los resultados de algunos estudios internacionales sugieren un dominio incompleto y
deficiente de los conceptos relacionados, asi como la incapacidad de aplicar el conocimiento
previo relevante entre los estudiantes (Lim, 2010; Siti Aishah, 2010; Nadirah, Yusof, Siti
Fatimah, Rahimah y Ezrinda, 2012), también se han reportado hallazgos similares en otros
paises; Finlandia, Suecia y Sudafrica (Tossavainen, Attorps y Viisénen, 2011; Viirman,
Attotps y Tossavainen, 2011) que sugieren que los estudiantes tienen dificultades similares
para comprender por ejemplo el concepto estructural de ecuacion, igualdad y funcion.

En México se insta a los maestros a que incorporen varios enfoques de ensefianza en
su ensefianza y aprendizaje, sin embargo, los informes de estudios locales (Rojano y Solares,
2017) han demostrado que la exposicion y el ejercicio siguen siendo el enfoque de ensefianza
mas comun adoptado por los maestros de matematicas.

Los resultados de algunas investigaciones (Rojano y Solares, 2017) sobre el impacto
de las reformas educativas en las clases de matematicas en el bachillerato en México sefialan
que con frecuencia los profesores siguen utilizando, en mayor o menor medida, los enfoques
anteriores a éstas.

Se adaptan los nuevos recursos utilizando estrategias previas aun cuando los
aprendizajes de las matematicas en sus estudiantes sigan siendo deficientes (de acuerdo a la

prueba PISA 2015, México agrupa solo a 3% de sus estudiantes en los niveles altos, a 40%
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en los niveles intermedios (niveles 2 y 3), y a 57% en los niveles inferiores (nivel 1 y Debajo
del nivel 1).

Al respecto, se destaca la relacion que existe de las acciones en el aula “con creencias
y convicciones y no solo con destrezas didacticas”, y se sefiala que “modificar las
concepciones y el nicleo de las creencias resulta mucho mas complejo (Avila, 2009, p.350).
Sin embargo, las investigaciones reportan que las “estrategias de los maestros han tendido a
establecer equilibrios entre las practicas propias y algunos de los planteamientos de la
propuesta curricular” (Block et al, 2007, p.286), ademas puntualizan que el conflicto parece
ser un elemento clave para generar los cambios en las practicas. Pero no identificaron qué
detona la decision de cambiar dichas précticas.

Lo anterior coincide con nuestras observaciones en clases de matematicas durante mas
de una década. Esto es, los maestros, en su mayoria, a pesar de transitar por diferentes
reformas y contar con diversos recursos (tanto digitales como nuevos libros de texto) han
modificado poco sus précticas (Trigueros, Lozano y Sandoval, 2014).

Un estudio dirigido por el Instituto Nacional de Evaluacion de la Educacion (INEE,
2017) en el informe de la Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmico
(OCDE, 2015) descubri6 que la mitad de las lecciones en el aula se concentraron en lograr
una comprension superficial del contenido, en lugar de adquirir habilidades matematicas.

Los informes de investigaciones internacionales como Jamaliah (2001), Ruzlan (2007)
y Lim y Hwa (2011), con veinte afios de diferencia, muestran que los maestros atin obligan
a los estudiantes a seguir algoritmos rigidamente sin dar tiempo para que los estudiantes
exploren, experimenten y comprendan conceptos. Es por ello que, los estudiantes a menudo
aceptan pasivamente doctrinas y técnicas sin ningun esfuerzo por explorar las propiedades y
relaciones entre nimeros y operaciones.

Finalmente, los planes y programas de matematicas del bachillerato general en México
tienen una perspectiva de aprendizaje orientada en la exploracion y co-construccion del
entendimiento matematico. Sin embargo, estan sobrecargados con una larga lista de subtemas
que presentan una perspectiva de educacion en matematicas basada en la repeticion de
conocimiento preestablecido.

Tales subtemas reducen y fragmentan la complejidad y las conexiones de los conceptos

matematicos clave. Por otro lado, otras ramas de las matematicas, como la teoria de niumeros
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y la teoria de grafos, son ignoradas por los programas de estudio a pesar de su utilidad,
importancia matematica y potencial pedagogico en la ensefianza de otros temas, como la
aritmética, la combinatoria y la probabilidad.

En ese sentido, de potenciar la ensefianza de otros temas de matematicas el presente
trabajo de investigacion pretende contribuir en la colaboracidon entre investigadores y
profesores, analizando el surgimiento del cambio en las practicas de ensefianza de las
matematicas en el bachillerato en México y en el desarrollo de nuevas practicas en el aula a
partir de la teoria de la variacion. En particular, en la resolucion de las ecuaciones de primer
grado con dos incdgnitas en nimeros enteros que no solo tienen interés teorico, sino que este
tipo de ecuaciones a veces se presentan en otras asignaturas como la fisica y que, ademas,
pueden ser utilizadas con éxito para ampliar los conocimientos en matematicas de los

estudiantes del bachillerato.

2.2 JUSTIFICACION

La ensenanza con variacidon es una estrategia exitosa en paises asaticos (Li, Peng & Song,
2011, Lai & Murray, 2012, Huang & Li, 2017), y aunque es muy usada y conocida en China,
hay pocos indicios de su practica en occidente (Sun, 2011b), particularmente en América
Latina y México son pocos los trabajos que se conocen al respecto (Ascencio G. R., & Eccius-
Wellmann, C., 2019, Ramirez, L. 2018).

En este trabajo de tesis se han revisado la mayoria de los trabajos recientes del uso de
la ensefanza con variacion, diferentes a los presentados en los paises asidticos
(Kullberg, A., Runesson Kempe, U., & Marton, F. 2017, Metz, M., Preciado Babb, A. P.,
Sabbaghan, S., & Davis, B. 2017) para dar mayor soporte empirico a la exploracion de la
viabilidad de su aplicacion en nuestro contexto. Es decir, en el bachillerato general en
Meéxico.

De acuerdo a Mhlolo (2013) la ensefianza con variacion presenta un gran potencial de
enseflar matematicas creando oportunidades para los alumnos al desarrollar una comprension
profunda de las matematicas, posiblemente al ser modificada y adaptada en el salon de clases

cuyo objetivo es ensefiar para la comprension conceptual.
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Al indagar en los resultados nacionales de la prueba Planea (Plan Nacional para la
Evaluacion de los Aprendizajes, 2017) en matematicas nivel bachillerato, podemos destacar

lo siguiente:

En Matemadaticas, 6 de cada 10 estudiantes se ubica en el nivel I (66 %), casi 2 de
cada 10 se ubican en el nivel Il (23%), en el nivel 111, solo 8 de cada 100 estudiantes
(8%), en el nivel 1V, casi 3 estudiantes de cada 100 (2.5%)” (p.7/41).
En otras palabras, el 89% de los estudiantes de bachillerato que presentaron la prueba
Planea estan clasificados en los niveles I y II.
Para comprender mas a profundidad, enseguida se presentan los niveles de logro de la

prueba PLANEA en el area de Matematicas (p. 7/41):

e Nivel IV. Dominan las reglas para transformar y operar con el lenguaje matematico (por
ejemplo, las leyes de los signos); expresan en lenguaje matematico las relaciones que existen
entre dos variables de una situacion o fendémeno; y determinan algunas de sus caracteristicas

(por ejemplo, deducen la ecuacion de la linea recta a partir de su grafica).

e Nivel III. Emplean el lenguaje matematico para resolver problemas que requieren del calculo

de valores desconocidos, y para analizar situaciones de proporcionalidad.

e Nivel II. Expresan en lenguaje matematico situaciones donde se desconoce un valor o las
relaciones de proporcionalidad entre dos variables, y resuelven problemas que implican

proporciones entre cantidades (por ejemplo, el calculo de porcentajes).

e Nivel I. Tienen dificultades para realizar operaciones con fracciones y operaciones que
combinen incognitas o variables (representadas con letras), asi como para establecer y

analizar relaciones entre dos variables.

La mayoria de los estudiantes mexicanos de bachillerato evaluados en la prueba Planea
(2017), caen en el nivel I y II, y solo el 8% cae en el nivel III, nivel en el que se puede
considerar que queda ubicado la resolucion de problemas que requieren el uso de ecuaciones.

Esta tesis se ubica precisamente, con parte de la poblacion que problamente no quedaria
ubicada en el Nivel III, y entorno de la resolucion de problemas que involucran ecuaciones

de primer grado con dos incognitas.
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En otras palabras, la resolucion de problemas con ecuaciones de primer grado con dos
incognitas es parte de la asignatura de matematicas del primer aflo de bachillerato general
(matematicas [ y II) y la investigacion (estudio exploratorio) que se lleva a cabo en esta tesis,
esta poblacion y esta asignatura es la de interés.

En ese sentido, al ser la ensefianza con variacion un perspectiva didéctica de las
matematicas efectiva para la compresion de los conceptos matematicos y resolucion de
problemas (Li et al., 2011) , y después de revisar los resultados de los estudiantes mexicanos
en las pruebas PISA (2015) y Planea (2017), y la necesidad de ubicar a la poblacion en estudio
en el nivel I1I de la prueba Planea, se justifica entonces la iniciativa de explorar otras formas
de ensenanza de las matematicas, en particular la ensefianza con variacion en un contexto
mexicano.

Esto se hard en esta tesis a través del estudio, disefio e implementacion de un conjunto
de tareas de aprendizaje que pueden ser modelizadas por una ecuacion diofantica lineal
(EDL) del tipo ax + by = ¢ con @, b y c pertenecientes a Z, incluso buscando que los
estudiantes puedan experimentar el "hacer matematica" inclusive incorporando TIC
(Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion).

De acuerdo con Fernandez, T. (2014, p.19), las ecuaciones diofanticas lineales, pueden
considerarse como el eslabon faltante entre aritmética y algebra. Como asi mismo, su estudio
nos deja ver el paso de la aritmética al algebra, como una continuidad, y en todo caso como
rupturas parciales, y no una gran grieta epistemologica, ya que en ellas es necesario el uso
del algebra en los momentos en que la aritmética resulta insuficiente, como herramienta de
prueba y de resolucion, como productora de conocimientos sobre lo numérico.

En ese sentido, Guelfond A.O. (1979), tambien sefiala que la solucion de ecuaciones
en numeros enteros tiene no solamente interés tedrico. Pues ecuaciones de este tipo a veces
se dan en la fisica; el interés que presentan las ecuaciones de numeros enteros es lo suficiente
alto, puesto que estas ecuaciones estan estrechamente ligadas a muchos problemas de la
teoria de los numeros. Ademads, pueden ser utilizadas con éxito para ampliar los
conocimientos en matematicas de los alumnos de escuelas medias (p.8).

Finalmente, entre los resultados importantes que se esperan obtener en este trabajo de
tesis figura la relacion entre los objetos de aprendizaje previsto y vivido que son inherentes

a las tareas.
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2.3 OBJETIVOS

Aplicar la teoria de la variacion al diseno y aplicacion de tareas de aprendizaje para
la ensefianza de las ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas y coeficientes
enteros en ambientes hibridos.

Promover la focalizacion de los aspectos y caracteristicas criticas de las ecuaciones
dioféanticas lineales con dos incognitas y coeficientes enteros, a partir de los patrones
de variacion (constaste, generalizacion y fusion), para que los estudiantes logren
discernir el objeto de aprendizaje.

Analizar en qué medida el objeto de aprendizaje (vivido) asociado con cada fase esta
relacionado con el objeto de aprendizaje previsto.

Analizar las respuestas de los alumnos en la resolucion de las ecuaciones ecuaciones
diofanticas lineales en nimeros enteros, que muestran su nivel estructural alcanzado
de acuerdo a los niveles de la taxonomia SOLO?

2.4 PREGUNTAS DE INVESTIGACION

El estudio es guiado por las siguientes preguntas de investigacion:

(Como se aplica la teoria de la variacion en el disefio e implementacion de tareas de
aprendizaje para la ensefianza de las ecuaciones diofanticas lineales con dos
incognitas y coeficientes enteros en ambientes hibridos?

(Como promover la focalizacion de los aspectos y caracteristicas criticas de las
ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas y coeficientes enteros, a partir de
los patrones de variacion (constaste, generalizacion y fusion), para que los estudiantes
logren darle significado al objeto de aprendizaje?

(En qué medida el objeto de aprendizaje (vivido) asociado con cada unidad de
discernimiento est4 relacionado con el objeto de aprendizaje previsto?

(Como clasificar las respuestas de los estudiantes en la resolucion de ecuaciones

diofanticas lineales con dos incognitas en nlimeros enteros, que muestren su nivel
estructural alcanzado de acuerdo a los niveles de la taxonomia SOLO?
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2.5 MARCO TEORICO-METODOLOGICO

2.5.1 TEORIA DE LA VARIACION DEL APRENDIZAJE

La teoria de la variacion del aprendizaje (TVA) postula que "el aprendizaje siempre tiene un
objeto" (Runesson 2005, p. 70). En esta teoria, las formas de ver o experimentar un objeto en
particular, como un objeto de aprendizaje, se consideran fundamentales para su aprendizaje
(por ejemplo, Ling y Marton 2012).

A su vez, la forma en que se ve o experimenta el objeto estd determinada por los
aspectos criticos del objeto de aprendizaje que el alumno discierne de manera simultanea y
como se relacionan entre si (Marton y Booth, 1997).

El "objeto de aprendizaje" es un término especial en la teoria de la variacion y no
significa lo mismo que "objetivos de aprendizaje", que apuntan al final del proceso de
aprendizaje. En cambio, el objeto de aprendizaje apunta al comienzo del proceso de
aprendizaje y generalmente se refiere al foco de una situacion de ensefanza, aquello a lo que
se dirige el aprendizaje, es decir, "lo que se va a aprender" (Ling, 2012).

En relacion con los mecanismos cognitivos del aprendizaje, la teoria de la variacion se
basa en la premisa de que los temas a analizar pueden ser discernidos o experimentados por
un alumno o un grupo de alumnos de varias maneras, dependiendo de los aspectos criticos
del objeto a los que se dirige la a tencion.

Ling y Marton (2012) sefialan que un objeto de aprendizaje, una unidad del temario,
puede tener muchos aspectos, y no todos son cruciales; los alumnos pueden no aprender lo
que se espera que aprendan porque dirigen su atencion a aspectos no cruciales o criticos.

En relacion con el disefio de tareas, la teoria de la variacion se usa con frecuencia como
una guia para construir secuencias de elementos que resaltan un aspecto critico (variante) de
un objeto de aprendizaje pretendido mediante la variacion de sus caracteristicas criticas o
esenciales (por ejemplo, Gu et al. 2004; Lai y Murray 2012; Sun 2011; Watson y Mason
2006).

En nuestro estudio, la teoria de la variacion se aplica en el estudio, disefio e
implementacion de tareas de aprendizaje que requieren agrupar aspectos criticos del objeto
de aprendizaje (resolucion de ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas) variando las

caracteristicas criticas (Gu, 1999).
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Con respecto a la relacion Profesor-alumno, la teoria de la variacion abarca tres tipos
de objetos de aprendizaje (Marton y Booth 1997; Runesson 2005). Un objeto de aprendizaje
previsto que denota las capacidades que el profesor quiere que los alumnos desarrollen. Un
objeto de aprendizaje en accion que constituye la interaccion entre los alumnos y el profesor
o entre los alumnos y ellos mismos, y denota lo que es posible aprender en una situacion
particular.

En otras palabras, un objeto de aprendizaje en accién denota un conjunto de
experiencias que ofrece la interaccion. Finalmente, un objeto de aprendizaje vivido que
denota lo que realmente se aprende desde el punto de vista de un estudiante. Los objetos de
aprendizaje previstos, promulgados y vividos pueden o no coincidir.

El objeto de aprendizaje previsto puede identificarse de manera bastante directa.
Analizarlo en accidn requiere identificar todas las posibilidades que materialmente ofrece un
objeto para desarrollar cierta capacidad como inherente a la situacion de aprendizaje.

En relacion con el disefio de la tarea, revelarlo significa que el profesor que disefia una
tarea debe evaluar criticamente, con base a las observaciones de la leccion, qué espacio de
variaciones ofrece la tarea a los alumnos para experimentar y en qué medida su experiencia
es beneficiosa para construir el objeto de aprendizaje previsto (Marton y Booth 1997,
Runesson 2005).

Marton y Pang (2006) sugieren que el objeto de aprendizaje vivido se puede identificar
con base a las respuestas de los alumnos a las preguntas escritas y orales que se dan después
de la leccion. Sin embargo, Runesson (2005) sefiala que el objeto de aprendizaje vivido es
metodolégicamente dificil de revelar. Nuestro estudio, asi como algunos otros estudios que
utilizan la teoria de la variacion (por ejemplo, Ling y Marton 2012; Watson y Mason 2006),

se enfoca en los 3 objetos de aprendizaje.

2.5.2 TEORIA DE LA VARIACION COMO PRINCIPIO DE DISENO INSTRUCCIONAL

El punto de partida de la teoria de la variacion se refiere a los medios con los que podemos
ayudar a los estudiantes a manejar situaciones novedosas de manera poderosa (Marton y Pang
2006). Originada en la tradicion de la fenomenografia, la teoria de la variacion plantea que

el aprendizaje implica ver o experimentar aspectos criticos de un objeto de aprendizaje
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(Marton y Booth 1997; Marton 2015). El objeto de aprendizaje proporciona respuestas a la
pregunta ";Qué se debe aprender?" De tres maneras: define (1) el contenido, (2) el objetivo
educativo y (3) lo que debe aprenderse (aspectos criticos). El objeto de aprendizaje puede ser
diferente para diferentes alumnos.

El aprendizaje, desde el punto de vista de la teoria de la variacion, implica
diferenciacion en lugar de acumulacion (cf. Gibson y Gibson, 1955). Por lo tanto, la teoria
de la variacion explica las condiciones del aprendizaje y explica las fallas de aprendizaje de
una manera especifica: cuando los alumnos no aprenden lo que se pretendia, no han
discernido los aspectos necesarios.

Por lo tanto, la idea central de la teoria de la variacion es que el discernimiento es una
condicioén necesaria del aprendizaje: qué aspectos atendemos o discernimos que son de
importancia decisiva para la forma en que entendemos o experimentamos el objeto de
aprendizaje. Sin embargo, el discernimiento no puede suceder sin que el alumno haya
experimentado variaciones. Para discernir y enfocarse en aspectos (o dimensiones de
variacion), el alumno debe haber experimentado variacion en esos aspectos.

Por ejemplo, es mas probable que los estudiantes en una clase de fisica (nueva
situacion) identifiquen que las letras en la ley de Ohm V =R X [ representan variables si han
experimentado expresiones algebraicas con letras que no sean solo “x” representando
variables en matematicas.

Si han experimentado ecuaciones con letras que no sean solo “x”, es mas probable que
disciernan que la letra puede elegirse arbitrariamente (cf. Haggstrom 2008). Entonces, para
que el aspecto (critico) sea posible de discernir, el maestro debe abrir el aspecto como una
dimension de variacion (“x” podria ser reemplazado por otras letras / simbolos). Mason y
Watson (2006) y Mason (2017) argumentan de manera similar: la variacién puede estructurar
la toma de sentido al llamar la atencion sobre los aspectos criticos al ensefiar matematicas.

Uno de los principios mas especificos de la teoria de la variacion es ver que las
diferencias preceden a la igualdad (Marton y Pang 2006, 2013). Marton y Pang (2013)
afirman que cuando se ayuda a los alumnos a hacer que una nocién tenga un significado
propio, como cuando se ayuda a los estudiantes a comprender un nuevo concepto, con
frecuencia sefialamos ejemplos que comparten el significado dirigido pero difieren de otra

manera, por ejemplo, sefialando ejemplos de ecuaciones lineales y declarando: "Esta es una
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ecuacion lineal y esta no es una ecuacion lineal". Marton y Pang (2013) argumentan en
contra de esta vision de desarrollar nuevos significados a partir de la experiencia de la

igualdad, ya que la teoria de la variacion afirma lo contrario:

No puedes entender qué es el chino simplemente escuchando a diferentes personas
que hablan chino si nunca has escuchado otro idioma, y no puedes entender qué es
la virtud al inspeccionar diferentes ejemplos del mismo grado de virtud. Tampoco
puedes entender qué es una ecuacion lineal mirando solo las ecuaciones lineales.

(pag. 25)

Desde un punto de vista pedagdgico / instructivo, seguir este principio de la
experiencia de la diferencia antes de la igualdad tiene ciertas implicaciones. Por ejemplo,
para comprender el concepto de una funcion lineal y = mx + b es necesario saber como
difiere de las funciones no lineales. De lo contrario, es simplemente un sindénimo de
"funcion".

Del mismo modo, un tridngulo debe compararse con un circulo o cualquier otra forma
para tener un significado propio. En la teoria de la variacion, la comparacion de dos
conceptos implica un patron particular de variacion llamado "contraste". Se podria
argumentar que esto es similar a los contraejemplos, que a menudo se usan en matematicas
para justificar conjeturas y generalizaciones.

En los disefios de lecciones basados en la teoria de la variacion, el contraste (que podria
ser un contragjemplo) se usa con un objetivo especifico: ayudar a los alumnos a adquirir
nuevos significados abriendo dimensiones apropiadas de variacion (ver Marton y Pang 2013;
Marton 2015).

El contraste tiene que ser seguido por la generalizacion. Para generalizar la idea de una
funcion, por ejemplo, uno debe experimentar la similitud, ciertos aspectos definitorios, de
diferentes funciones. Por lo tanto, para ver no solo una instancia de la funcién como una
funcién, debe ver el mismo conjunto de aspectos dentro de las diferentes funciones y la
relacion parte-todo entre esos aspectos, como una comunalidad entre las diversas instancias
que encuentre.

De esta forma, los aspectos criticos se separan de la instancia particular y se puede
hacer una generalizacion. En lo que respecta a este patron de variacion, el aspecto critico se

hace variar mientras que otros aspectos no varian.
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Entonces, por ejemplo, si el aspecto 'pendiente’ se abre como una dimension de
variacion, es posible experimentar que una funcion lineal podria tener diferentes pendientes
variando el valor m (diferentes valores positivos / negativos) y manteniendo el valor b
invariante.

Sin embargo, comprender el objeto de aprendizaje implica comprender el objeto como
un todo y, por lo tanto, implica un discernimiento simultaneo de los aspectos criticos y su
relacion. Cuando las dimensiones de variacion correspondientes a varios aspectos criticos se
abren simultdneamente, puede tener lugar la fusion.

Marton (2015), sugiere un prototipo de como secuenciar patrones de variacion e
invariancia para lograr el aprendizaje, de la siguiente manera: comenzando con el objeto de
aprendizaje no dividido, generalmente un problema a resolver con el objetivo de familiarizar
a los estudiantes con la situacion o qué debe ser dominado, seguido de contraste,
generalizacion y finalmente fusion (p. 263).

Entonces, todo esto se reduce a una conjetura que sugiere que los patrones de variacion
e invariancia y como se secuencian, que son inherentes a las tareas, ejemplos, ilustraciones
e interacciones entre maestros y alumnos, son de importancia decisiva para lo que se hace
posible aprender.

Cuando estos principios se utilizan para el disefio de instruccion, muchas de las ideas
sobre la ensefianza que los docentes dan por sentadas se cuestionan, como por ejemplo,
"ensefiar una cosa a la vez" (Zhang 2009), "nunca hacer uso de respuestas incorrectas",
“hacer un contraste" (Ekdahl y Runesson 2015) o "siempre comenzando con la similitud en
lugar de las diferencias" (Marton y Pang 2013).

Cuando se guia por la teoria de la variacion en la planificacion del aprendizaje, el
maestro debe ser consciente no solo de los aspectos criticos, sino también de como abrirlos
como dimensiones de variacion y determinar qué caracteristicas (valores, no necesariamente
numericos) en esas dimensiones serian criticos.

Sin embargo, ademas de ofrecer patrones de variacion en conjuntos de ejemplos,
también es importante que la ensefianza llame la atencion sobre esos patrones (Kullberg et
al. 2014). Los estudiantes también pueden abrir dimensiones de variacion cuando trabajan
individualmente (Runesson 2006), o en discusiones grupales o de toda la clase (Kullberg

2012).
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Al analizar como se maneja el objeto de aprendizaje durante la ensefianza, los objetos
de aprendizaje 'previsto', 'en accion' y 'vivido' se usan para diferenciar entre la meta particular
y la intencién del maestro con respecto a lo que los estudiantes deben aprender (objeto
previsto de aprendizaje), lo que se hace posible aprender en la leccion (el objeto de
aprendizaje en accidon) y lo que los alumnos realmente aprenden (objeto de aprendizaje
vivido). Incluso si el maestro planea poner en acciéon un objeto de aprendizaje de cierta
manera, esto puede ser diferente de lo que realmente es posible que los alumnos detecten en

el aula.

2.5.3 VARIACION Y EJEMPLIFICACION

Varios estudiosos (por ejemplo, Dienes 1960; Gentner 2005; Rittle-Johnson y Star 2009;
Schwartz y Bransford 1998) han argumentado los beneficios de usar multiples ejemplos en
lugar de solo un ejemplo en educacion matematica, con respecto al aprendizaje de los
estudiantes.

Se ha encontrado que dos ejemplos son mejores que uno, y que dos ejemplos
presentados juntos son mejores que dos ejemplos presentados por separado (Rittle-Johnson
y Star 2009, p. 529). La variabilidad de los ejemplos comparados es importante para que
varios ejemplos sean efectivos (Rittle-Johnson y Star 2009). Una pregunta importante a
considerar en relacion con estos hallazgos es "Cuando se comparan dos ejemplos, ;qué
aspectos de los ejemplos deberian variar y qué aspectos deberian permanecer iguales?"
(Ibid., P. 530).

Por otra parte, el uso de ejemplos mixtos (ejemplos de diferentes tipos) facilita el
aprendizaje de los estudiantes mas que el uso de multiples ejemplos del mismo tipo (Hatala
et al. 2003; Kornell y Bjork 2008; Rohrer y Pashler 2010; Schmidt y Bjork 1992; Taylor y
Rohrer 2010).

Cuando se mezclan diferentes tipos de tareas o ejemplos, los alumnos se ven obligados
a distinguir entre ellos y, por lo tanto, a mejorar la comprension de tareas y ejemplos
novedosos. Otros estudios han demostrado que el conocimiento previo de los estudiantes
afecta el aprendizaje al comparar multiples ejemplos (Rittle-Johnson et al. 2009), y cuando

se usa una combinacion de ejemplos correctos e incorrectos en ejemplos trabajados (Grof3e
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y Renkl 2007). Se ha argumentado que las diferencias en los ejemplos utilizados que son
demasiado dificiles de discernir pueden ser menos beneficiosas para el aprendizaje de los
estudiantes (Gentner y Markman 1994).

Watson y Mason (2006) argumentan que un ejercicio matematico, por ejemplo, una
coleccion de preguntas o tareas, debe verse como un solo objeto (matematico), de la siguiente
manera: la tarea como un todo (o colecciéon de preguntas), que es enfocado por los
estudiantes y el maestro durante una leccion, y sobre el cual el alumno actia de manera
inteligente y matemadtica, al observar, analizar, explorar, cuestiona, transformar, etc.

Watson y Mason sugieren que es la estructura del ejercicio en su conjunto, no los
elementos individuales, que promueven la creacion de sentido matematico comun (p. 97).
Argumentan que "las tareas que presentan cuidadosamente una variacién estructurada
generalmente tienen como resultado un mejor progreso de una manera que los conjuntos no
estructurados no lo hacen" (p. 92), y que la variacion sabiamente planificada, por ejemplo
en una tarea o conjunto de ejemplos, puede hacer que los aspectos criticos sean mas notables
para el alumno.

Es decir, "la construccion de tareas que utilizan la variacion y el cambio de manera
Optima es un proyecto de disefio en el que la reflexion sobre la respuesta del alumno
conducen a un mayor refinamiento y precision de la eleccion y secuencia de los ejemplos"
(p. 100).

Watson y Mason (2006, p. 109) sugieren que las secuencias de tareas cuidadosamente
disefiadas con variacion sistematica pueden permitir a los estudiantes discernir similitudes y
diferencias.

El uso de la variacion sistematica en las tareas para la ensefianza de las matematicas
con respecto al aprendizaje de los estudiantes se ha estudiado dentro de un marco de teoria
de la variacion (por ejemplo, Al-Murani 2007; Goldenberg y Mason 2008; Gu et al. 2004;
Guo et al. 2012; Huang et al.2016; Pillay 2013; Rowland 2008; Watson y Chick 2011). Los
resultados de estos estudios indican que la teoria de la variacion como principio de disefio
puede hacer que aspectos criticos del objeto de aprendizaje sean notables para el alumno vy,

por lo tanto, mejorar el aprendizaje.
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2.5.4 DISCERNIENDO CONCEPTOS MATEMATICOS A TRAVES DE LA TRANSFORMACION
DE SUS REPRESENTACIONES

Discernir los aspectos y las caracteristicas criticas de la resolucion de ecuaciones diofanticas
lineales con dos incdgnitas en nlimeros enteros, es el objeto de aprendizaje en este trabajo de
tesis. La eleccion de este objeto de aprendizaje se basé en la literatura que destaca la
importancia de involucrar a los alumnos en experiencias que requieren la conexion de
diferentes representaciones de conceptos matematicos como un umbral para el aprendizaje
(por ejemplo, Goldin 1998; NCTM 2000; Duval 2006; Askew et 1997; Swan 2007, 2011).

Segtin Duval (2006), la explicacion mas general y precisa de lo que significa la nocion
de representacion es "algo que significa otra cosa" (p. 103), donde en contextos matematicos
"algo" es a menudo un signo o una configuracion particular de signos y "algo mas" es otro
cambio o configuracion de signos.

Duval (20006), sostiene que la transformacion de las representaciones constituye una
esencia de cualquier actividad matemadtica y distingue dos tipos de transformaciones:
tratamientos y conversiones. En sus palabras,

Los tratamientos ... son transformaciones de las representaciones que
ocurren dentro del mismo registro: por ejemplo, realizar un calculo
mientras se mantiene estrictamente en el mismo sistema de notacion para
representar los numeros, resolver una ecuacion o un sistema de ecuaciones,
completar una figura utilizando criterios de percepcion de conectividad o
simetria, etc. (p. 111).

Las conversiones ... son transformaciones de las representaciones que
consisten en cambiar un registro sin cambiar el objeto que se denota: por
ejemplo, pasar de la notacion algebraica de wuna ecuacion a su
representacion grdafica, pasar del enunciado en lenguaje natural de una
relacion a su notacion utilizando letras etc. (p. 112).

Duval (2006) sostiene que la conversion es un tipo de transformacion mas compleja
desde el punto de vista cognitivo que el tratamiento. Esto se debe a que cambiar un registro
incluye el reconocimiento del mismo objeto representado entre dos representaciones que
pueden tener un aspecto muy diferente. En términos de la teoria de la variacion, se podria
decir que las conversiones requieren discernir un aspecto invariable, que es el mismo objeto

matematico (por ejemplo, la variacion de la altura de un cilindro, inscrito en un cono), cuando

otro aspecto, que es el registro de la representacion, es variado.
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En el disefio de las tareas de aprendizaje propuestas en este trabajo se tuvieron en
cuenta ambos tipos de transformaciones, pero desde el inicio consideramos que las
conversiones eran mas compatibles con nuestros objetivos; especificamente, una de las
consideraciones involucradas en el disefio de nuestras tareas fue crear varias oportunidades
para que los alumnos participantes reconocieran los mismos objetos matematicos, por

ejemplo, una ecuacion de primer grado, que se describe mediante diferentes representaciones.

2.5.5 ORDENANDO TAREAS DESDE LA PERSPECTIVA CONEXIONISTA

El potencial de las tareas de elementos relacionados con conceptos de la teoria de ntimeros,
algebra y geometria analitica como una herramienta til de ensefanza / aprendizaje puede
considerarse también desde la perspectiva conexionista ofrecida por Askew et al. (1997).

Esta perspectiva argumenta a favor de la enseflanza, que se basa (entre otras
consideraciones) en la conciencia de los vinculos entre los diferentes aspectos del plan de
estudios de matematicas (del bachillerato) y en el reconocimiento de las conexiones entre las
ideas matematicas en la ensenanza. Swan (2007, 2011) considerd la perspectiva conexionista
como una razén para construir tareas de aprendizaje.

Especificamente, disefid tareas de aprendizaje para los maestros, cuyo objetivo era
ayudar a los maestros de matematicas "a apreciar la importancia de desarrollar imagenes
mentales para los conceptos mediante la exploracion de representaciones alternativas y las
multiples conexiones entre ellos" (Swan 2011, p. 64).

Este objetivo es pertinente también para las tareas de aprendizaje con los estudiantes
respecto de la resolucion de ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas, que se llevara a
cabo en este trabajo. Swan (2007, 2011) descubrié que el uso de tareas de aprendizaje
orientadas a las conexiones, tiene un impacto positivo en las creencias y las practicas de los

maestros de matematicas y también en los estudiantes.
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2.5.6 IMPLICACIONES PARA EL USO DE TECNOLOGIAS DIGITALES EN EL AULA Y EL
DESARROLLO DE ACTIVIDADES

Las tecnologias digitales estdn cambiando los contextos de aprendizaje, de comunicacion e
interaccidn entre los sujetos, por lo que es necesario seguir avanzando en el uso de estas
herramientas en las escuelas de educacion basica (Rojano, 2014). En la actualidad, existen
diversas aplicaciones educativas y programas especializados disefiados con fines didacticos,
como logo, software de Geometria Dindmica, calculadoras graficadoras y recursos digitales
de la Web en portales educativos.

En las ultimas décadas, para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas los
investigadores dan cuenta de que ciertos desarrollos tecnoldgicos posibilitan otras formas de
representacion dinamicas complementarias a las generadas en ambientes de lapiz y papel
(representaciones estaticas); apoyan procesos de construccion y verificacion de conjeturas,
de comprobacion de una estimacion y, por ende, enriquecen las estrategias para resolver
problemas matematicos.

Sin embargo, su aportacion para favorecer el aprendizaje de las matematicas dependera
de un actor clave, el profesor, ya que su mediacion en el aula y disefio cuidadoso de las tareas
y la seleccion de estas herramientas tecnoldgicas pueden o no hacerlo posible.

Las herramientas tecnologicas pueden ser utilizadas de acuerdo con distintos enfoques
sobre las matematicas y su enseflanza. Nos interesa destacar aqui las diversas maneras de
usarlas, esto es que sean afines a los enfoques actuales para la ensefianza de las matematicas.

El objetivo principal del empleo de la tecnologia en el aula no se reduce a practicar
algoritmos, interesa que éstos ayuden al alumno a discernir los aspectos y caracteristicas
criticas mediante el ejercicio de la reflexion.

De este modo, la matematica se convierte en mucho més que una simple mecanizacion
de procedimientos. El uso de calculadoras, computadoras, tabletas y algunas aplicaciones
tienen gran potencial educativo, siempre y cuando respondan a una finalidad pedagogica y
curricular; por ejemplo, para la busqueda y clasificacion de datos, tablas, gréficas,
construccion, exploracion y animacion de figuras geométricas o para realizar experimentos
matematicos.

Los ejemplos de actividades que hemos disefiado y seleccionado son producto de las

investigaciones realizadas y que reconocemos con un gran potencial por las representaciones
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semioticas que proveen. En particular, aquellas que consideramos favorecen las experiencias
aritméticas, geométricas y algebraicas, de modelacion y simulacion.

Aunque hay diversas tecnologias, en una parte de las tareas disefiadas se utiliza el
software de Geometria Dinamica llamado “Geogebra”, con la finalidad de producir y poner

a prueba una propuesta didactica que se complementa con el uso de esta herramienta.

2.5.7 ALGUNAS POTENCIALIDADES DEL USO DE TECNOLOGIAS DIGITALES EN
GEOMETRIA

La Geometria Dindmica (GD) enriquece la representacion figural porque brinda mayor nivel
de evidencia y por consiguiente ayuda en la transicion del dibujo al objeto geométrico
(Sandoval, 2005 y 2009). Pues cuando el alumno usa el arrastre (herramienta que permite
mover, en la pantalla, objetos geométricos construidos como puntos, segmentos, rectas,
poligonos, entre otros, para reubicarlos, agrandar o achicar una figura, etc.) ejecuta la
representacion semiotica, el enunciado o la conjetura adquiere un dominio de validez en una
familia de figuras o graficas y no en una sola representacion.

Otra de las potencialidades al usar la GD consiste en qué actividades de construccion
como, por ejemplo, la grafica de una ecuacion, pueden ayudar al estudiante a dar sentido a la
localizacion de puntos (X, y), a entender su solucion dentro de un esquema axiomatico y de
las condiciones necesarias y suficientes al elaborar una conjetura.

Para fundamentar esta conjetura, se considera pertinente incorporar otras actividades de
construccion, para la toma de datos definitiva, que conlleven la comunicacion de enunciados,
tanto de manera oral como escrita. En suma, se puede decir que Geogebra, como ejemplo de

GD, es un medio que:

e Proporciona a los estudiantes un entorno para que realicen construcciones basadas en
las definiciones y exploren e interpreten diferentes tipos de representacion: la
numérica a través de la medicion, la figural mediante los trazos, la verbal por medio
de los comentarios, etiquetas, etc. En este aspecto, les brinda la oportunidad para
analizar y discutir, en términos conceptuales, el significado de la situacion geométrica

en cuestion.
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¢ Induce al estudiante en las tareas de construccion a realizar un analisis de la estructura
geométrica bajo estudio y una coordinaciéon de las relaciones entre las
representaciones figural y discursiva.

e La riqueza, desde un punto de vista cognitivo, que se obtiene al usar gedgebra, no
solamente depende de la herramienta, sino también del contexto de comunicacion

entre los estudiantes y el profesor.

Por otro lado, la GD sirve como laboratorio matematico, ya que:

e Las herramientas disponibles en este ambiente posibilitan descubrir, validar y
confirmar conjeturas y relaciones entre los objetos.

e Permite tener un dibujo que se puede modificar y, por ende, hace visible la
“invariancia o varianza” de una propiedad mediante el arrastre.

e El sujeto interviene de manera activa en las construcciones, por lo tanto, se puede

generar la sensacion de estar manipulando directamente los objetos en la pantalla.

Implementar actividades usando GD, posibilita el desarrollo de ciertas habilidades en los

estudiantes. Por ejemplo:

e Formular y verificar sus conjeturas con base en observaciones y exploraciones.

e Articular relaciones y construir generalizaciones, mediante la sistematizacion.

e Qracias a la mediacion de la GD, se puede desarrollar la exploracion sistematica. Las
propiedades que se exploran son de una familia de figuras o gréficas, pues una sola
representacion es insuficiente.

e El uso de contraejemplos para refutar conjeturas.

e Identificar las dependencias funcionales entre los objetos construidos.

e Induce estrategias que le son propias como el arrastre, la animacion, la verificacion

de propiedades y el uso de macros.

Por lo tanto, es fundamental que el maestro, durante el proceso de familiarizacion con las
aplicaciones educativas, enfatice la importancia de conocer los comandos y los

requerimientos para su uso. En el caso de la GD, comprender el comportamiento dindmico
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de las relaciones en estos nuevos ambientes, entiéndase: las jerarquias de dependencia entre
los elementos de una construccion o al momento de utilizar cierta herramienta, es esencial.

Al respecto, Talmon y Yerushalmy (2004) reportan sus resultados sobre la importancia
de establecer las relaciones de dependencia y la jerarquia de las mismas, asi como las
semejanzas y diferencias cuando se usan distintas interfaces de GD.

Por ejemplo, si se traza primero un segmento y a ¢éste luego se le considera radio de una
circunferencia, los objetos independientes (libres) son distintos, que si se construyera primero
una circunferencia y luego se trazara un radio.

Las exploraciones que se pueden realizar en ambientes dindmicos facilitan a los
estudiantes la manipulacion de las representaciones figtrales de los objetos geométricos,
mediante herramientas como el arrastre, la medicion, la verificacion de propiedades,
construcciones auxiliares, entre otras.

Como resultado de dicha interaccion, se descubren aspectos criticos, se producen
conjeturas y se pueden generar estrategias argumentativas que justifiquen la conjetura. El
tipo de argumentos utilizados no son del todo deductivos, aunque los educandos pueden
lograr un control conceptual de lo que observan en sus pantallas.

Otra herramienta que consideramos prometedora es la de Comentarios, una opcioén que
permite introducir textos con extension variable. Con ella, se les puede pedir a los educandos
que justifiquen sus soluciones, asi no tendrian que hacer una exploraciéon en un medio

dindmico y escribir la justificacion en uno estatico.

2.5.8 ASPECTOS DE LAS REPRESENTACIONES ALGEBRAICAS

Dada la trascendencia y las dificultades que se dan en la transicion de la aritmética al algebra,
resulta de primordial importancia comunicar a los estudiantes de bachillerato aspectos
criticos del desarrollo del pensamiento algebraico, como la construccion de los significados
de las representaciones algebraicas y las relaciones entre sintaxis y semantica.

Solares (2013), sefiala que es importante que en los cursos de formacion inicial y
continua de los estudiantes se incluyan estos aspectos entre sus temas de estudio. Por
ejemplo, resulta crucial para la adquisicion del lenguaje algebraico dar atencion a la

9

reformulacion y extension de los usos del signo y de la representacion de la incognita.
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Proporcionar a los estudiantes herramientas y conocimientos did4cticos para gestionar
y articular los significados aritméticos y algebraicos puede ayudar a la construccion de los
conocimientos necesarios para sus actividades de aprendizaje.

Es sabido también que los tratamientos mecanicistas de los conocimientos algebraicos,
centrados en la aplicacion de algoritmos, generan poca comprension y nulo desarrollo de
habilidades para el uso del lenguaje algebraico en la solucién de problemas.

Sin embargo, no basta obtener una representacion algebraica de un problema, es
necesario operar con ella, regresar al contexto, transitar entre sus distintas representaciones
(grafica, tabla, expresion algebraica, lenguaje natural).

Es importante comunicar u ofrecer a los estudiantes actividades que promuevan el
desarrollo de técnicas que permitan transformar expresiones algebraicas, encontrar
expresiones equivalentes, pasar de una forma de representacion a otra (de la grafica a la tabla,
de la tabla a la expresion algebraica, etc.). Todas éstas son fuentes importantes de significado

matematico.

2.5.9 LA TRANSICION ENTRE LA ARITMETICA Y EL ALGEBRA

La transicion entre la aritmética y el algebra es un tema de investigacion interesante y
permanente en la Didactica de la Matematica. En este sentido, el andlisis del caracter
algebraico o aritmético de ciertos problemas escolares aparece como un aspecto relevante a
la hora de disefar tareas de aprendizaje que faciliten dicha transicion. Socas (2011, p. 10),
confirma que la transicion entre la aritmética y el algebra "ha sido y es un tema de

investigacion permanente". A este respecto, Filloy y Rojano (1989, p. 20) senalan que:

...las concepciones de los estudiantes respecto a que las operaciones se llevan a
cabo con numeros deben modificarse de forma que pueda desarrollarse la idea de
operar con objetos distintos de numeros (como incognitas) o puedan concebirse
esos nuevos objetos.

Por otro lado, se pueden identificar varios inconvenientes en el paso de la aritmética al
algebra, la escuela a través de su proceso de ensefianza y aprendizaje, comprendido en parte
por la primaria y la secundaria, trabaja con conjuntos numéricos concretos tales como

nimeros naturales, enteros y racionales. Sin embargo, llega el momento (en el bachillerato)
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en el cual todos esos conjuntos son sustituidos por letras y comienza la ensefianza total del
algebra.

De acuerdo con Rojas et al. (1999), Los procesos aritméticos no estan desligados de
los procesos algebraicos, la matemdtica juega un papel importante de mediador entre ambos
procesos (pag. 19). Ya que las letras hasta ese momento se utilizan para cuestiones
relacionadas con el lenguaje.

Es decir, en un sentido sintactico que obtienen una validez segun las situaciones, lo que
indica que no todos los estudiantes distinguen las letras de la misma manera, ademas deben
ligar su conocimiento a las estructuras numéricas y generar relaciones para poder operar con
ellas en el campo de las matematicas.

Asi pues, se puede llegar a creer que dentro de la cotidianidad, la letras s6lo cumplen
un papel comunicativo al ser integrantes de un signo lingiiistico con el que nos podemos
comunicar, y asi ser parte fundamental de los estudios de la lingiiistica y la oralidad; por otra
parte mientras en matematicas son piezas de variable valor, pero acatan una serie de reglas
que no son modificables (tal como en la lengua) las cuales deben tener una codificacion
exacta de cada uno de sus simbolos, en palabras de Campuzano (2016), Es un lenguaje nuevo

que permite manejar como conocidas las cosas desconocidas (pag. 38).

2.5.10 DIFICULTADES EN LA TRANSICION DE LA ARITMETICA AL ALGEBRA

De acuerdo con Osorio (2016), los factores que explican las dificultades en la resolucion
correcta de las expresiones algebraicas pueden ser: escaso manejo de expresiones simbolicas;
falta de conexidn entre el lenguaje algebraico y el numérico; abuso en el uso de calculadoras;
conocimiento insuficiente de la estructura aritmética que se traduce en una manipulacién
algebraica erronea.

Estas dificultades se han encontrado en los estudiantes al realizar ejercicios
algebraicos, pues en los ejercicios aritméticos a ellos se les hace facil realizar ejercicios
mecanicos, pero al combinarlos con las letras no se percatan que son operaciones aritméticas.

Los errores detectados en las producciones escritas de los estudiantes coinciden con
los sefialados por Arballo (2009) quien han observado: confusion tanto en la aplicacion de

las propiedades de las operaciones como en las reglas de signos; errores en la jerarquia de las
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operaciones; sustitucion de las letras presentes en las expresiones algebraicas por numeros;
dificultades en el reconocimiento y aplicacion de los casos de factoreo.

Historicamente el algebra surgid de la aritmética ante la necesidad de sistematizar y
describir propiedades generales y procedimientos generales para resolver clases de ejercicios
(Olmedo, Galindez, & Peralta, 2015).

Este hecho histérico justifica el aprendizaje del algebra bajo la concepcion de
aritmética generalizada, y ademas porque alude al caracter inductivo del mismo. Las
expresiones algebraicas se introducen como generalizaciones de las operaciones con
cantidades y rapidamente se pasa a considerarlas como objetos matematicos en los cuales se
llevan a cabo operaciones estructurales como la reduccion de términos semejantes, la
factorizacion, u operar de igual modo en ambos miembros de una ecuacion.

La introduccion del algebra va enfocada al aspecto sintactico, asumiéndose que las
dificultades de los estudiantes son debidas a la complejidad de su sintaxis.

El aprendizaje del lenguaje simbdlico, esta asociado exclusivamente a la aplicacion
de formulas y algoritmos para resolver cierto tipo de problemas y no a la comprension de las
mismas, es importante reconocer que la forma de argumentar es lo que da la estructura a la
matematica y para ello se requiere comprender el significado de las variables y relaciones,
presentadas en un lenguaje simbolico.

Gonzalez (2012), sefiala que existen dificultades al comprender y usar el concepto
de variable adecuadamente, los estudiantes no interpretan sus significados y presentan
diversas dificultades cuando requieren trabajar con ellas, por ejemplo: ignoran la variable, la
asumen como un objeto, no pueden modelar problemas, operan con las expresiones
algebraicas como operan con las expresiones numéricas.

Los estudiantes se quedan con el uso sin significado de las letras y eso explica la
dificultad a la hora de resolver problemas, pues no encuentran en el lenguaje simbdlico las
herramientas para el establecimiento de una relacion o el planteamiento de una ecuacion
necesaria para entender, interpretar y trabajar con una determinada situacion.

Tangarife (2013), sefiala que el calculo algebraico surge como generalizacion del
trabajo aritmético con modelos numéricos en situaciones de variacion de los valores de las

mediciones de cantidades relacionadas funcionalmente. Es necesario sefialar que el
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desarrollo de este pensamiento debe también atender al estudio de las actividades
matematicas propias de los procesos infinitos.

Por tal razon es necesario incorporar tempranamente a los estudiantes en el estudio
de los conceptos fundamentales de ese campo y de las técnicas y métodos de estimacion y de
aproximacion, lo cual se logra articulando la busqueda de soluciones exactas y no exactas,
de intervalos de valores aceptables, de problemas de estimacion de posibles valores en el
contexto de medidas de longitudes, dreas y volimenes y de modelos matematicos que utilicen
expresiones algebraicas. Se refuerza asi a la estimacion como nucleo conceptual importante
en el desarrollo del pensamiento numérico.

En este trabajo de tesis vamos a centrarnos en el estudio de problemas que pueden ser
resueltos mediante una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas. Gracian (2013) sefiala
que el interés que encierra la resolucion de una ecuacion diofantica estd en relacion directa
con la naturaleza de las incognitas. Por ejemplo, si lo que se plante en una ecuacion hace
refrencia al volumen de un liquido no importard, en principio, que la soluciéon incluya
cantidades fraccionarias; pero si se trata, por ejemplo, del nimero de personas que pueden
asistir a una reunion, esta claro que inicamente tendran sentido las soluciones enteras, ya que
careceria de sentido dividir a una persona en trozos.

Este tipo de ecuaciones, cuyas soluciones se exigen que tomen valores enteros, es lo
que se conocen como ecuaciones diofanticas, en honor a Diofanto, matematico griego del
afio 275 a. C. que las estudi6 exclusivamente y di6 soluciones a algunas de ellas. Las
ecuaciones diofanticas lineales, pueden considerarse como el eslabon faltante entre
aritmética y algebra: aritméticas por ser diofanticas (por utilizar nimeros enteros) y

algebraicas por ser ecuaciones (por utilizar incognitas).

2.5.11 SENTIDO ESTRUCTURAL DE ESTUDIANTES DE BACHILLERATO

En su estudio Vega-Castro D., (2013), Perfiles de alumnos de educacion secundaria
relacionados con el sentido estructural manifestado en experiencias con expresiones
algebraicas, Vega-Castro D., Molina, M. y Castro, E. (2012), llamado Sentido estructural de
estudiantes de bachillerato en tareas de simplificacion de fracciones algebraicas que

involucran igualdades notables, se sefiala que existe gran coincidencia entre diversos autores
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(Cerdén, 2010; Hoch & Dreyfus, 2005, 2006; Nortes & Nortes, 2010; Novotnd & Hoch,
2008) en destacar la falta de capacidad de los estudiantes de educacion secundaria y
bachillerato (de 12 a 18 anos) para aplicar las técnicas algebraicas basicas en contextos
distintos de los que han experimentado.

En especial se pone énfasis en las dificultades manifestadas por los alumnos para
reconocer y generar formas equivalentes de expresiones algebraicas comprendiendo su
significado; ambas capacidades, la de reconocer y la de generar dichas expresiones, estan
relacionadas con los objetivos de aprendizaje de la educacion matematica en educacion
secundaria (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2006; NCTM, 2000).

La reiterada percepcion de las dificultades sefialadas, asi como otras puestas de
manifiesto por los estudiantes en el aprendizaje del algebra han ocasionado un interés
creciente en la investigacion en Educacion Matematica por conocer cudl es el conocimiento
sobre algebra escolar que poseen o desarrollan los estudiantes de educacion secundaria y
como éste se lleva a cabo (Demby, 1997; Hoch & Dreyfus, 2005, 2006; Kieran, 1989, 2006,
2007; Kirshner & Awtry, 2004; Sfard & Linchevsky, 1994; Ruano, Socas & Palarea, 2008;
Trujillo, Castro & Molina, 2009).

Esta misma preocupacion ha dado lugar al surgimiento del constructo “sentido
estructural”, que busca precisar las habilidades necesarias para hacer un uso eficiente, en
tareas escolares, de las técnicas algebraicas aprendidas.

En esta linea de trabajo se enmarca este estudio que presentan Vega-Castro, D.,
Molina, M. y Castro, E (2012), en el que analizan el sentido estructural que ponen de
manifiesto estudiantes de primer curso de bachillerato (de 16-17 afios) en la simplificacion
de fracciones algebraicas que involucran igualdades notables.

En primer lugar plantean la problematica en la que se enmarca este estudio, pasando

a centrar la atencion en el constructo sentido estructural y en el estudio empirico realizado.

2.5.12 DIFICULTADES EN EL APRENDIZAJE DEL ALGEBRA

Tradicionalmente el algebra es introducida como generalizacion de la aritmética y las
representaciones algebraicas se tratan como generalizaciones de las operaciones aritméticas,

las cuales son evaluadas para valores concretos de las variables (Kieran, 1992).
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Se sigue un enfoque inductivo —se espera que los estudiantes adquieran conocimiento
de la estructura de las operaciones a partir de su aprendizaje de la aritmética—y a continuacién
las representaciones algebraicas se consideran como objetos matematicos en los cuales se
llevan a cabo operaciones estructurales, por ejemplo, la combinacion de términos lineales, la
factorizacion y la operacion miembro a miembro de una ecuacion (Kieran, 1992).

Este enfoque asume que las relaciones matematicas, que son el verdadero objeto de la
representacion algebraica, son familiares al estudiante debido a su aprendizaje de la
aritmética, por lo cual durante la ensefianza del algebra se les presta poca atencion.

Sin embargo, diversos estudios muestran que muchos alumnos poseen una pobre
comprension de las relaciones y estructuras matematicas (Booth, 1982; Kieran, 1989;
MacGregor, 1996; Schifter, 1999) y muestran una falta de relacion entre sus conocimientos
aritméticos y sus conocimientos algebraicos (Carpenter & Franke, 2001; Warren, 2001,
2004).

Dichos trabajos evidencian que esta forma tradicional de introducir el algebra no es
eficaz en el desarrollo de las habilidades de los alumnos para reconocer y usar la estructura
matematica. A esto Kieran (1992) afiade la comprension del significado de las letras y el
cambio de convenciones, como otras de las principales dificultades en la introduccion del
algebra.

El énfasis de la ensefianza de la aritmética en “encontrar la respuesta” hace que los
alumnos consigan desenvolverse con procesos intuitivos e informales evitando el uso y
reconocimiento de la estructura, que es esencial en el aprendizaje del dlgebra (Kieran, 1989).
Para explicar esta transicion, Sfard (1991), Sfard y Linchevski (1994), Gray y Tall (1994) y
Kieran (1991) utilizan la dualidad proceso-objeto!.

Segun estos autores, una de las grandes diferencias entre estas subdreas de las
matematicas, la aritmética y el algebra, es que en la primera de ellas las expresiones
simbolicas (en este caso numéricas) son interpretadas como procesos; mientras que en de

interpretarse como procesos y como objetos.

1 Segtin Tall, Thomas, Davis, Gray y Simpson (2000), esta idea de la dualidad proceso/objeto surgio, en los afios 50, a partir del trabajo de
Piaget. Las ideas de Piaget sobre las acciones y operaciones que se convierten en objeto de pensamiento y asimilacion han sido extendidas
mas alla de las matematicas elementales.
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Ver una entidad matematica como un objeto requiere ser capaz de referirse a ella como
si fuera una cosa real y manipularla como una unidad global. En cambio, interpretar una
entidad matematica como un proceso implica considerarla como algo potencial constituido
por una secuencia de acciones, en lugar de una verdadera entidad (Sfard, 1991).

Desde esta perspectiva, el estudio del algebra escolar se entiende como una serie de
ajustes proceso—objeto que los alumnos deben realizar para poder comprender los aspectos
estructurales del 4lgebra. Progresivamente se va desarrollando la habilidad de ver una cadena
de simbolos como un nombre para un nimero, mas adelante se llega a considerar las letras
en una formula como variables en vez de incognitas, y finalmente se perciben las funciones
que se esconden tras las formulas.

En el trabajo con expresiones algébricas es frecuente que los estudiantes actien “sin
pensar”, trasformando las expresiones por medio de técnicas algebraicas aprendidas e
ignorando sus significados, pero es esencial tener la capacidad de recuperar los significados
de dichas expresiones cuando sea necesario.

Un buen dominio del algebra requiere comprender ambas concepciones de las
expresiones algebraicas (objeto y proceso) y flexibilidad en el paso de una a otra en la
resolucion de tareas segun sea necesario; de este modo, el trabajo con expresiones algebraicas
requiere la conjugacion flexible de conocimiento procedimental y conceptual (Hiebert &
Lefevre, 1986).

El primero de ellos permite aprovechar el poder de abstraccion del lenguaje algebraico
y el segundo informa para la toma de decisiones sobre las manipulaciones a realizar y la
interpretacion de los resultados obtenidos.

Los estudios empiricos realizados ponen de manifiesto la falta de dominio del algebra
por parte de los estudiantes, sefialando como causas una concepcion exclusivamente
procedimental de las expresiones algebraicas y la falta de conocimiento conceptual que
sustente la ejecucion de dichos procedimientos.

Las dificultades que los estudiantes manifiestan con la estructura algebraica fueron
inicialmente estudiadas por Booth (1982), Wagner, Rachlin y Jensen (1984) y por Steinberg,
Sleeman y Ktorza (1990), quienes pusieron de manifiesto que alumnos de educacion

secundaria tenian dificultades para concebir una expresion compleja como un todo y
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reconocer semejanzas en las estructuras de ecuaciones equivalentes, pese a mostrar facilidad
para resolver dichas ecuaciones siguiendo procedimientos estandares.

Booth (1982) investigd el tipo de expresiones algebraicas que los alumnos
consideraban equivalentes y observo que interpretaban las expresiones de manera diferente
segun el contexto aplicando la siguiente regla: “Una expresion algebraica se resuelve siempre
de izquierda a derecha, a menos que el contexto especifique que debe realizarse previamente
otra operacidon”. Segun esta regla, un par de expresiones pueden ser equivalentes en un
contexto y no serlo en otro.

En el contexto de las ecuaciones, Sfard y Linchevski (1994) observan que los
estudiantes no suelen aplicar la definiciéon formal de equivalencia de ecuaciones (igual
conjunto de soluciones) sino que tienden a utilizar el criterio de poder trasformar una
ecuacion en otra.

Pirie y Martin (1997) sefalan la tendencia de los alumnos a interpretar las ecuaciones
como sucesos temporales, no estaticos y a leerlos de izquierda a derecha. Ademas confunden
los conceptos de equivalencia numérica y equivalencia algebraica y no muestran capacidad
para juzgar la equivalencia entre expresiones numéricas sin la realizacion del calculo de las
operaciones implicadas (Liebenberg, Sasman & Olivier, 1999).

Los trabajos de Herscovics y Linchevski (Herscovics & Linchevski 1994; Linchevski
& Herscovics 1994) y Ruano et al. (2008) sefialan algunas de las dificultades y errores
concretos que manifiestan los estudiantes al transformar expresiones algebraicas tales como
la necesidad de clausura que muestran los alumnos, la particularizacion de expresiones
algebraicas donde les dan valores numéricos al no encontrar sentido en el uso del lenguaje
algebraico en algunos contextos, el uso inadecuado o la ausencia de paréntesis, la
concatenacion de igualdades, el fallo en la percepcion de la cancelacion de expresiones, la
sobre-generalizacion de la propiedad distributiva del producto respecto de la suma a la
operacion multiplicacion, la falta de aceptacion del signo igual como expresion de una
equivalencia, un orden incorrecto de las operaciones y la separacion de un numero del signo

operacional que le precede.
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2.5.13 CONCEPCION ESTRUCTURAL O PROCEDIMENTAL DE LAS MATEMATICAS

Sobre la forma de operar una expresion algebraica, distintos autores han identificado que esta
guiada por la forma en que se visualiza la expresion. Los alumnos, al enfrentar una tarea
algebraica, pueden centrarse en aspectos de tipo procedimental/operacional/instrumental (ver
a + 4/ como una suma que debe realizarse) o estructural/relacional (ver @ + 4 como la
expresion de la suma de a mas b, o la relacion de a y b mediante el operador suma, sin que
sea obligatorio realizar dicha suma). La manera de visualizar una expresion algebraica tiene
diversas implicaciones.

Por ejemplo, Skemp (1976) sefiala la importancia de ensefar las matematicas de forma
relacional, en la que el alumno comprenda las relaciones entre los elementos antes de operar.
Advierte que es facil ensefiar de forma instrumental (seguir reglas sin razonar), con la que se
logran desempefios aceptables rdpidamente, aunque no perdurables. Ensefiar de forma
relacional, por el contrario, tiene las ventajas de permitir adaptar lo aprendido a nuevas tareas
y de que el aprendizaje sea mas sencillo de recordar.

Es conveniente que se logre dejar de ver los operadores como una operacion que
debiera hacerse (interpretacion procedimental) y se le dé a la expresion una interpretacion
estatica (relacional) para que las manipulaciones algebraicas, como las sustituciones de
variables, puedan hacerse adecuadamente, como sugiere Freudenthal (1983).

Ademas de los operadores, el signo igual también puede ser visto de forma meramente
procedimental, lo cual complica la transicion de la aritmética al algebra. Burgell y Ochoviet
(2015) resaltan la importancia de fomentar en los alumnos una vision relacional del signo
igual, mediante actividades no estandar.

Se puede tener una concepcion operacional de las matematicas, en la que una entidad
es concebida como el producto de un proceso o como el proceso mismo, mientras que en la
estructural es concebida como una estructura estatica, como un objeto real.

La operacional esté en las primeras etapas de la formacion del concepto y la estructural
evoluciona a partir de ella. La operacional es necesaria pero no suficiente para el aprendizaje
y laresolucion de problemas, mientras que la estructural facilita todos los procesos cognitivos

(Sfard 1991).
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Por otro lado, Molina (2010) explica que, si al realizar una operacion o resolver una ecuacion
se emplea un procedimiento estandar aprendido, sin detenerse a analizar las caracteristicas
particulares del ejercicio en cuestion, se trabaja bajo un enfoque procedimental.

En cambio, si se realiza un analisis previo de las caracteristicas criticas de las
expresiones (su estructura) y al llevar a cabo la actividad se les toma en cuenta, entonces se
trabaja bajo un enfoque estructural.

Propone, por tanto, promover el habito de la observacion y el andlisis de
caracteristicas criticas de las expresiones antes de iniciar la manipulacion, con el fin de
fortalecer el enfoque estructural, que permita un trabajo mas significativo con expresiones
aritméticas y algebraicas y evite algunas de las dificultades que los alumnos encuentran en el

aprendizaje y transicion entre ambas.

2.5.14 SENTIDO ESTRUCTURAL EN MATEMATICAS

Aunque el enfoque procedimental/operacional/instrumental es necesario por si mismo e
indispensable para llegar al enfoque estructural/relacional, los alumnos suelen quedarse en el

primero por diversas razones, Skemp (1976).

La comprension relacional, de acuerdo con Skemp, es “tanto saber qué hacer,
como por qué”, mientras que la comprension instrumental equivale a “conocer
reglas sin razones”.

El concepto de sentido de estructura, introducido por Linchevski y Livneh (1999),
abarca las capacidades de reconocer formas equivalentes de una expresion y de identificar
las formas apropiadas de realizar una tarea. Posteriormente, Hoch (2003) lo describe como
una coleccidn de habilidades, separada de las habilidades manipulativas, que permiten a los
estudiantes hacer mejor uso de las técnicas algebraicas aprendidas previamente.

Para ella, las cadenas de simbolos forman estructuras y su interpretacion depende del
contexto. La conciencia de esas distintas interpretaciones es parte del sentido de estructura.
Sefiala que se denota una falta de dicho sentido al operar sin observar si la estructura permite
seguir un proceso mas eficiente, como cuando se operan los agrupadores como un primer

paso no reflexionado en una transformacion algebraica.
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La apariencia externa de una expresion revela un orden interno determinado por las
relaciones entre las partes que componen su estructura, segun Hoch y Dreyfus (2004),
quienes incluyen en la mencionada coleccion de habilidades: la capacidad de ver una
expresion algebraica como una entidad, el reconocer una expresion algebraica como una
estructura previamente conocida, sus sub-estructuras, las conexiones mutuas entre
estructuras, cuales manipulaciones son posibles y, finalmente, cual manipulacion es mas
eficiente.

Por su parte, Harel (2013) describe el razonamiento estructural como una habilidad
combinada de observar estructuras, actuar sobre ellas con un propdsito claro y razonar en
términos de estructuras generales, no de casos particulares. Harel y Soto (2017) proponen
cinco categorias para el razonamiento estructural: generalizacion de patrones, reduccion de
una estructura no familiar a una familiar, reconocimiento y operacion de acuerdo a la
estructura, justificacion epistemoldgica y razonamiento en términos de estructuras generales.
Esta categorizacion presenta algunas similitudes con los descriptores de Hoch y Dreyfus
(2000).

Desde su perspectiva, Mason, Stephens y Watson (2009) identifican como pensamiento
estructural la disposicion para explicar, conectar y usar las propiedades de una estructura en
el pensamiento matematico. La conciencia de dichas propiedades, que dependen de las
relaciones entre sus elementos, es el centro del pensamiento estructural. Al desarrollar la
conciencia de la estructura matematica en el alumno, se transforma su pensamiento
matematico y su compromiso con la actividad matematica.

Segun estos autores, el profesor debe ser capaz de reconocer la estructura matematica
para poder lograr que sus estudiantes la disciernan, apoyados en las actividades disefiadas
por el docente.

Una forma de lograrlo es pedirles a dichos estudiantes que sefialen, antes de manipular
la expresion matematica, cudles propiedades de su estructura justifican dicha manipulacion.
Mencionan que el enfoque procedimental o estructural logrado en los alumnos es una
decision pedagogica, esto es, depende de como se lleva a cabo la ensenanza.

Consideran que se puede desarrollar el pensamiento estructural al trabajar en tareas que

se enfoquen en la naturaleza de la relacion en vez del calculo, para que la atencion se oriente
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hacia los aspectos estructurales como propiedades que aplican en muchas instancias; también
al usar ejemplos que bloqueen las rutinas familiares.

Algo importante acerca de las relaciones estructurales es no convertirlas en el contenido
a ser aprendido, sino tratarlas como conciencia a ser traida a la superficie, preferentemente a
través del uso de ejemplos cuidadosamente variados, aunque existen casos en los que es
necesario hacer del reconocimiento de las estructuras el centro de la actividad (Hoch &
Dreyfus, 2007).

En este trabajo de tesis fue preciso determinar una forma de valorar el nivel de sentido
estructural en los alumnos. Este se consideré como la suma de las siguientes habilidades:
reconocer la estructura algebraica de la expresion que se observa ( coeficentes y variables),
identificar las manipulaciones que es posible realizar sobre ella, dada su estructura y elegir

la mas eficiente de todas.

2.5.15 LA NECESIDAD DE ESTRUCTURA EN MATEMATICAS

De acuerdo con Sfard (2001), en diferentes épocas, quienes trataron de capturar la naturaleza
elusiva del significado propusieron una amplia variedad de definiciones. El tema del
significado como un asunto de relaciones entre conceptos mas que s6lo conceptos como tales,
y el de la comprension como habilidad para ver la estructura que emerge de estas relaciones,
se repiten de una manera u otra en la mayoria de estas propuestas. Ciertamente se encuentran
en la idea piagetiana de aprendizaje significativo como construccion y reorganizacion de
esquemas mentales.

La idea de que la comprension es casi equivalente a ver relaciones fue traida al contexto
de la Educacion Matemadtica hace mas de sesenta afios por Brownell (1935), pero lleg6 a ser
prominente gracias al trabajo seminal de Skemp (1976) quien, inspirado por Mellin-Olsen,
sugirio la distincion ahora bien conocida entre comprension instrumental y relacional.

Si bien ver la estructura es util en cualquier dominio del conocimiento, en matematicas
puede ser la esencia misma del aprendizaje. Después de todo, las matematicas pueden
considerarse como una ciencia de estructura, como “el estudio de construcciones ideales

(aplicable con frecuencia a problemas reales), y el descubrimiento consiguiente de relaciones
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entre las partes de estas construcciones, antes desconocidas” (Charles Peirce, en Moritz,
1942, p. 8)*.

La busqueda de estructura se refleja en la propia forma bien organizada y jerarquica de
las matematicas. Es decir, aprender matematicas implica ver estructuras en varios niveles
diferentes: primero, las estructuras que se pueden extraer directamente de cosas concretas y
acciones y que constituyen los conceptos matematicos basicos (e.g., los numeros naturales,
formas geométricas simples), luego las estructuras obtenidas a través de investigacion de
relaciones entre estas estructuras matematicas fundamentales, y asi sucesivamente.

Este proceso no tiene que terminar, ya que ni siquiera el cielo es el limite para la nunca
estatica jerarquia de los conceptos matemadticos. Sin embargo, lo que determina la calidad
del aprendizaje es la visibilidad de la logica interna de este cuerpo especial de conocimient;
si comprender significa ver estructura, entonces es importante que las conexiones bien
organizadas entre conceptos ya aprendidos y aquellos que los estudiantes hasta ahora van a
aprender nunca desaparezcan de su vista.

Los Estandares se refieren extensamente a “extraer” estructuras matematicas a partir
de una variedad de situaciones. A través de todos ellos, se promueve la idea de que las
“concepciones matematicas se crean a partir de objetos, eventos y relaciones” (NCTM, 1989,
p. 11). También se presta bastante atencion a la necesidad de apreciar la estructura general
de las matematicas. El cuarto estandar en cada nivel se titula “Conexiones matematicas” y

los autores del documento explican el fundamento logico:

Este titulo enfatiza nuestra creencia de que [...] las matematicas se deben enfocar
como un todo. Conceptos, procedimientos y procesos intelectuales estan
interrelacionados. En el sentido significativo, “el todo es mds grande que la suma
de las partes.” Es decir, el curriculo debe incluir intentos deliberados, a través de
actividades instruccionales especificas, de conectar ideas y procedimientos tanto
entre diferentes topicos matematicos como con otras dreas de contenido. (p. 11)

2 La descripcion de las mateméticas como la “ciencia de ver regularidades™ esta relacionada con esto (National
Research Council, 1989; Schoenfeld, 1992).
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2.5.16 ESTRUCTURAS ALTERNATIVAS EN MATEMATICAS

Algunos investigadores (por ejemplo, Booth, 1988; Kieran, 1988, 1992) afirman que las
dificultades de los estudiantes con la estructura matematica en el sistema algebraico reflejan
dificultades que estos estudiantes ya tienen con la estructura matemadtica en el sistema
numerico.

La disposicion cognitiva de los estudiantes para manipular las partes numéricas de las
ecuaciones reveld algunas malas interpretaciones inesperadas de la estructura matematica.
Las "reglas" que usan para manipular las partes numéricas a menudo parecen ser aleatorias.
Parece que descubrir la estructura matematica de las expresiones en cuestion es un gran
obstaculo para ellos.

Varios investigadores, incluidos Booth (1984, 1988), Greeno (1982), Kieran (1988,
1992), Lins (1990) y Matz (1980), atribuyeron muchas de las dificultades fundamentales
experimentadas por los estudiantes principiantes de algebra a su incapacidad para identificar
formas equivalentes de una expresion algebraica. Segiin Kieran (1988), el conocimiento
estructural significa ser capaz de identificar "todas las formas equivalentes de la expresion".

Linchevski y Vinner (1990) argumentaron que esta definicion deberia modificarse para
incluir la capacidad de discriminar entre las formas relevantes para la tarea -generalmente
una o dos formas- y todas las demas. Booth (1981, 1984, 1988) enfatizé que los estudiantes
construyen sus nociones algebraicas sobre la base de su experiencia previa en aritmética.

Por lo tanto, su sistema algebraico hereda propiedades estructurales asociadas con el
sistema numérico con el que estdn familiarizados. Ella sugiere (Booth, 1988) que las
dificultades de los estudiantes en algebra se deben en parte a su falta de comprension de
varias nociones estructurales en aritmética.

Matz (1980) y Lins (1990) también sugieren que los procesos informales de los
estudiantes se basan en sus conocimientos previos. Sin embargo, la diferencia esencial entre
Booth, por un lado, y Matz y Lins, por el otro, radica en la forma en que ven la interaccion
entre la comprension del estudiante del campo antiguo y el nuevo.

Mientras que Booth afirma que el fracaso en la comprension de la estructura algebraica
refleja dificultades en la comprension de la aritmética, Matz y Lins sostienen que la dificultad
radica en la transicion entre los dos modos. Segiin Booth, la transicion entre las partes

correspondientes de los dos campos (el antiguo y el nuevo), es directa y, por lo tanto, el
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fracaso en el nuevo revela dificultades en el antiguo, mientras que la comprension del antiguo
garantiza, en cierto modo, la comprension de las partes correspondientes en el nuevo.

Segiin Matz y Lins, los obstaculos en el nuevo sistema no reflejan necesariamente
obstaculos en el anterior, mas bien probablemente reflejan dificultades en la interpretacion
del nuevo sistema; los estudiantes no operan dentro del marco de referencia adecuado, lo que
resulta en formas inadecuadas de estructurar la situacion (Lins, 1990).

Greeno (1982), sin embargo, sugiere que los errores relacionados con la estructura
matematica son aleatorios e inconsistentes. Afirma que los estudiantes principiantes de
algebra dividen las expresiones matematicas en partes componentes de formas que parecen
sin rumbo, erroneas y arbitrarias.

Kirshner (1989) sugiere que para algunos estudiantes las caracteristicas superficiales y
las claves visuales sirven como pistas dominantes para las decisiones sintacticas en
contraposicion a las reglas proposicionales algebraicas. La observacion de Kirshner podria
explicar parcialmente parte del desempefio de los estudiantes que a primera vista parece ser

muy aleatorio.

2.5.17 BUSCANDO LAS SOLUCIONES DE UNA ECUACION LINEAL CON DOS VARIABLES

En la investigacion sobre el aprendizaje y la ensefianza del algebra escolar, Kieran (1992, p.
390) plantea estas preguntas: “;Qué hace que la comprension del algebra escolar sea una
tarea dificil para la mayoria? ;Es el contenido del algebra la fuente del problema? ;O es la
forma en que se ensefia lo que hace que los estudiantes no puedan entender la materia? "

Panizza, M. & Sadovsky, P. & Sessa, C. (1999), sefialan en su estudio que el algebra
se introduce desde el primer aflo de la escuela secundaria, a través de las ecuaciones de primer
grado con una incdgnita, mostrando que, a partir del conjunto de tareas que los alumnos
realizan, elaboran una concepcion segun la cual la ecuacion es una igualdad numérica y las
letras son nimeros a «develar» (Panizza, Sadovsky y Sessa, 1996).

Estos resultados coinciden, de alguna manera, con lo que ya habia anticipado Carolyn
Kieran a proposito de las ecuaciones: Presumimos que las concepciones primitivas de los
nifios de lo que es una ecuacion no contienen, en general, la idea de que tengan términos

literales a ambos lados del signo igual. Las ecuaciones de ese estilo carecen de sentido a la
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vista de la presunta concepcion ingenua de los nifios de una ecuacion como un hecho
numérico ligeramente disfrazado con la falta de algun componente (Kieran, Filloy Y agiie,
1989).

(Cual seria la influencia de dicha concepcion en la comprension de otros objetos de
enseflanza que aparecen mas adelante? Panizza et al. (1999), senalan que los alumnos
presentan dificultades en el tratamiento de objetos algebraicos con infinitas soluciones o atin
con varias soluciones, objetos tales como ecuaciones con dos o mas variables y ecuaciones
de grado mayor que uno.

Casi todos los alumnos que fueron entrevistados en su trabajo de investigacion, sefialan
los autores que enfrentaron el problema de resolver una ecuacion lineal con doa variables
extendiendo conocimientos producidos sobre otros objetos: ecuaciones de una variable y
sistemas lineales con dos variables. En muchos de los procedimientos que utilizaron fue
posible reconocer también fuertes marcas de su experiencia aritmética. Casi todos los
alumnos anticiparon que la ecuacion debia tener solucion tnica. Se basaron principalmente

en dos cuestiones:

e Lasrepresentaciones que tienen los alumnos acerca de los problemas que se resuelven
con ecuaciones, les hacen ver en el contexto del problema una justificacion a la
unicidad de las soluciones.

e Las representaciones de las letras como niimeros ya determinados pero desconocidos
contribuyen a que los alumnos busquen el valor de la x y el valor de la y.

En la busqueda de soluciones de la ecuacion, la mayoria de los alumnos adaptan al nuevo
objeto los procedimientos aprendidos para un objeto cercano: sistema de ecuaciones. El
procedimiento incorrecto que resulta podria nombrarse como sustitucion en si misma y
consiste en despejar una variable en funcion de la otra y luego reemplazar, en la escritura
original de la ecuacion, la variable despejada por la expresion obtenida.

Los alumnos no ven, ni a priori ni a posteriori, que eso los conduce a una identidad. De
algun modo, al reemplazar una variable por lo que se obtuvo al despejar, tienen la impresion
de haber respetado la relacion entre las dos variables en juego. De hecho han aplicado al
objeto transformaciones que «respetan» la igualdad (aunque no conservan el conjunto

solucion).
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Panizza et al. (1999), sefiala que los alumnos evidencian desconcierto al arribar a una
expresion que no saben interpretar. Frente a esto reaccionan de diferentes maneras: Algunos,
al llegar a expresiones como 0 =0 o y = y, declaran que la ecuacion no tiene solucion y, en
la medida en que piensan que el problema si tiene, invalidan la ecuacién como modelo del
problema.

Cualquiera que sea el procedimiento utilizado por los alumnos para operar con la
ecuacion de dos variables, al llegar a una igualdad numérica (verdadera o falsa), adjudican a
cada uno de los nimeros involucrados a cada lado de la ecuacion algunos de los siguientes

significados:

a) es el «resultadoy» de la ecuacion, o sea la solucion;
b) o, en caso de estar trabajando en la resolucioén de un problema, es alguna otra cantidad
que tiene un sentido preciso en términos del problema.

A modo de conclusion Panizza et al. (1999), sefialan que la ecuacion lineal con dos
variables no es reconocida por los alumnos como un objeto que define un conjunto de
infinitos pares de numeros.

Cuando aparece en el contexto de los sistemas lineales —pensamos que como producto de
que la mayor parte de los sistemas que los alumnos resuelven tienen solucion Unica—, éstos
adaptan bien la concepcion de la letra como incdgnita a la resolucion de sistemas con solucion
Unica: antes se trataba de develar la x ahora habréa que develar la x y la y.

La nocioén de incognita, en cambio, no resultaria eficaz para interpretar el rol de las letras
en una ecuacion con dos variables, objeto éste que deberia ser comprendido si los sistemas
lineales fueran concebidos como un conjunto de condiciones independientes que deben
cumplirse simultdneamente.

Por otra parte, cualquiera haya sido el trabajo realizado alrededor de «ecuacion de la
rectay, éste no parece suficiente para que los alumnos puedan establecer una relacion entre
los puntos de la recta y las soluciones de la ecuacion correspondiente. La posibilidad de
aproximacion a la concepcion de las infinitas soluciones parece basarse —en los alumnos

entrevistados— en sus respectivas centraciones en objetos diferentes.
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2.5.18 TAXONOMIA SOLO

La Taxonomia Structure of the Observed Learning Outcome (SOLO), fue disefiada en 1982
(Biggs y Collis, 1982) como consecuencia de ciertas criticas que habian surgido acerca de la
teoria de las etapas de Piaget.

Fundamentalmente, los piagetianos de la época consideraban que el desarrollo
cognitivo evolucionaba a través de etapas discretas, cada una de ellas definida en términos
de una estructura légica propia que gobernaba todas las actuaciones de los individuos. Los
ejemplos de actuaciones oscilantes entre diferentes etapas, referidas como décaleges, se veian
como aberrantes y extrafios (Biggs y Collis, 1991).

Lo que resulté evidente para Biggs y Collis (1982), fue que en el contexto escolar, la
aparicion del décalege era muy comun: Un estudiante podia ser «pre- formal» en matematica
mientras que en historia podria ser «pre-concreto» o, incluso, «formal» en matematica un dia
y «concretoy el siguiente (Biggs y Collis, 1991).

Estas observaciones, dicen, no pueden indicar cambios en el desarrollo cognitivo, sino,
mas bien, cambios en constructos mas proximos como el aprendizaje, la actuacion o la
motivacion de los estudiantes.

De esta manera, Biggs y Collis (1982) trataron el problema de proporcionar a los
profesores un instrumento que les permitiera determinar el nivel de desarrollo cognitivo de
sus estudiantes, a partir de sus interacciones con los alumnos en las situaciones de clase.

Pronto se dieron cuenta que, al analizar las respuestas de los alumnos, estaban tratando
con dos fenomenos. El primero de ellos era lo que llamaron la estructura cognitiva hipotética
v el segundo, la estructura del resultado del aprendizaje observado (SOLO).

La taxonomia SOLO de Biggs y Collis (1982) se inspir6 en las descripciones
piagetianas de las diferencias cualitativas en el manejo de las mismas tareas y estaba
destinada a ayudar en el analisis de las respuestas de los estudiantes a preguntas abiertas en
la escuela (Marton, 2015, p.115).

Las diferentes categorias se refieren a diferentes formas de manejar una misma tarea,
y basicamente, se componen de cuatro niveles diferentes: en el nivel preestructural, no se
dominan aspectos cruciales de la tarea; en el nivel uniestructural, se domina un aspecto
crucial de la tarea; en multiestructural, se dominan varios aspectos cruciales; finalmente, a

nivel relacional, varios aspectos cruciales se relacionan entre si.
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Los niveles mas elevados de la taxonomia corresponden a un aprendizaje mas

profundo, a una interpretacion personal del contenido que relaciona la tarea con situaciones

alejadas del contexto inmediato, que establece relaciones con otros conocimientos relevantes

y con materiales procedentes de diferentes fuentes de informacion. Contrariamente, los

niveles inferiores de la taxonomia SOLO corresponden al tratamiento de la informacion de

manera aislada y reproductiva.

Taxomia SOLO (Biggs y Collis, 1982)

SN comprencer

P | Uni | Multiestructural Relacional

Fase cuantitativa Fase cualitativa

N,,endizaie ')

Abstracta ampliada

pfofu"do

Figura 2.1. Niveles de la taxonomia SOLO

Dicha taxonomia tiene las siguientes categorias:

e Pre-estructural.- No se domina ningun aspecto crucial de la tarea.

e Uniestructural.- Se domina s6lo un aspecto crucial de la tarea.

e Multiestructural.- Se dominan varios aspectos cruciales de la tarea.
o Relacional.- Relaciona entre si varios aspectos cruciales de la tarea

A medida que los estudiantes aprenden, los resultados de su aprendizaje muestran fases

similares de creciente complejidad estructural. Hay dos cambios principales -dice Biggs- los

cuantitativos, a medida que aumenta la cantidad de detalles principales en la respuesta de

los estudiantes y los cualitativos, a medida que los detalles se integran a un modelo
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estructural. Las fases cuantitativas del aprendizaje se producen primero; después, el

aprendizaje cambia cualitativamente.

En la siguiente tabla 2.1 se muestra ejemplo de clasificacion de las posibles respuestas de

los alumnos en funciéon de los niveles de comprension manifestados en un ejercicio de

desempefio escrito.

Nivel Pre-estructural (E)

Nivel Uniestructural (D)

No resuelve la cuestion planteada
Como mucho, reproduce los
memorizados

Hace algunas asociaciones irrelevantes

Se centra unicamente en un aspecto de todos los
posibles

Utiliza unicamente una pequefia cantidad de la
informacion disponible.

contenidos

Responde a lo planteado pero de forma limitada
Selecciona una parte de la informacidén para
responder a la pregunta

Apenas establece relaciones entre los datos
Plantea la respuesta de manera descriptiva

Raramente alcanza conclusiones; cuando
concluye acerca de algo, lo hace
precipitadamente y basandose en escasa
informacion

Nivel Multiestructural (C)

Nivel Relacional (B)

Utiliza dos o mas conjuntos de datos
Normalmente llega a ordenarlos, pero no logra
llegar a explicar el modo en que se relacionan
No utiliza toda la informacion disponible
Ignora las posibles incoherencias en
argumentos que sostiene

Emplea un estilo meramente descriptivo
Apunta alguna relacion causa-efecto

los

Relaciona la informacion de un modo coherente
Alcanza conclusiones que responden a los datos
disponibles

Ofrece algunas explicaciones teodricas para
justificar su modo personal de relacionar la
informacion

Emite juicios personales

Utiliza un estilo explicativo para expresarse

Nivel de Abstraccion Extendida (A)

Incluye informacidn nueva en la respuesta
Es capaz de manejar conceptos elaborados
Considera diversas hipotesis

Ofrece distintas explicaciones plausibles, todas ellas basadas en informaciones relevantes
Arriesga conclusiones basadas en sus propios razonamientos
No siente la necesidad de alcanzar una conclusidén tnica, sino que suguiere y justifica posibles

respuestas a la cuestion planteada

Tabla. 2.1 Ejemplo de clasificacion de las respuestas de los alumnos

2.5.19 EDUCACION NO FORMAL DESDE EL VIDEO TUTORIAL

En la actualidad, el papel del aprendizaje es fundamental por los cambios tecnolégicos que

ha transformado la manera de obtener la informacion, permitiendo a la educacion un abanico

de posibilidades de generar y acceder al conocimiento.
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La educacion no formal entonces, se define “como actividades educativas organizadas,
sistemadticas, realizadas fuera del marco del sistema oficial” (Martin, 2013: 4). es un proceso
de aprendizaje que incluye précticas donde las estructuras se escapan de los estdndares
educativos formales, para constituir una formacion de capacitacion e informacion asumida
por las personas de acuerdo con sus necesidades educativas.

Ante las posibilidades de desarrollo que ofrece este proceso, el primer paso esencial es
la capacidad educativa de identificar las cualificaciones necesarias para las tareas que se
tienen que hacer, asi como responder a las inquietudes de donde buscar dichas habilidades,
como aprenderlas y como aplicarlas (Castells, 1999). Es posible educar fuera del aula donde
el educando pueda interactuar con el medio ambiente, explorar, indagar e investigar y con
ello todo lo que implica las actividades del hombre y el mundo fisico que lo rodea (Sanchez
y Galvis, 2016: 12).

La llegada de la internet ha cambiado la manera de buscar la informacion, y con el
surgimiento de las redes sociales el cambio en la forma de comunicarse, dando un giro de
180 grados en las relaciones interpersonales.

Desde su aparicion en 2005 la red social YouTube es aprovechada por los seguidores
de la produccion audiovisual. YouTube es una plataforma en la cual los usuarios pueden
subir y compartir videos. Aloja una gran variedad de clips, peliculas, programas de television
y videos musicales, asi como contenidos de videoblogs y tutoriales.

Todo esto soporta la efectividad comunicativa de YouTube, que contiene una gran
cantidad de videos que promueven el conocimiento y la interaccion.

Aunque YouTube no es el Unico portal de video online, es el mas visitado en la
actualidad. Mas all4 de haber sido el primero de su clase en aparecer, se ha convertido en un
referente de la cultura digital de forma casi inmediata.

Luego de que fuese adquirido por Google increment6 su dimension comercial, sus
posibilidades tecnolédgicas y extendio su plataforma. Lo que lo llevo a ser el tercer sitio web
mas visitado en todo el mundo, detras del buscador Google y de la red social Facebook (Pérez
Rufi, 2013: 45).

En este caso, YouTube se ha convertido en el favorito de los realizadores audiovisuales,

y por ende, de quienes lo usan para ensefiar a través del video tutorial. Esta plataforma digital
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es aprovechada por los jovenes, que contintan respondiendo desde los nuevos escenarios a
los mismos retos y eventualidades que sortean cotidianamente.

Es por ello, que en el campo educativo el video tutorial puede ser usado para el
aprendizaje de idiomas, el uso de métodos investigativos, la realizacion de resenas de libros
o peliculas y hasta la ejecucion de procesos matematicos.

El video tutorial es una herramienta ideal para adquirir conocimiento y por ello son los
mas buscados en YouTube “son tan eficaces y validos como los cursos presenciales. El video
tiene esa caracteristica especial que ilustra lo que se estd contando, de ver como se hace,
poderlo grabar y después reproducir al antojo del usuario.

Por consiguiente, se puede decir que el video tutorial favorece al aprendizaje, siempre

que conlleve una serie de elementos:

Debe favorecer la realimentacion, comprobacion, aplicacion, demostracion,
resolucion de ejercicios, problemas de la vida diaria y proyectos de una manera
interactiva brindando un juego de iniciativas a través de organizadores grdficos y
animaciones hacia la busqueda de fundamentacion cientifica y su ejecucion,
conseguir ademds un aprendizaje significativo que implica un cambio en los
esquemas de conocimientos que se poseen previamente, estableciendo nuevas
relaciones entre dichos elementos, mejorando de esta manera el proceso de
enseiianza-aprendizaje (Fernandez, Diaz, Del Carmen y Recio, 2013: 1994).

El uso del video tutorial no es exclusivo de la academia, como se ha expuesto; todos
pueden tener acceso a este tipo de audiovisual para su formacion. “Lo anterior nos lleva a
examinar la utilidad de los videotutoriales como herramientas que superan la limitacion de
la presencialidad obligatoria” (Castillo y Carrillo, 2012: 69). La necesidad de seguir
aprendiendo dentro y fuera del aula es lo que lleva a cualquier persona a estar interesado por
la educacion. La tecnologia ha permitido superar la presencia en la escuela facilitando la

continuidad de adquirir el conocimiento de manera auténoma.
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CAriTULO ITI. METODOLOGIA

3.1 ENFOQUE DE LA INVESTIGACION

Esta investigacion se llevd a cabo a través de la conjuncion de la teoria de la variacion
(Marton, F., & Pang, M. F., 2006) y de la metodologia del experimento de ensefianza (Cobb
et al. 2003) que es parte del estudio, disefio e implementacion de las actividades propuestas
de ensefianza-aprendizaje.

En ese sentido, en un primer momento la investigacion se enfocd en el estudio, analisis
y disefio de un conjunto de tareas, es decir tareas de aprendizaje que requieren agrupar
aspectos criticos (dimensiones de variacion) del objeto de apendizaje (resolucion de
ecuaciones de primer grado con dos incognitas en niimeros enteros) que, a su vez, toman
valores (no necesariamente numéricos) que varian, llamados caracteristicas criticas.

En un segundo momento el trabajo se concentr6 en la implementacion del conjunto de
tareas con los estudiantes. Para ello, se emple6 una metodologia constructivista a través de
experimentos de ensefianza, segln lo descrito por Cobb y Steffe (1983) para la investigacion
con sujetos individuales. Adaptamos esta metodologia a la investigacion sobre matematicas
en el aula (a la manera de Cobb et al., 1993).

La metodologia del experimento de ensefianza involucra la hipdtesis de lo que [el
alumno] podria aprender y de como encontrar formas de fomentar este aprendizaje (Steffe,
1991, p. 177). Entre los resultados importantes que se esperan obtener figura la relacion entre
los objetos de aprendizaje previsto (que denota las capacidades que el profesor quiere que los
alumnos desarrollen) y vivido (que manifiesta lo que realmente se aprende desde el punto de
vista de un alumno) que son inherentes a las tareas.

Debido a la amenaza de COVID-19 desde principios del 2020, nuestra escuela y todos
los centros educativos (en todo el mundo) se enfrentaron a la disyuntiva de como continuar
impartiendo sus cursos, mientras mantienen a su personal y estudiantes a salvo de una
emergencia de salud publica que se mueve rapidamente y que no acabamos de comprender
bien.

Muchas instituciones optaron por cancelar todas las clases presenciales, incluidas las

précticas en laboratorios y otras actividades de aprendizaje e investigacion, y solicitaron a
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los profesores que impartieran sus cursos en linea para ayudar a prevenir la propagacion del
virus que provoca COVID-19.

Transitar hacia un modelo de instruccion en linea supone la flexibilidad de ensefiar y
aprender en cualquier lugar y momento. Sin embargo, al migrar al aprendizaje en linea de
forma tan abrupta, tuvimos que tener en cuenta que las crisis y los desastres también crean
interrupciones en la vida de los estudiantes y los docentes, fuera de su papel en la escuela (en
nuestro caso por ejemplo, la falta de accesibilidad a un equipo informatico y la conectividad
a internet).

Quien esto escribe elaboro todas las actividades propuestas en este trabajo de tesis y
participo dirigiéndolas para que se pudieran llevar a cabo durante la pandemia por COVID-
19. Hodges et al. (2020) sefiala que se debe entender este cambio no como una educaciéon en
linea o a distancia sino como una educacion remota de emergencia (ERDE) que
probablemente no fue la prioridad de todos los involucrados y que hub6 estudiantes que no
pudieron incorporarse a los cursos de inmediato e incluso algunos desertaron.

Algunas de las actividades que se trabajaron con los estudiantes fueron realizadas por
medios informaticos (fueron enviadas a través de sus correos electronicos personales) de
manera asincronica, otras realizadas de manera presencial (en las instalaciones de la escuela)
y unas mas se elaboraron directamente en sus domicilios.

De tal manera, todo lo elaborado por los alumnos en las hojas de trabajo (aprendizaje
vivido) fue objeto de analisis y clasificacion. En concreto, utilizamos la taxonomia SOLO,
que es un acrénimo de las palabras Structure of the Observed Learning Outcome, es decir,
Estructura del Resultado Observado de Aprendizaje, elaborada por Biggs y Collis en 1982,
que se basa en la importancia de analizar y reflexionar sobre los resultados observables del
aprendizaje que los sitlia en niveles de complejidad cognitiva ascendente.

Los autores establecen cinco niveles: preestructural, uniestructural, multiestructural,
relacional, abstracta ampliada (Biggs, 2006, pag. 71) que van de un conocimiento superficial
a un conocimiento mas profundo. En este trabajo estos niveles nos sirvieron para clasificar
las respuestas de los estudiantes, con el fin de identificar refinamientos y validacion de

concepciones sobre el objeto de estudio, logradas o incluidas en el aprendizaje previsto.
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3.2 LA FUENTE DE LOS DATOS

Los datos recabados en este trabajo de tesis se recopilaron como resultado de una experiencia
en la ensefianza-aprendizaje de la resolucion en nimeros enteros de las ecuaciones de primer
grado con dos incdgnitas, con base en la teoria de la variacion, en la Escuela Preparatoria
Oficial (EPO Num. 171) de la zona oriente del Estado de México.

Durante los ultimos afios, la ensefianza de las matematicas en México ha
experimentado cambios significativos. Debido a las reformas educativas implementadas, por
razones histdricas y realistas, algunas caracteristicas tipicas de la educacion matematica en
Meéxico se destacan por ensefiar contenidos dificiles, enfatizando el rigor, la abstraccion y la
aplicacion de los algoritmos. Sin embargo, como resultado de la reforma de la educacion
matematica en todo el mundo, los contenidos de ensefianza estdn cambiando gradualmente
para adaptarse al interés de los estudiantes en el aprendizaje de las matemadticas y para
relacionarse con la vida real (INEE, 2017).

Al mismo tiempo, el método de ensenanza tradicional que enfatiza la practica se esta
moviendo gradualmente hacia el método de combinar aprendizaje y descubrimiento,
interaccidn profesor-alumno, aprendizaje cooperativo grupal, etc. En la misma medida, la
ensefianza con variacion se ha desarrollado con los tiempos.

Debido a la amenaza de COVID-19 desde principios del 2020, nuestra escuela y todos
los centros educativos (en todo el mundo) se enfrentaron a la disyuntiva de como continuar
impartiendo sus cursos, mientras mantienen a su personal y estudiantes a salvo de una
emergencia de salud publica que se mueve rapidamente y que no acabamos de comprender
bien.

Muchas instituciones optaron por cancelar todas las clases presenciales, incluidas las
précticas en laboratorios y otras actividades de aprendizaje e investigacion, y solicitaron a
los profesores que impartieran sus cursos en linea para ayudar a prevenir la propagacion del
virus COVID-19.

En ese sentido, los datos sobre las respuestas de los estudiantes se obtuvieron de las
hojas de trabajo (aprendizaje vivido). Algunas de las actividades que se trabajaron con los
estudiantes fueron realizadas por medios informaticos (fueron enviadas a través de sus
correos electronicos personales) de manera asincronica, otras realizadas de manera presencial

(en las instalaciones de la escuela) y unas mas se elaboraron directamente en sus domicilios.
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Se seleccionaron los datos de las cinco unidades de discernimiento que consideramos
en este trabajo de tesis para la ensefianza de las ecuaciones diofanticas lineales con dos
incognitas apoyandonos en la extension de la teoria de la variacion hecha por Leung. Esto se
llevo a cabo con un grupo de 35 estudiantes (entre 15 y 17 aflos) en mayo-julio del 2020 y

quien escribe esto fue su maestro de matematicas.

3.3 SELECCION DE LOS ESTUDIANTES

De acuerdo con los planes y programas del bachillerato general (INEE, 2017), la escuela
preparatoria oficial cuenta ademas de las Unidades Academicas de Conocimiento (UAC's)
de matematicas (I a VI, plan 2013) con talleres de matematicas (del I al IV, plan 2017) para
desarrollar el pensamiento l6gico matematico del estudiando al proponer alternativas de
solucion desde diversos enfoques priorizando las habilidades del pensamiento tales como la
busqueda de patrones o principios que subyacen a fenémenos cotidianos, la generacion de
diversas alternativas para la solucion de problemas, el manejo de la informacion, la toma de
decisiones basada en el andlisis critico de la informacion matematica, interpretacion de
tablas, graficas, diagramas y textos con simbolos matematicos que se encuentran en su
entorno, todo ello permitira tanto la argumentacion de propuestas de solucién como la
prediccion del comportamiento de un fendmeno a partir del anélisis de sus variables.

En consecuencia, la estrategia de ensenanza-aprendizaje y la evaluacion que diseie
el personal docente para realizar su practica educativa en las asignaturas que conforman el
campo disciplinar de matematicas deben girar en torno a problemas significativos para la
vida del alumnado, es decir no debe ser repetitivas o se resuelvan aplicando un procedimiento
modelo matemdtico que no tenga significado, dichas situaciones deben promover la
movilizacion de recursos diversos para el disefio de una metodologia de solucion.

Para esta investigacion se trabajo con los estudiantes de la UAC de matematicas II
(del segundo semestre) del ciclo escolar 2019-2020 de manera sincrona y asincrona por la
pandemia de COVID-19, y aunque se invitd a otros estudiantes de diferentes grupos de
segundo semestre a participar, no aceptaron. Dieciseis alumnos participaron de manera
continua en las sesiones virtuales (en parejas), mientras que el resto lo hizo de manera

esporadica. En la siguiente tabla se presenta informacion general sobre los participantes.
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Nombre Edad Semestre Genero

1. Dafné 15 Segundo Femenino Equipo 1
2. Nadia 16 Segundo Femenino

3. America 15 Segundo Femenino Equipo 2
4. Eduardo 16 Segundo Masculino

5. Ivan 16 Segundo Masculino Equipo 3
6. Liliana 16 Segundo Femenino

7. Monserrat 16 Segundo Masculino Equipo 4
8. Juan de Dios 15 Segundo Femenino

9. Sergio 16 Segundo Masculino Equipo 5
10. Jesus 16 Segundo Masculino

11. Flor 17 Segundo Femenino Equipo 6
12. Brenda 16 Segundo Femenino

13. Jaqueline 17 Segundo Femenino Equipo 7
14. Ariana 17 Segundo Femenino

15. Yarinka 16 Segundo Femenino Equipo 8
16. Gabriel 17 Segundo Masculino

Resto del grupo 20 estudiantes, que presentaron discontinuidad y entrega esporadoica de las tareas

Tabla 3.1 Informacion de los equipos participantes

3.4 DISENO DE LAS TAREAS DE APRENDIZAJE APLICANDO LA TEORIA DE LA VARIACION

La Teoria de la Variacion de Marton (2015), esta enfocada en las condiciones necesarias para
aprender, que estan relacionadas con el objeto de aprendizaje, su eleccion y secuenciacion.
Marton y Booth (1997) consideran que adquirir un conocimiento es encontrar nuevas formas
de vivir una experiencia relacionada con ese conocimiento.

En particular, en este trabajo de tesis el objeto de aprendizaje estriba en la resolucion
de ecuaciones de primer grado con dos incognitas en nimeros enteros y para que los
estudiantes adquieran un conocimiento sobre el tema la tarea que se afronta como parte de
esta investigacion es la del disefio did4ctico de una nuevas formas de vivir o de experimentar,
para los estudiantes sobre este conocimiento.

Marton y Booth destacan que una persona ha aprendido un objeto de aprendizaje o

proceso cuando es capaz de enfocar, de forma simultdnea y consciente, aquellos aspectos
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criticos (o dimensiones de variacion) de ese objeto de aprendizaje o proceso que le son
esenciales, dentro de un contexto dado. Mencionan que el aprendizaje es una funcion del
discernimiento, entendido como distinguir, mediante el intelecto, una cosa de otra o varias
cosas entre si, a través de la observacion de diferentes clases de variacion (contrastacion,
separacion, generalizacion y fusion), de los elementos entre ellos.

Los aspectos criticos del objeto de aprendizaje (aquello que se aprenderd) son aquellos
que permiten verlo como debe ser visto para ser aprendido de forma adecuada al contexto
(Marton, Runesson, & Tsui, 2004).

Haggstrom (2008), menciona que la persona que discierna mas aspectos criticos de un
objeto y mads relaciones entre ellos, podra hacer uso de ese objeto de mejores formas,
comparado con quien haya discernido menos aspectos criticos.

Lo (2012) sefiala que los estudiantes no pueden discernir de forma natural los aspectos
criticos, requieren que el profesor les provea las oportunidades de hacerlo, mediante la
eleccion y organizacion del objeto de aprendizaje. Los valores corresponden a las
caracteristicas, y la dimension de variacion corresponde al aspecto en este trabajo.

Un aspecto critico es, por lo tanto, una dimension critica de la variacién y una
caracteristica critica es un valor critico (Marton, 2015 p.47). Los aspectos criticos (o
dimensiones de variacion) toman valores (no necesariamente numéricos) que varian,
llamados caracteristicas criticas.

Por ejemplo, para resolver una ecuacion algebraica de primer grado en dos variables
en numeros enteros, un aspecto critico es que los coeficientes sean nimeros enteros. Valores
distintos en esa dimension, la de los coeficientes, da lugar lugar a que se abran otras
dimensiones de la variacion, incluidos los casos en el que el coeficiente independiente c es
uno, cero o distinto de de uno y cero. Aspectos y caracteristicas criticas son inseparables y,
por tanto, se disciernen de forma simultanea.

Segun como sea presentado y percibido, un aspecto se puede discernir de formas mas
0 menos precisas, lo cual afectara la forma en que se entiende y se usa. Una forma mas precisa
se logra mediante patrones de variacion e invariacion, segun propone Marton (2015), quien
advierte que, para que un alumno pueda discernir un aspecto critico de un objeto de

aprendizaje, es condicion necesaria que lo observe variar.
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Para el autor, el patron de variaciéon minimo, base de los demas, es el contraste, en el
que se involucran al menos dos aspectos, uno de los cuales varia y el otro no. El que varia es
sobre el que se llama la atencion del estudiante, es el que se desea que discierna. Por ejemplo,
si se desea ensefiar a distinguir una ecuacion de primer grado con dos incognitas con

coeficientes enteros de una que no lo es, se puede mostrar estas ecuaciones:

2x +3y=10 2x +32y=10
2

Elinico aspecto que varia es el coeficiente del segundo término, en la primera ecuacion
es un numero entero, y en la segunda ecuacion, el coeficiente del segundo término no lo es
(es un niimero racional o fraccion propia). Mediante este contraste, el estudiante identifica,
especificamente en estos dos ejemplos, cudl seria una ecuacion lineal con dos incognitas con
coeficientes enteros y cual no.

Los contrastes consecutivos llevan a la separacion y a la generalizacion, considerados
también patrones de variacion e invariacion. Después de observar distintos contrastes
similares al anterior, el alumno comienza a separar aquello que hace que una ecuacion lineal
con dos incognitas con ceofiecientes enteros lo sea y generalizarlo para identificar este tipo
de ecuaciones entre diversas ecuaciones lineales con distintas sub-estructuras. [para mayor
detalle acerca del uso del térrmino sub-estructura o estructura ver, Ascencio y Eccius-
Wellmann, 2019]

» Por ejemplo, en las siguientes tres ecuaciones comparandolas dos a dos (la
primera con la segunda y la primera con la tercera) se observan tres
caracteristicas distintas entre ella, a saber entre la primera y la segunda es
distinto el signo del coeficiente del segundo término, también el término
independiente c es distinto y en la segunda ecuacion solo aparece una incognita

la x.

1) 2x+3y=10 2) 2x-3=0 3) V2x—3y=15

En cada una de estas comparaciones, por ejemplo, comparando la primera ecuacion
con la segunda, se puede ver que aparentemente ambas tienen la misma estructura, porque

en ambas aparecen primer término, segundo término y término independiente. Sin embargo,
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en la segunda expresion no aparece la varibale y, y también cambia el signo del segundo
término, ademas de que el término independiente ¢ también cambia. Es la experiencia de
todos esos cambios lo que permite lo que el estudiante logre separar las caracteristicas que
son importantes en una ecuacion de primer grado en dos variables y con coefientes enteros.
Finalmente, el hacer variar dos o mds aspectos a la vez, lleva a un patrén de variacion
e invariacion llamado fusion (Marton, 2015). Por ejemplo, la fusion podria lograrse al
distinguir una ecuacién lineal con dos incognitas con coeficientes enteros de una ecuacion
cuadratica con coeficientes enteros. Cambia de grado la ecuacidén y de signo positivo a

negativo:

x>+ 8y =20 x—8y-20=0

Contraste _ Generalizacion _ Fusion

Figura 3.1. Secuencia pedagogica de los patrones de variacion

Olteanu y Olteanu (2012), por su parte, sugieren un nuevo patroén de variacion e
invariacion, al que llaman similitud (similarity), el cual permite identificar que dos
expresiones tienen el mismo significado, es decir, son dos formas, que se ven diferentes, pero

que expresan lo mismo, como en los incisos a y b siguientes:

a) 2x +4y =16 y %(4x+8y=32)

b) (a + b)(a-Db) y a’—b?

Sumado a la determinacion de los aspectos criticos y de los patrones de variacién con
los que é€stos se presentardn a los alumnos, el disefio de una actividad o serie de actividades
puede incluir un andamiaje, el cual implica pequefias variaciones que llevan a pequefios
avances en el aprendizaje, graduados por las actividades que dirige el profesor, segin sefialan

Gu, Huang y Marton (2004).
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Ellos indican que el andamiaje pone énfasis en el proceso y la jerarquia del aprendizaje.
Aplicar el andamiaje en el salon, significa que los estudiantes avanzan exitosamente de su
nivel actual de conocimiento hacia el siguiente a través de un disefio instruccional efectivo,
conocido como Pudian en China (Huang & Li, 2017).

En la ensenanza con variacion en China se hace, ademas, una distincioén entre la
variacion conceptual y la variacion procedimental en el momento de elaborar las actividades.
Lai y Murray (2012) observaron como las estrategias de variacion procedimental apoyaron
el aprendizaje significativo en los alumnos, al enfocar intencionadamente, dentro de las
actividades que éstos realizan, conexiones sustantivas y no arbitrarias entre conocimientos.

En esta tesis la variacion procedimental se incluye en el disefio de las tareas 4A, 4By
4C. De tal manera, que ahi se puede ver que al hacer variar el coefiente c, ya sea diferente de
cero o uno, para encontrar una solucion particular se utilizan tres tipos de procedimientos
matematicos: (i) criterios de multiplicidad o divisibilidad (p.115); (ii) criterio de cifras
terminales (p.119); y (iii) criterio de la division (p.123).

En la tarea siete se hace variar nuevamente el coeficiente ¢ siendo igual a 1, de modo
que para encontrar una solucidn particular se aplica otra variacion procedimental al utilizar
como procedimiento el algoritmo de Euclides.

Por su parte, Kullberg, Kempe y Marton (2017), sefialan que, mediante el analisis de
las actividades de ensefianza-aprendizaje bajo el marco de la teoria de la variacion se puede
identificar las caracteristicas criticas que serdn mas facilmente discernible por el alumno, por
haber sido adecuadamente enfocadas y tematizadas, y lo que no.

Por lo tanto, este marco permitié tanto revisar actividades ya existentes para
complementarlas y que incluyeran las posibilidades de aprender necesarias, como crear
actividades completamente nuevas. En este trabajo de tesis se dieron ambas situaciones al
disefiar y construir las actividades de ensefianza-aprendizaje con las que trabajaron los
estudiantes.

El que la Teoria de la Variacion esté centrada en el objeto de aprendizaje hace que sea
adecuada para buscar aprendizajes mas ordenados, reflexionados, significativos y en este
trabajo con un mayor analisis de las estructuras observadas de las ecuaciones de primer grado

con dos incdgnitas en nimeros enteros y que, a la vez, se eviten cierto tipo de errores (por
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ejemplo, confundir coeficientes y variables) mediante la presentacion de contrastes de
ejemplos y contraejemplos.

En ese sentido, Marton (2015) considera que la gran mayoria de las fallas para entender
el objeto de aprendizaje derivan de que el estudiante no observo las diferencias que era
necesario que percibiera. También advierte que, si bien el entendimiento no provoca una
accion, una accion expresa el entendimiento. Esto puede interpretarse como que los
procedimientos de respuesta de los alumnos a las tareas muestran las estructuras que
discernieron y los procesos que eligieron debido a dicho discernimiento, es decir, muestran
su nivel cognitivo de las ecuaciones algebraicas, en nuestro caso de acuerdo con la taxonomia
SOLO.

El objeto de aprendizaje (matematico) principal en esta tesis es la busqueda de las
soluciones enteras (particular y general) de las ecuaciones diofanticas lineales del tipo ax +
by = ¢, donde a y b son nimeros enteros diferentes de cero y ¢ un numero entero cualquiera.

El aprendizaje previsto en el conjunto de tareas de aprendizaje, es que los alumnos
discernan los aspectos criticos avanzando en el reconocimiento de las caracteristicas criticas
que a su vez abren diferentes dimensiones de variacion y tipos de procedimientos o de trabajo
matematico, por ejemplo el desarrollo de las propiedades de los nimeros enteros y el

algoritmo de Euclides para llegar a:

1. (Coémo son los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas?
2. (Cuéndo tiene solucién entera? (M.C.D de (a, b))
3. En caso de tener solucion, ;como encontrarla? (Solucion particular)

4. ;Cudntas soluciones tiene la ecuacion? (Modelo general)

Esta estructura elegida apoya la facilitacion del conocimiento matematico y
pedagbdgico de los alumnos de bachillerato, ofrece la oportunidad de experimentar
matematicas desafiantes (etapa de trabajo individual), apoya la socializacion (trabajo en
grupos pequefios y etapas de discusion reflexiva), promueve la capacidad de los alumnos
para reflexionar sobre sus experiencias de aprendizaje y ensefianza, asi como sobre su

crecimiento personal (etapa de discusion reflexiva).
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El proceso inicial de la construcciéon del conjunto de tareas de aprendizaje fue
compatible con lo descrito por Watson y Mason (2006) para disefar secuencias de ensefanza
de ejercicios basados en las percepciones (presuntas) de los estudiantes.

Especificamente, se comenzo a partir del anélisis de como se representan los aspectos
y caracteristicas criticas elegidos en los libros de texto y en la ensefianza tradicional con los
maestros (que imparten matematicas en nuestra escuela), asi mismo se incluyo decisiones
sobre qué variaciones controladas debieron considerarse para que los estudiantes "pudieran
observar regularidades y diferencias, desarrollar expectativas, hacer comparaciones, tener
sorpresas, evaluar, adaptar y confirmar sus conjeturas dentro de cada tarea" (ibid, p. 109).

Como parte del andamiaje en este estudio y debido a la pandemia por COVID-19 se
aprovecho la tecnologia a favor del aprendizaje, fuera de una educacion convencional
(presencial), a partir del uso que los jovenes le dan al video tutorial (en youtube).

Se presenta esta herramienta como un medio mdas para el proceso de aprendizaje
independiente y como estrategia de aprendizaje ante la emergencia sanitaria, ya que el video
tiene esa caracteristica especial que ilustra lo que se estd contando, de ver como se hace,
poderlo grabar y después reproducir al antojo del usuario. Lo anterior nos lleva a examinar
la utilidad de los videotutoriales como herramientas que superan la limitacion de la
presencialidad obligatoria (Castillo y Carrillo, 2012: 69).

En la siguiente figura se presenta un bosquejo general de la determinacion de los
aspectos y caracteristicas criticas, los contrastes y los patrones de variacion e invariacion
necesarios para tematizar la resolucion de las ecuaciones diofanticas lineales, como propone
la Teoria de la Variacion (Marton, 2015).

Se muestran también algunas dimensiones de variacion conceptual y procedimental

que se abren dentro del objeto de aprendizaje previsto.
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Figura 3.2. Representacion de los aspectos y caracterirticas criticas del objeto de aprendizaje

3.4.1 UNIDADES DE DISCERNIMIENTO

Leung (2012, p.436) propuso la idea de una unidad de discernimiento que representa una
unidad de un proceso pedagogico impulsado por los cuatro tipos de conciencia Contraste,
Separacion, Generalizacion y Fusion (C, S, G y F) provocados en una interaccion de
variacion. Segin Leung, en una situacion pedagdgica, estos cuatro tipos de interaccion de
variacion actiian juntos de manera concertada para generar discernimiento, como se muestra

en la Figura 3.3.
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Fusion: Conocimiento simultaneo de los aspectos y/o dimensiones criticas de la variacion.

Contraste } D Generalizacion

Figura 3.3. Una unidad de discernimiento impulsada por los tipos de interaccion de variacion

Seglin Leung (2012, p.437), las flechas circulares y el rectdngulo punteado indican
que existe una interaccidn mutuamente mejorada entre el contraste y la generalizacion para
generar conciencia de las dimensiones de variacion o aspectos criticos. Leung postula que el
proceso de comprension matematica estd secuenciado por una cadena de interacciones de

variacion en las que la simultaneidad y el foco de atencidn juegan roles criticos (Figura 2).

Unidad de discernimiento uno Unidad de discernimiento dos Unidad de discernimiento tres

Figura 3.4. Una secuencia temporal pedagogica sobre la comprension de un objeto matematico de aprendizaje

Cada una de las unidades de discernimiento de la Figura 2 representa un concepto
matematico en desarrollo que se fusiona mediante un proceso de contraste y generalizacion

impulsado por la separacion, como se muestra en la Figura 3.
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Matematicamente primitivo

Matematicamente formal

Figura 3.5. Un modelo de pedagogia matematica basado en la variaciéon

Este modelo pedagdgico (Figura 3.5) muestra como una leccion o serie de lecciones
consiste en una secuencia de interacciones de variacion que aumenta en niveles sofisticados
de contraste, reflejando la evolucién de una idea desde la etapa primitiva a una etapa
matematica mas formal.

A continuacion en la siguiente figura se presentan las cinco unidades de discernimiento
que consideramos en este trabajo de tesis para la ensefianza de las ecuaciones diofanticas

lineales con dos incdgnitas apoyandonos en la extension de la teoria de la variacion hecha

por Leung.
Unidad de Discernimiento Unidad de Discerimlento Unidad de Discernimiento Unidad de Discernimiento Unidad de Discernimiento
Uno Dos Tres Cuatro (inco
{Como son o ’ . ; ’ En caso de tener solucidn, » {Cudntas soluciones tiene » Resolucidn de problemas
coeficientes en una aménd:::er:’soluaén <Como encontrarla? |a ecuacion? €on ecuaciones
ecuacion diofantica lineal ) (solucion particular) (modelo general) diofanticas lineales
con dos incognitas?

Figura 3.6. Unidades de discernimiento

En particular, la descripcion detallada de los diferentes episodios de ensefianza sugeridos por

las cinco unidades de discernimiento, se presenta enseguida.
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3.4.2 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO UNO

. Como son los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incégnitas?

Episodio de ensefianza 1: Una ecuacion lineal con dos incognitas es una igualdad del tipo
ax + by = ¢ donde a y b son nimeros y 'x’e "y’son las incdgnitas. Una solucion es todo par
de nimeros que cumple la ecuacion. La cuestion que vamos que enseguida vamos a responder
es: Como son los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas?

Para responder a esta primera pregunta, utilizamos la siguiente proposicion:

Una ecuacion diofantica lineal (EDL) con dos incognitas es una igualdad que tiene
la siguiente forma: ax + by = ¢ donde a y b son nimeros enteros diferentes de cero y ¢ un
nimero entero cualquiera, «x» e «y» son las incognitas o variables que deberdn tomar valores
enteros. Notese que en una ecuacion lineal, ninguna de las variables tiene exponentes
mayores a 1 (véase la figura 3.7).

Coeficientes enteros # de 0

aw, Coeficientes y Variables o
Incognitas

Variables o incognitas enteras

Figura 3.7. Coeficientes y variables o incognitas enteras

En la Figura 3.8 se muestra la primera parte del modelo pedagogico que se ha
implementado en esta tesis; consiste en interacciones de variacidn que posteriormente se
concretan en las actividades que aparecen mas adelante en la tabla de contenido de la tarea 1
y que estan enfocadas a determinar cuando los coeficentes son enteros en ecuacion diofantica
lineal con dos incognitas. Esto es, en este primer episodio de ensefianza, la simultaneidad y

el foco de atencion han jugado roles criticos.
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en que cada ecuaci que todos los

algebraica puede poscer

coeficientes son enteros
al escribirla en el
“formato estindar" (ax +
by =c¢).

o no coeficientes enteros
y una o mis incognitas.

Figura 3.8. Una unidad de discernimiento para determinar ;Como son los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal
con dos incégnitas?

3.4.2.1 DISENO DE LA TAREA 1

Skemp (1976), sefiala la importancia de ensefiar las matematicas de forma relacional, en la
que el alumno comprenda las relaciones entre los elementos antes de operar. Advierte que es
facil ensefiar de forma instrumental (seguir reglas sin razonar), con la que se logran
desempefios aceptables rapidamente, aunque no perdurables.

Ensenar de forma relacional, por el contrario, tiene las ventajas de permitir adaptar lo
aprendido a nuevas tareas y de que el aprendizaje sea mas sencillo de recordar. Es
conveniente que en esta tarea 1 se logre dejar de ver a los operadores como una operacion
que debiera hacerse (interpretacion procedimental) y se le dé a la expresion una interpretacion
estatica (relacional) para que las manipulaciones algebraicas (que haremos mas adelante en
las tareas), como las sustituciones de variables, puedan hacerse adecuadamente, como sugiere
Freudenthal (1983).

Ademas de los operadores, el signo igual también puede ser visto de forma meramente

procedimental, lo cual complica la transicion de la aritmética al dlgebra. Burgell y Ochoviet
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(2015) resaltan la importancia de fomentar en los alumnos una vision relacional del signo
igual, mediante actividades no estandar (como las propuestas en esta tarea).

Esta Tarea 1 (ver Anexo 1) se disefio con base a la Teoria de la Variacion (Marton,
2015) y el andamiaje que se promueve en la ensefianza con variacion china (Gu et al., 2004),
donde se incluyeron contrastes, variaciones y andamiajes cuidadosamente planeados,
mismos que son mas utiles para integrar la posterior manipulacion de expresiones algebraicas
donde se requiere que los estudiantes conozcan bien las reglas, propiedades y convenciones
con respecto a los nimeros y signos de operacion.

En esta tarea se presentan una serie de ecuaciones algebraicas, en conjunto con algunos
contrastes basicos, que permiten una mejor focalizacion entre lo que varia (los coeficientes)
y lo que permanece invariante (las variables o signo de operacion), al identificar algunas
diferencias entre ellas, asi como la diferencia entre coeficientes y exponente y entre reducir
y simplificar.

Para su disefio tambien se tomaron en cuenta algunos de los errores comunes que
cometen los estudiantes y las caracteristicas propias del objeto de aprendizaje para la
determinacion de los aspectos criticos (Ec. diofantica vs Ec. No diofantica), los contrastes y
los patrones de variacion e invariacion necesarios para tematizarlos, como propone la Teoria
de la Variacion (Marton, 2015).

Asi mismo se fomentd el analisis de las caracteristicas criticas y los procesos
algebraicos (p.e. reduccion de términos semejantes) mediante la observacion de las
diferencias y similitudes entre, por ejemplo, pares o grupos de expresiones algebraicas y sus
correspondientes simplificaciones u operaciones, a través de patrones de variacion
propuestos con ese fin (contraste, separacion, generalizacion y fusion —ver figura 3.8).

En las tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.2, 3.3, 3.4) se muestra un
bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea 1. Empezando por detallar
cudles fueron los primeros aspectos y caracteristicas criticas en una ecuacion diofantica

lineal.
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Aprendizaje Previsto Contenido Evidencias

(Como son los coeficientes en una ecuacion | Aspecto critico Soluciones escritas de los

diofantica lineal con dos incognitas? Ec. Diofantica lineal ys No Ec. Diofantica | alumnos en las hojas de
. . lineal trabajo.

Identificar que los coeficientes a, by ¢ Caracteristicas criticas

pertenecen a los niimeros enteros. Coeficientes enteros

Identificar que la expresion contiene dos a) 4x+3y=25 Fotografias.

incognitas. b) 4x+3=25

Dlscemr que en una ecuac;lc')n lineal, ¢ 1.9x2y=10

ninguna de las variables tiene exponentes d)  2x-2y=10

mayores a 1.

Emplear las reglas basicas del algebra para .
reorganizar, combinar o simplificar los Ec. del tipo Id. Bezout
términos y obtener el formato estindar ax e) 9x2y=l
thy=c. f) 9X-§y=1

Coeficientes enteros e incognitas o
variables lineales

a) Sx+y=34
b) V5x-y=25
¢c) x—-3y—-20=0
d) x>-3y=20

€) 2x3+5y-3z=120
f) 2x+5y-3x=120

a) (48x+36y=48)

b) 23x+4y-7x=-3y+15
c) y=-2x+8

d) >(42x+36y=48)

e) 15x+10y—20=0

) x2-3x=20

Tabla 3.2. Primeros aspectos y caracteristicas criticas en una ecuacion diofantica lineal

En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante el primer episodio de ensefianza.

Actividades de ensefianza-aprendizaje Patrones de Variacion Materiales y recursos
didacticos

Identificar los coeficientes a, b y ¢ de las | Constraste Hojas de trabajo

ecuaciones propuestas. Variacion en los coeficientes a, by ¢

Variacion en los signos de operacion (+/-) Computadora

Identificar cual de las expresiones contiene

dos incognitas. Separacién

Variacion en la estructura de la expresion | Calculadora
algebraica, los coeficientes y exponentes

Determinar cual de las ecuaciones | 4ol término ax:

propuestas son ecuaciones diofanticas
lineales con dos incognitas.
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Generalizacion
Variacion en la forma estandar de escribir
las ecuaciones (estructura).

Fusion

Conocimiento simultaneo de la estructura
de una ecuacion de primer grado con dos
incognitas con coeficentes enteros.

Tabla 3.3. Patrones de variacion en el primer episodio de enseflanza

Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas
o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 1.

Ec. diofantica vs Ec. No diofantica El alumno debe contrastar y/o discernir

4x + 3y =25 4x+3=25 Dos ecuaciones de primer grado con coeficientes enteros y
s6lo una con dos incognitas (variacion en el término by).

1.9x -3y =10 2x-2y=10 Dos ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas y solo
una con coeficientes enteros (variacion en el término ax).

9x-2y=1 9X_ZF1 Dos ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas y solo
3 una con coeficientes enteros (variacion en el término by).

5x+y=34 V5x—-y=25 Dos ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas y s6lo
una con coeficientes enteros (variacion en el término ax).

x—-3y—-20=0 x?-3y=20 Dos ecuaciones con dos incognitas y coeficientes enteros,

2x* + 5y —3z=120

2x + 5y —3x =120

so6lo una de primer grado y estructura distinta..

(el estudiante debera emplear las reglas basicas del algebra
de forma que se pueda reorganizar, combinar o simplificar
los términos y obtener el “formato estdndar” ax + by = c)

~(48x +36y =48)

23x+4y - T7x =3y
+15

y=-2x+38

~(42x +36y = 48)

Dos ecuaciones de primer grado con coeficientes enteros y
estructura distinta.

(el estudiante deberd emplear las reglas basicas del
algebra de forma que se pueda reorganizar, combinar o
simplificar los términos y obtener el “formato estdndar” ax
+by=c)

I5x+ 10y —-20=0

x> —3x=20

Dos ecuaciones con dos incognitas y coeficientes enteros,
s6lo una de primer grado y estructura distinta.

(empezar por escribirla en lo que se conoce como el
"formato estandar"” ax + by =)

Tabla 3.4. El contenido de la Tarea 1 en relacion contrastacion o discernimiento
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En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente
vertidas en hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales enseguida, se muestra

un extracto (ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).

Tarea l

1. Veamos inicialmente las siguientes ecuaciones y determinemos cual de ellas pertenecen a las ecuaciones lineales
con dos incognitas y con coefiecientes enteros:

4x +3y =25 4x+3=25

a b © a b c
Tiene coeficientes enteros? (Tiene coeficientes enteros?
Es una ecuacion con dos incdgnitas? (Es una ecuacion con dos incognitas?

1.9x-2y=10 2x -2y =10

a b © A b C
Tiene coeficientes enteros? (Tiene coeficientes enteros?
Es una ecuacion con dos incdgnitas? (Es una ecuacion con dos incognitas?

(Cuando una ecuacion tiene dos incognitas?

(Cuando una ecuacion tiene coeficientes enteros?

Figura 3.9. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la primera tarea

3.4.3 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO DOS

,Cuando tiene solucion entera?

Episodio de ensefianza 2: Una vez que hemos determinado en la tarea 1 como son los
coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incdgnitas. La cuestion que ahora
vamos a responder es: jcuando tiene solucion entera?

Para responder a esta pregunta, se disefio la tarea 2A y 2B donde se focaliz6 la atencion

de los estudiantes en el siguiente aspecto critico:

Proposicion. La ecuacion diofantica ax + by = ¢ tiene solucion si y sélo si d |c, donde d =
M.C.D de (a, b).
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En la Figura 3.10 se muestra la segunda parte del modelo pedagdgico que se ha
implementado en esta tesis. Consiste en interacciones de variacion que posteriormente se
concretan en las actividades que aparecen mas adelante en la tabla de contenido de la tarea
2A y que estan enfocadas a determinar cuando una ecuacion diofantica lineal tiene soluciones
enteras; esto es, en este segundo episodio de ensefianza, nuevamente la simultaneidad y el

foco de atencion han jugado roles criticos.

Separacién:  tomar
conciencia  sobre el
MCD de (a, b) de las
expresiones algebraicas,
al variar los coeficientes

Fusion: conocimiento '
i ay b sistemdticamente

simultineo del cociente entre
¢| MCD (a, b) para determinar
si la ecuacion tiene soluciones
enteras.

en relacibn con el
término independiente c.

Generalizacion:

determinar que cuando se

Contraste: centrarse
en la  estructura y

representacion tiene una EDL hay que
(simbolica ¢ iconica) de i | empezar por obtener el
las ecuaciones | T TTTTTTTTTTTTTITTTTITTTTTTTE MCD de (a, b) y ver si el

algebraicas, las cuales cociente entre ¢/ MCD (a, b)

poseen coeficientes @ €5 exacto.
enteros v exponentes 1.

Figura 3.10. Una unidad de discernimiento para determinar ;Cuando tiene solucion entera?

3.4.3.1 DISENO DE LA TAREA 2A

Molina (2010), explica que, si al realizar una operacién o resolver una ecuacion se emplea
un procedimiento estandar aprendido, sin detenerse a analizar las caracteristicas particulares
(en nuestro caso las caracteristicas criticas) del objeto de aprendizaje en cuestion, se trabaja
bajo un enfoque procedimental.

En cambio, si se realiza un analisis previo de las caracteristicas criticas de las
expresiones (p.e. su estructura) y al llevar a cabo la actividad se les toma en cuenta, entonces
se trabaja bajo un enfoque estructural. Este autor propone, por tanto, promover el habito de

la observacion y el andlisis de caracteristicas particulares (criticas) de las expresiones antes
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de iniciar la manipulacion, con el fin de fortalecer el enfoque estructural, que permita un
trabajo mas significativo con expresiones aritméticas y algebraicas y evite algunas de las
dificultades que los alumnos encuentran en el aprendizaje y transicion entre ambas.

En ese sentido, esta tarea 2A (ver Anexol), se disefio de acuerdo a la secuenciacion
pedagdgica de los patrones de variacion sefialados por Marton (2015) contraste, separacion,
generalizacion y fusion. Se consider6 el aspecto critico (tiene solucion vs no tiene solucion)
y las caracteristicas criticas (ecuaciones diofanticas lineales del tipo, generales).

En la primera parte de esta tarea se presentan algunos contrastes basicos, que permiten
una mejor transicion del aritmética al algebra, al identificar algunas diferencias entre las
ecuaciones propuestas, variando una caracteristica critica (los signos de operacion de las
ecuaciones) y manteniendo invariante los coeficientes a, b y el término independiente c.

En el disefio también se considerd que: los estudiantes identifiquen los coeficientes (a,
b y el término independiente ¢) de las ecuaciones, encuentren el M.C.D de (a, b) y realicen
la division ¢ / M.C.D de (a,b). Posteriormente se solicita que encuentren algunas soluciones
en numeros enteros de las ecuaciones propuestas utilizando el procedimiento de tanteo, de
tal manera que logren formular conjeturas sobre las posibles soluciones enteras y las prueben.

En la segunda parte de esta tarea 2A, se avanzo6 hacia una variacion por separacion y
generalizacion, al cambiar la estructura de la ecuacion propuesta, donde los coeficientes a y
b son ahora nimeros pares y el término independiente ¢ impar. De tal manera que
focalizamos ahora la atencién de los estudiantes en el M.C.D de (a, b), el cual es un nimero
par y no divide de manera exacta al término independiente c. Por lo que, la ecuacion no tiene
solucion.

Marton (2015), sefiala que los contrastes consecutivos llevan a la separacion y a la
generalizacion. Después de observar distintos contrastes similares al anterior, el alumno logra
separar (en nuestro caso) aquello que hace que una ecuacion diofantica lineal con dos
incognitas tenga solucidon y generalizarlo para identificar las ecuaciones que si tienen
solucion al momento de variar distintas caracteristicas criticas (como los coeficientes a y b).

Finalmente, en la tercera parte de esta tarea 2A se proponen tres ecuaciones, donde lo
que varia ahora es el término by, quedando invariante el coeficiente a y el término

independiente c. Focalizando la atencion de los estudiantes en las variaciones, para discernir
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que el M.C.D de (a, b) de una de las ecuaciones no divide de manera exacta al término
independiente c, por lo que dicha ecuacion no tiene solucion en niimeros enteros.

En consecuencia, el disefio de esta tarea 2A con la aplicacion de estos patrones de
variacion pretende lograr la fusion y que los estudiantes logren el aprendizaje previsto que
es discernir la caracteristica critica de que una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas
tiene solucion si y sélo si el M.D.C de (a, b) divide a ¢ de manera exacta.

Para esta tarea se aprovecho el uso de la tecnologia a favor del aprendizaje, fuera de
una educacion convencional (en este caso, debido a la pandemia por COVID-19), a partir del
uso que los jovenes le dan al video tutorial (en youtube) y que se presenta esta herramienta
como un medio para el proceso de aprendizaje independiente, en los 2 videos se presentan se
muestra una breve introducion a las ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas y
como encontrar algunas soluciones enteras por tanteo.

Asi pues, en las tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.5, 3.6 y 3.7) se muestra
un bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea 2A. Empezando por ahondar
cudles fueron los aspectos y caracteristicas criticas en la determinacion de cuando una

ecuacion diofantica lineal tiene solucion entera.

Aprendizaje Previsto Contenido Evidencias

Discernir que una ecuacion diofantica lineal | Aspecto critico Soluciones escritas de los alumnos en
con dos incdgnitas tiene solucion sélo si el Tiene sol. vs No tiene sol. las hojas de trabajo.

Maximo Comun Divisor de a y b divide a ¢

de manera exacta. Caracteristicas criticas

Ec. Diofanticas generales Fotografias.

Discenir la aplicacion de las propiedades de | 2 ecuaciones lineales
los ntimeros enteros.

a) xty=7
(#par por # par es igual a un # par) b) x-y=7
(#par por # impar es igual a un # par)
(#par mas # par es igual a un # par)
(#par menos # par es igual a un # par) 1 ecuacién lineal
(#par mas # impar es igual a un # impar) g) 2x+10y=17

(#impar menos # impar es igual a un # par)
3 ecuaciones lineales
g 2x-5y=9
h) 2x-6y=9
i) 2x-7y=9

Tabla 3.5. Aspectos y caracteristicas criticas para determinar si una ecuacion diofantica lineal tiene solucion entera
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En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la primera parte de este segundo episodio de ensefianza.

Actividades de ensefianza-aprendizaje Patrones de Variacion Materiales y recursos didacticos
Identificar los coeficientes a, b y ¢ de las | Constraste Hojas de trabajo
ecuaciones propuestas. Variacion en los signos de

operacion (+/-). Computadora

Encontrar el MCD de (a,b) S ‘s
eparacion

o Variacion en los coeficientes a y b | Calculadora
Dividir el MCD de (a,b) entre ¢ en relacién con el coeficiente c.
Encontrar algunas soluciones (Xo, yo) en | Generalizacion

nimeros enteros de las ecuaciones | Variacion en los coeficientes a, b
diofanticas utilizando el procedimiento de | y c.

tanteo, formulando sus conjeturas y | Variacion en el MCD de (a, b)
probandolas.
Fusion

Variacion del cociente entre c|
MCD (a, b) para determinar si
tiene o no soluciones enteras.
Videos Tutoriales https://youtu.be/oUXlghkt]JGo
https://youtu.be/fZfmWyt0d8U

Determinar cuando tiene solucion entera.

Tabla 3.6. Patrones de variacion en el segundo episodio de ensefianza

Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas
o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 2A.

Tiene sol. ys No tiene sol. El alumno debe contrastar y/o discernir

x+y=7 x—y=7 Dos ecuaciones de primer grado con dos
incognitas y coefientes enteros. Ambas con
soluciones enteras (variacion en el signo de
operacion).

2x + 10y =17 Una ecuacion de primer grado con dos incognitas
y coeficientes enteros. Sin soluciones enteras
(variacion en los coefieciente a y b pares y el
término independiente ¢ impar. Por lo que, el
M.C.D de (a, b) no divide de marera exacta a c.
2x -5y =9 2x -6y =9 2x -7y =9 Tres ecuaciones de primer grado con dos
incognitas y coefientes enteros. Solo dos con
soluciones enteras (variacion en el término by y
del M.C.D de (a, b)).

Tabla 3.7. El contenido de la Tarea 2A en relacion contrastacion o discernimiento
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En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente
vertidas en hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra

un extracto (ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).

1.Deseamos encontrar todas las parejas de enteros (X, y) que satisfagan la siguiente ecuacion.

Consideremos la ecuacion: x+y=7

Coeficientes a b c

Encuentra el Maximo Comun Divisor de (a, b)

M.C.D. (a, b)

(EIM.C.D. (a, b) divide de manera exacta al coeficiente c? c
M.C.D
(La ecuacion propuesta tiene solucion entera? Jen que te basas para dar tu respuesta?

Figura 3.11. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la tarea 2A

De acuerdo con Leung (2012), una pedagogia matematica que se basa en la variacion
es aquella que a propdsito proporciona a los estudiantes medios para experimentar la
variacion a través de, por ejemplo, herramientas concretas, representacion multiple de un
concepto, un ejercicio disefiado estratégicamente, etc. para crear un ambiente de aprendizaje
matematicamente rico que permite a los estudiantes discernir variantes.

En el disefio de esta tarea, la raiz de la variacion es observar las relaciones producidas
entre las partes y el todo mientras el foco de atencion cambia, y descubrir qué cambia entre
estas relaciones.

Matematicamente hablando, esto es similar a discernir la relacion entre variables

contextuales; es decir, posibles aspectos que pueden variar en una situacidbn matematica,
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mientras que pedagogicamente, esto significa que el maestro debe decidir cuando enfocarse
en qué aspecto debe variar para lograr el resultado de aprendizaje previsto.

En esta tarea también se consider6 comprender el concepto erroneo de los alumnos y
las diferentes estrategias de los alumnos para resolver problemas de ecuaciones algebraicas.
De acuerdo a Ekawati, R., & Lin, F.L. (2014), los docentes no siempre estan conscientes de
estos factores debido a su practica, no les dan la oportunidad a los estudiantes de lidiar con
ideas erroneas y diferentes estrategias propuestas de los estudiantes.

En ese sentido, los planes y programas del bachillerato (INEE, 2017) sefialan que este
hecho promueve la actitud de sustentar una postura personal con base en los argumentos
construidos para dar una respuesta matematica que no solo refiera a la implementacion de
una operacion y/o, regla, sino que se sustenta en una racionalidad contextualizada que

fundamenta su argumentacion (p.98).

3.4.3.2 DISENO DE LA TAREA 2B

Las actividades de aprendizaje y ensefianza de las matematicas deben disefiarse para ayudar
a los estudiantes a ver las relaciones entre las diferentes formas del mismo problema (Gu,
Huang & Marton, 2004; Mok, 2009; Mok & Lopez-Real, 2006), permitiéndoles acercarse a
los conocimientos previos desde diferentes perspectivas (Gu, Huang y Marton, 2004; Ling y
Marton, 2012).

En algebra, los conceptos deben presentarse de forma numérica, grafica, algebraica y
descriptiva simultaneamente (NTCM, 2000); y la descripcidon se puede presentar
implicitamente. Es mdas probable que los estudiantes construyan una comprension mas
completa cuando construyen relaciones entre las cuatro representaciones (NTCM, 2000).

En ese sentido, Duval (2006) sefiala que las conversiones son transformaciones de
representaciones que consisten en cambiar un registro sin cambiar el objeto que se denota:
por ejemplo, pasar de la notacion algebraica de una ecuacidn a su representacion grafica,
pasar de la declaracion del lenguaje natural de una relacién a su notacién utilizando letras
etc. (p. 112).

Especificamente, una de las consideraciones involucradas en el disefio de esta tarea 2B

fue crear varias oportunidades para que los alumnos reconocieran los mismos objetos
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matematicos, descritos por medio de diferentes representaciones (variacion por contraste).
En términos de la teoria de la variacion de Marton (2015), se podria decir que las
conversiones requieren discernir un aspecto critico invariable, que es el mismo objeto
matematico cuando otro aspecto critico, que es el registro de la representacion, es variado.

En esta tarea 2B se presentaron dos ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas
(del tipo, id. Bezout y generales) y su representacion grafica en el plano cartesiano (utilizando
Geogebra), permitiendo tener un patrén de variacién por contraste entre su representacion
simbolica y grafica.

Se focalizo la atencion de los estudiantes en las caracteristicas criticas (soluciones
enteras) que corresponden a los pares (X, y) € Z de larecta 2x + 3y =2 ((—5,4), (-2,2), (1,0),
(4,-2), (7,74)). Se pidid a los estudiantes tomar al menos un par (Xo, yo) para probar y
demostrar que efectivamente cumplen con la igualdad en la ecuacion y son solucion. Por otro
lado, en el caso de la recta correspondiente a la ecuacion 6x — 3y =1, no se presentan los pares
(X0, Yo), que podrian corresponder a las soluciones. Por lo que, se les cuestiond si ¢tendria
alguna? En este caso, se pidio a los estudiantes que conjeturaran y probaran.

Este disefio permitio a los estudiantes observar la relacion entre cantidades y graficos,
y admitir diferentes puntos de vista y representaciones del concepto matematico (Heid, 1995;
Yerushalmy & Chazan, 2008). La variacion en la representacion ayudo en la operatoria a
realizar, prestando entonces atencion (focalizando) plena a la ubicacion de los puntos (Xo, yo)
como solucion entera de las ecuaciones en si mismas, sin que los calculos los dispersaran.

Como lo sefalaron Gu et al. (2004), la ensefianza con variacion ayuda a los estudiantes
a desarrollar una comprension profunda de un concepto desde multiples perspectivas. En las
tres tablas que aparecen a continuacidon (tabla 3.8, 3.9 y 3.10) se muestra un bosquejo
detallado de las diferentes componentes de esta tarea 3. Empezando por detallar cudles fueron
los aspectos y caracteristicas criticas en la determinacion de cuando una ecuacion diofantica

lineal tiene solucion entera (representacion grafica).
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Aprendizaje Previsto Contenido Evidencias

Discernir que una ecuacion diofantica | Aspecto critico Soluciones escritas de los alumnos
lineal con dos incognitas tiene solucion | Tiene sol. yvs No tiene sol. en las hojas de trabajo.
solo si el M.C.D de (a,b) divide a ¢ de
manera exacta. Caracteristicas criticas
Fotografias.

Ec. diofantica general e Id. de
Discernir que en la representacion grafica | Bezout

de las ecuaciones algebraicas, la
interseccion (entera) de puntos (Xo, Yo) €n | 2 ecuaciones lineales
el plano cartesiano  representan las a) 2x+3y=2
soluciones en niimeros enteros. b) 6x-3y=1

Representacion grafica

Tabla 3.8. Aspectos y caracteristicas criticas para determinar si una ecuacion diofantica lineal tiene solucion entera

En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la segunda parte de este segundo episodio de ensefianza.

Actividades de ensefianza-aprendizaje | Patrones de Variacion Materiales y recursos didacticos
Identificar los coeficientes a, by ¢ de las | Contraste Hojas de trabajo
ecuaciones propuestas. Variacion en los coeficientes a y c.
Variacion en el signo de operacion Computadora
Encontrar el M.C.D de (a, b) (+-). )
Variacion en la representacion; de
Dividir el M.C.D de (a, b) entre ¢ simbolica a grafica. Calculadora
Encontrar las soluciones (Xo, Yo) en | Separacién Geogebra

numeros enteros de las ecuaciones | Variacion en la localizacion de
dioféanticas utilizando la representacion | puntos en el plano cartesiano Xo, Yo
grafica meidante la aplicacion de
Goegebra, formulando sus conjeturas y | Generalizacién

probandolas. Localizacién de puntos en el plano
cartesiano X,, Yo, y su intersecion
Constestar las preguntas planteadas entera.

Determinar cuando una ecuacion | Fusion

diofantica tiene solucion entera. Variacion en el M.C.D de (a, b)
Variacion del cociente entre ¢
M.C.D (a, b) para determinar si tiene
0 no soluciones enteras

Tabla 3.9. Patrones de variacion en el segundo episodio de ensefianza
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Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas
o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 2B.

Tiene sol. ys No tiene sol. El alumno debe contrastar y/o
discernir
2x + 3y =2 6x — 3y =1 Dos ecuaciones de primer grado con dos

incognitas y  coeficientes  enteros.
Variacion en el coeficiente a y el término
independiente ¢, asi como el signo de
operacion y del M.C.D (a, b)).

Variacion en la representacion algebraica a
la iconica.

(localizacion de puntos en el plano
cartesiano X, Yo, y Su intersecién entera
como soluciones enteras)

2x + 3y =2 6x — 3y =1 Sélo una ecuacion con soluciones enteras
MCD (a3, b) =1 MCD (a, b) =2 de acuerdo a la proposicion:
2 1
1= 2 =05 L .
2 La ecuacion diofantica ax + by = c tiene

. . solucidn si y sélo si d |c de manera exacta,
Sin soluciones; No hay puntos de | jonde d = M.C.D de (a, b).
¥o) interseccion entera en la recta ’
((-5.4). (-2.2), (1.0). (4,-2), (xo. y0)
(7,-4).

Soluciones; Puntos en la recta (xo,

Tabla 3.10. El contenido de la Tarea 2B en relacion contrastacion o discernimiento

En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente vertidas en
hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra un extracto

(ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).
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1. Consideremos la ecuaciones en enteros

a) 2x + 3y =2 b) 6x ~ 3y~ 1
a b (S a b C
MCD(a,b) MCD(a,b)
C — C —
M.C.D M.C.D

Griaficamente, las soluciones enteras corresponden a los pares (x, ¥) € Z contenados en la representacaon
grafica de cada recta.
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Figura 3.12. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la tarea 2B

Los planes y programas del bachillerato (INEE, 2017) sefialan que los alumnos deben
interpretar situaciones reales, hipotéticas o formales que requieren de la utilizacion del
pensamiento matematico. Deben Formular y resolver problemas, aplicando diferentes
enfoques. Argumentando la solucion obtenida de un problema con métodos numéricos,

graficos o analiticos (p. 108).

3.4.4 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO TRES

En caso de tener solucion, ;como encontrarla? (Solucion particular)

Sobre la forma de operar una expresion algebraica, distintos autores han identificado que esta

guiada por la forma en que se visualiza la expresion (Skemp 1976, Sfard 1991, Burgell y
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Ochoviet 2015). Los alumnos, al enfrentar una tarea algebraica, pueden centrarse en aspectos
de tipo procedimental/operacional/instrumental (ver a+b como una suma que debe
realizarse) o estructural/relacional (ver a + b como la expresion de la suma de a més b, o la
relacion de a y b mediante el operador suma, sin que sea obligatorio realizar dicha suma). La
manera de visualizar una expresion algebraica tiene diversas implicaciones (por ejemplo, que
el alumno comprenda las relaciones entre los elementos antes de operar).

Hoch y Dreyfus (2004), sefialan que el profesor debe ser capaz de reconocer la
estructura matemadtica (en nuestro caso los aspectos criticos) para poder lograr que sus
estudiantes la disciernan, apoyados en las actividades disefiadas por el docente (en nuestro
caso a través de la teoria de la variacion).

Una forma de lograrlo es pedirles a dichos estudiantes que sefialen, antes de manipular
la expresion matematica, cudles propiedades de su estructura justifican posibles
manipulaciones o tranformaciones. Mencionan que el enfoque procedimental o estructural
logrado en los alumnos es una decision pedagogica, esto es, depende de como se lleva a cabo

la ensefanza.

Episodio de ensefianza 3: Las dos cuestiones que vamos a responder son: ;jcuando tienen
solucion entera? y ;en caso de tener soluciéon como encontrarla?

Para responder a la primera pregunta, utilizamos el siguiente aspecto critico.

Proposicion. La ecuacion diofantica ax + by = ¢ tiene solucion si y s6lo si d|c, donde d =

M.C.D.(a, b).

En caso de tener solucion, hemos de tener en cuenta tres criterios (procedimientos
matematicos), para encontrar una solucion particular.

e Cirterio de Multiplicidad o Divisibilidad
e C(riterio de Cifras Términales
e Cirterio de la Divisién

Pang, Ming-fai & Lo, Mun. (2011), sefialan que aunque los procedimientos y métodos

empleados para llevar a cabo un estudio de aprendizaje pueden variar, los principios

subyacentes siguen siendo los mismos. Uno de los propositos de un estudio de aprendizaje
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es generar datos que nos permitan establecer la relacion entre la ensefianza y el aprendizaje.
Esto puede hacerse a través de una variedad de métodos. Iniciar el trabajo matematico con
los estudiantes de esta manera implica proponer un modo particular de hacer y producir
conocimiento basado en la teoria de la variacion (Marton, 2015).

Para ello, se disefiaron las tareas 3A, 3B y 3C (ver Anexo 1) donde se utiliz6 la
variacion procedimental, ya que su objetivo es proveer un proceso de formacion etapa por
etapa en el cudl la experiencia de los estudiantes en la resolucion de problemas (ecuaciones
diofanticas lineales del tipo general) se manifiesta por la variaciéon de problemas y en la
variedad de transferencia de estrategias (Lai & Murray, 2012).

De acuerdo con Lim, (2007) cuando los docentes utilizan la variacion procedimental
con el uso de diversos métodos de solucioén para un problema dado, esta variacion da a los
estudiantes una amplia oportunidad de trabajar y perfeccionar sus habilidades matematicas.

En el diseno de estas tareas (3A, 3B y 3C) se utiliz6 nuevamente el video tutorial como
una herramienta ideal para apoyar la adquision de conocimiento sobre los tres criterios
matematicos mencionados en este episodio de ensefianza para obtener una solucion particular
de las ecuaciones diofanticas lineales.

De acuerdo con Castillo y Carrillo (2012: 69), el video tiene esa caracteristica especial
que ilustra lo que se esta contando, de ver como se hace, poderlo grabar y después reproducir
al antojo del usuario, superando la limitacion de la presencialidad obligatoria del profesor.

En la Figura 3.13 se muestra la tercera parte del modelo pedagdgico que se ha
implementado en esta tesis. Consiste en interacciones de variacion que posteriormente se
concretan en las actividades que aparecen mas adelante en la tabla de contenido de las tareas
3A, 3B y 3C que estan enfocadas para determinar cuando una ecuacion diofantica lineal con
dos incognitas tiene solucion y en caso de tenerla, como encontrar una solucion particular.
Esto es, en este tercer episodio de ensefianza, también la simultaneidad y el foco de atencion

han jugado roles criticos.
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Fusion: conocimiento Separacion: tomar
simultineo de las conciencia sobre las
caracteristicas de los caracteristicas de los
cocficientes y criterios de cocficientes de las

resolucién para obtener una
solucidn particular.

expresiones algebraicas, al
variarlos  sisteméticamente
en relacidn con los tres
criterios de  resolucién
(multiplicidad, cifras
terminales y de la division)
como una variacién

Generalizacion:

determinar ¢l criterio més
adecuado de resolucién de
acuerdo a las caracteristicas
criticas de los coeficientes

Contraste: centrarse
en la  estructura  de
ccuaciones algebraicas,
las  cuales  poseen

e

- . ocedimental. -
diferentes caracteristicas pe a, by el tiermino
criticas en gug | "TTTTTTTmTmmmemmmmesemmsmsssssssses * | indpendiente ¢ de las
coeficientes a, b y el ecuaciones algebraicas.
térmno independiente ¢. 9

Figura 3.13. Una unidad de discernimiento para determinar en caso de tener solucion entera, ;como encontrarla?

(Solucidén particular).

3.4.4.1 DISENO DE LA TAREA 3A

De acuerdo a los resultados presentados en el planteamiento del problema de este trabajo de
tesis acerca de las pruebas PISA (2015) y PLANEA (2017), sabemos que la comprension de
las ecuaciones en la escuela secundaria y el bachillerato se ha basado generalmente en el
aprendizaje mecanico de reglas para manejar simbolos carentes de significados y sin
referentes concretos.

Nuestro objetivo en el disefid de esta tarea 3A es abordarlas, con otro enfoque
(mediante la teoria de la variacion), anhelando que resulten significativas y sirva de base para
conceptos posteriores y aplicaciones de la vida real. Por lo tanto, el alumno necesita
comprender el enunciado, reconocer los objetos y eventos presentes, recordar lo que sabe,
abstraer, hacerse un plan, utilizar procedimientos, operar, encontrar un resultado y probarlo.

Segiun la Teoria de la variacion de Marton (2015), el discernimiento de las

caracteristicas criticas se produce bajo interaccidon sistematica entre un alumno y lo que se
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debe aprender, y la variacion es el agente que genera dicha interaccion (Marton, Runesson y
Tsui, 2004).

La variacion local en diferentes aspectos de un objeto de aprendizaje revela la
estructura variable de todo el objeto de aprendizaje. Las variantes tambien pueden ser
caracteristicas criticas que definen o generalizan un objeto de aprendiaje.

Esto coincide muy bien con lo que se trata de hacer en matematicas, ya que un objetivo
principal de la actividad matematica es separar los patrones invariantes mientras que las
diferentes entidades matemadticas varian y, posteriormente, generalizar, clasificar,
categorizar, simbolizar, axiomatizar y operacionalizar estos patrones.

El aprendizaje previsto en esta tarea 3A nuevamente fue que los estudiantes lograran
disernir cuando una ecuacion del tipo ax +by = ¢, en la que a y b son numeros enteros
diferentes de cero y ¢ un niimero entero cualquiera, tiene solucion entera y en caso de tenerla
como encontrarla. Para ello, se utilizd6 como procedimiento de solucion el Criterio de
Divisibilidad o Multiplicidad, donde los estudiantes debieron centrar su atencion en si a 0 b
eran multiplos del término independiente ¢ y si alguno no lo era, se debi6 convertir en
multiplo de c.

Con el fin de lograr 6ptimos resultados, se propusieron dos ecuaciones diofanticas
lineales con dos incognitas (del tipo, generales), donde se utilizé un patrén de variacion por
contraste, separacion y generalizacion en un problema con multiples cambios (OPMC, One
Problem, Multiple Changes): donde se extiende el problema original variando las
caracteristicas criticas, cambiando los resultados y haciendo generalizaciones (Lai & Murray,
2012).

En esta tarea 3A, al igual que en las anteriores, se solicitd a los estudiantes identificar
los coeficientes a y b de las ecuaciones, asi como obtener el M.C.D de (a, b) y realizar el
cociente ¢/M.C.D, para determinar si ambas ecuaciones tienen solucion entera, que de
acuerdo con Leung (2012), el contraste tambien consiste en discernir si algo satisface una
determinada condicién o no, es decir, si algo "es" o "no es".

Una vez determinado si ambas tenian solucion en niimeros enteros, se pidid visualizar
el video tutorial (en YouTube) acerca del criterio de divisibilidad o multiplicidad y discernir
como aplicarlo para convertir los coeficientes a y b en multiplos de ¢ y obtener la solucién

particular (Xo, o).
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En las tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.11, 3.12 y 3.13) se muestra un
bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea 4. Empezando por detallar
cudles fueron los aspectos y caracteristicas criticas para determinar cuando una ecuacion
diofantica lineal con dos incognitas tiene solucioén y en caso de tenerla como encontrarla a

partir del discernimiento y aplicacion del criterio de Divisibilidad o multiplicidad.

Aprendizaje Previsto Contenido Evidencias
Discernir que una ecuacion diofantica lineal | Aspecto critico Soluciones escritas de los
con dos incognitas tiene solucion soélo si el | Tiene Sol. vs No tiene Sol. alumnos en las hojas de
M.C.D de (a, b) divide a ¢ de manera | Encontrar una solucion particular trabajo.
exacta.
Caracteristicas criticas
En caso de tener solucion, como encontrarla | (Criterio de Divisibilidad o Fotografias.
(solucion particular). Multiplicidad)

Ec. diofanticas generales

Discernir que el criterio de divisibilidad o 5 >
2 ecuaciones lineales

multiplicidad se usa cuando el término
independiente c¢ es divisible por alguno de
los coeficientes a o b. En este caso, el valor a) Sx+2y=126
de la otra variable serd, multiplo también. b) 5x-Ty=125

Tabla. 3.11. Aspectos y caracteristicas criticas para determinar si una ecuacion diofantica lineal tiene solucion entera y
como encontarla apartir del criterio de divisibilidad o multiplicidad

En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la primera parte del tercer episodio de ensefianza.

Actividades de ensefianza-aprendizaje Patrones de Variaciéon Materiales y recursos
didacticos
Identificar los coeficientes a, b y ¢ de las | Variacion procedimental Hojas de trabajo
ecuaciones propuestas.
Contraste
L . Computadora
Variacion en los coeficientes b y c.
EI.ch()I?trar el M.C.D de (a,b) Variacién en el signo de operacion (+/-).
Dividir el M.C.D de (a,b) entre ¢ Calculadora
Constestar las preguntas planteadas Separacion
i i i6 Invariante el término ax.
Determinar cuando tiene solucion entera. \% ax. Geogebra

Variacion en uno de los coeficientes a 0 b
en relacion con ser multiplo o divisor del

Se busca si @ o b son multiplos de ¢, si
coefiente c.

alguno no lo es se convierte en multiplo de

¢ Generalizacién

Variacion en  cualquiera de los
coeficientes a, b y ¢ (tranformar los tres
términos como multiplos).

Fusion
Conocimiento  simultaneo de las
caracteristicas criticas de los coeficientes
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a y b del criterio de multiplicidad o
divisibildad para encontrar una solucion
particular.

Video Tutorial

https://youtu.be/v0le8CgcQJo

Tabla 3.12. Patrones de variacion en el tercer episodio de enseflanza

Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas
o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 3A.

El alumno debe contrastar
y/o discernir

Tiene Sol. vys No tiene Sol.
Encontrar una solucién particular

Dos ecuaciones de primer grado
con dos incégnitas y coeficientes
enteros (variacion en el signo de

2 es multiplo o divisor de 126
5 no es multiplo o divisor de 126
Convertir 5y como multiplo o

divisor de 126

5(2) +2(58)= 126
10+ 116 = 126

5 es multiplo o divisor de 125
7 no es multiplo o divisor de 125
Convertir 7y como multiplo o

divisor de 125

532)-7(5)=125
160 — 35 =125

S5x+2y=126 S5x—Ty =125 opracion y del coeficiente b y del
término independiente c).
Ambas ecuaciones tienen
soluciones enteras.
Ambas con al menos un término
multiplo de c.

Sy 7y Terminos que hay que convertir

en multiplo de c.

S5x+2y=126 Sx—Ty=125

Encontrar una posible solucion
particular (entera) aplicando el
criterio criterio de multiplicidad o
divisibildad.

Tabla 3.13. El contenido de la Tarea 4A en relacion contrastacion o discernimiento

En concreto, todas las consideraciones teoricas enunciadas, quedaron finalmente
vertidas en hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra

un extracto (ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).
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a) Criterio de Divisibilidad o Multiplicidad (ax £ by = ¢ donde a o b son multiplos de c)
Se busca si a o b son multiplos de ¢, si alguno no lo ¢s se convierte ese niimero a multiplo de c.

Analizemos la siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacion
5x +2y=126 Sx—-Ty=125
Cocficientes a b c Cocficientes a b [
M.CD (a,b) c M.CD (a,b) c
M.CD M.CD
¢ Tiene solucion? ¢ Tiene solucion?
Encontrar una primera solucién Encontrar una primera solucién

Figura 3.14. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la tarea 3A

La teoria de la variacion postula que la condicion necesaria para el discernimiento es
la "variacion experimentada" por parte del alumno (Pang y Marton 2007). Para poder
discernir una cierta caracteristica critica de un objeto de aprendizaje, el alumno necesita
experimentar variacion en esa caracteristica critica. Como han argumentado Marton y Pang
(2006), el discernimiento de un aspecto critico equivale a experimentar una diferencia en las
caracteristicas criticas del aspecto.

Los planes y programas del bachillerato (INEE, 2017), sefialan que el estudiante debe
desarrollar innovaciones y proponer soluciones a problemas a partir de métodos establecidos.

Construye conjeturas, disefid y aplica modelos para probar su validez (p.198).
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3.4.4.2 DISENO DE LA TAREA 3B

Kullberg, Kempe y Marton (2017), sefialan que, mediante el andlisis y disefio de las
actividades de ensefianza-aprendizaje bajo el marco de la Teoria de la Variacion se puede
identificar lo que serd mas facilmente discernible para el alumno, por haber sido
adecuadamente enfocado y tematizado, y lo que no.

En el disefio de esta tarea 3B se busco encontrar una solucion (particular) en nimeros
enteros de las ecuaciones diofanticas lineales propuestas variando el procedimiento de
solucion al focalizar la atencion de los estudiantes ahora en el Criterio de Cifras Terminales,
donde es importante discernir si a o b terminan en J, si es el caso se multiplica por 2 ambos
miembros de la ecuacion y se analizan las cifras terminales de a, b y ¢ aplicando las
propiedades de los niameros.

Para ello, en esta tarea se propusieron nuevamente dos ecuaciones diofanticas lineales
con dos incdgnitas (del tipo, generales), donde se utilizé un patron de variacion por contraste,
separacion y generalizacion, asi como un problema con multiples cambios (OPMC, One
Problem, Multiple Changes, se extiende el problema original variando las condiciones,
cambiando los resultados y haciendo generalizaciones) de acuerdo con Lai & Murray, (2012).

Se continu¢ solicitando la identificacion de los coeficientes a, b y ¢, asi como el M.C.D
de (a, b) y determinar si estas ecuaciones tienen solucion o no en numeros enteros, en el caso
de ambas ecuaciones se focaliz6 la atencion de los estudiantes en una nueva caracteristica
critica, el término by es multiplo de 5 por lo que, se pidio a los estudiantes visualizar el video
tutorial (en YouTube) del criterio de cifras terminales y lograr discernir como aplicarlo para
obtener una solucion particular en nimeros enteros.

El aprendizaje, desde el punto de vista de la teoria de la variacion, implica
diferenciacion en lugar de acumulacion (cf. Gibson y Gibson, 1955). Por lo tanto, la teoria
de la variacion explica las condiciones del aprendizaje y explica las fallas de aprendizaje de
una manera especifica: cuando los alumnos no aprenden lo que se pretendia, no han
discernido los aspectos y caracteristicas criticas.

Por lo tanto, la idea central de la teoria de la variacion es que el discernimiento es una
condicioén necesaria del aprendizaje: qué aspectos atendemos o discernimos que son de
importancia decisiva para la forma en que entendemos o experimentamos el objeto de

aprendizaje. Sin embargo, el discernimiento no puede suceder sin que el alumno haya
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experimentado variaciones. Para discernir y enfocarse en aspectos y caracteristicas (o
dimensiones de variacion), el alumno debe haber experimentado variacion en esos aspectos
y caracteristicas.

En ese sentido, se ha demostrado que el uso de ejemplos mixtos (ejemplos de diferentes
tipos) facilita el aprendizaje de los estudiantes mas que el uso de multiples ejemplos del
mismo tipo (Hatala et al. 2003; Kornell y Bjork 2008; Rohrer y Pashler 2010; Schmidt y
Bjork 1992; Taylor y Rohrer 2010).

En las tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.14, 3.15, 3.16) se muestra un
bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea 5. Empezando por detallar
cudles fueron los aspectos y caracteristicas criticas para determinar cuando una ecuacion
diofantica lineal con dos incognitas tiene solucién y en caso de tenerla como encontrarla a

partir del discernimiento y aplicacion del criterio de cifras terminales.

Aprendizaje Previsto Contenido Evidencias
Discernir que una ecuacion diofantica lineal | Aspecto critico Soluciones escritas de los
con dos incognitas tiene solucion soélo si el | Tiene Sol. vs no tiene Sol. alumnos en las hojas de
M.C.D de (@, b) divide a ¢ de manera exacta. En | Encontrar una solucion particular trabajo.
caso de tener solucion, como encontrarla
(solucion particular). Caracteristicas Criticas
(Criterio de cifras términales) Fotografias.
En caso de tener solucion, como encontrarla Ec. diofanticas generales
(solucion particular).

2 ecuaciones lineales

Discernir que el Criterio de Cifras Terminales
se usa cuando uno de los coeficientes a 0 b a) 4x+5y=98
termina en 5. Se recomienda multiplicar por 2 b) 3x-5y=7
la ecuacioén original y analizar la Gltima cifra
de cada término.

Tabla 3.14. Aspectos y caracteristicas criticas para determinar si una ecuacion diofantica lineal tiene solucion entera y
como encontarla apartir del criterio de cifras terminales

En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la segunda parte del tercer episodio de ensefanza.

Actividades de ensefianza-aprendizaje Patrones de Variacion Materiales y  recursos
didacticos
Identificar los coeficientes a, b y ¢ de las | Variacion procedimental Hojas de trabajo
ecuaciones propuestas.
Contraste
L . Computadora
Encontrar el M.C.D de (a,b) Varlac%on en los cpeﬁmentes ayec.
Dividir ¢/M.C.D de (a,b) Variacion en los signos de

operacion (+/-).
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Constestar las preguntas planteadas
Determinar cuando tiene solucion entera.

Se busca si @ 0 b son multiplos de 5, si alguno
lo es se multiplica por 2 ambos términos de la
ecuacion y se analizan las cifras terminales de
a, b y ¢ de la ecuacion, aplicando las
propiedades de los numeros, para encontrar la
solucion particular.

Separacion
Variacion en el coeficiente b que
termina en 5.

Generalizacion

Variacion en cualquiera de los
coeficientes a y b que terminan en
de 5 (Multiplicar por dos toda la
ecuacion y analizar el producto de
cada término ax y by en funcion del
coeficiente c).

Fusion

Conocimiento simultaneo de las
caracteristicas  criticas de los
coeficientes a y b del criterio de
cifras terminales para encontrar una
solucion particular.

Calculadora

Geogebra

Video Tutorial

https://youtu.be/v0le8CgcQJo

Tabla 3.15. Patrones de variacion en el tercer episodio de ensefianza

Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas

o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 3B.

Tiene Sol. ys No tiene Sol.
Encontrar una solucion particular

El alumno debe contrastar y/o
discernir

Dos ecuaciones de primer grado con
dos incognitas y coeficientes enteros.
4x + 5y =98 3x-5y=7 Ambeas tienen soluciones enteras.
Ambeas con el coeficiente b que
termina en 5.
2 [4x + 5y =98] 2 [3x-5y=17]
8x + 10y =196 6x— 10y =14 Multiplicar por dos toda la ecuacion
Cifras terminales de cada término Cifras terminales de cada término y analizar las cifras terminales de
.6 ..0 .6 4 0 .4 cada término (discenir la aplicacion
8(2)+ 10 (18) =196 6(4)-10 (1) = 14 de las propiedades de los niimeros
16 + 180 =196 24-10= 14 enteros), para encontrar una solucion
particular (entera).

Tabla 3.16. El contenido de la Tarea 3B en relacion contrastacion o discernimiento.

En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente

vertidas en hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra

un extracto (ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).
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a) Criterio de Cifras Terminales (ax + by = cdonde a o b es multiplo de 5)
Cuando uno de los coeficientes (a, b) sea multiplo de 5, se multiplica por 2 ambos términos de la
ecuacién. Ahora se analizan las cifras terminales de a, b y ¢ de la ecuacién.
Analizemos la siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacioén
4x + 5y =98 3x-S5y=7
Coeficientes a b c Coeficientes a b c
M.C.D (a, b) C _ M.C.D (a, b) c _
M.C.D M.C.D
(Tiene solucién? (Tiene solucion?
Encontrar una primera soluciéon Encontrar una primera solucién
Encontrar otras soluciones Encontrar otras soluciones
Si has encontrado una soluciéon particular, ahora puedes encontrar otras soluciones utilizando el método
aritmético.

Figura 3.15. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la tarea 3B

Jing et al. (2017), sefiala que el desafio en la educacion de hoy es ensefiar a los
estudiantes de manera efectiva habilidades diversas y diferentes ritmos de aprendizaje para
que puedan aprender conceptos matematicos con comprension y desarrollar motivacion

positiva e interés hacia el aprendizaje de las matematicas.

3.4.4.3 DISENO DE LA TAREA 3C

En el bachillerato, los estudiantes se enfrentan a una polisemia de las literales que los
involucra en las tareas de utilizar y diferenciar variables, incognitas, nimeros generalizados

y pardmetros en situaciones provenientes de diversas areas de las matematicas.
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Es por ello, que en el disefi6 de esta tarea 3C, centramos la atencion de los estudiantes
en encontrar una solucidn (particular) en numeros enteros de las ecuaciones diofanticas (del
tipo, generales), utilizando como procedimiento ahora el Criterio de la Division. Es, pues, la
comprension del algoritmo de la division y las variaciones de las caracteristicas criticas
(variacion en el término by, caso 1y 2) realizadas en las ecuaciones lo que se debio focalizar
para resolver la tarea y no tanto la destreza en los calculos.

Por lo que, aplicamos variacion procedimental: un problema, multiples soluciones
(OPMS), variando los diferentes procesos de solucion de dicho problema u otros y asociando
diferentes métodos de solucion (Lai & Murray, 2012).

En este caso la construccion de las relaciones tiene importancia, ya que los objetos
matematicos recobran significado de las maneras en que se relacionan con otras cosas. Los
estudiantes construyen significados para una nueva idea o proceso relacionandolo con ideas
0 procesos ya conocidos (fusion).

Las caracteristicas criticas de variacion utilizadas en esta tarea se transformaron
finalmente en definiciones formales y proposiciones matematicas sobre las ecuaciones
diofanticas lineales. Se pidio a lo estudiantes visualizar el video (en YouTube) del criterio de
la division, de tal manera que lograran discernir las caracteristicas criticas del algoritmo de
la division (D = d*q +r), donde D es el dividendo, d el divisor, g el cociente y 7 es el residuo.

Al mismo tiempo, que la relacion existente entre ellos aplicando las propiedades de los
numeros es que g es el valor asignado para x y r es el valor para y de la soluciudn particular.

Una tarea importante en la ensefianza consiste en lograr que el estudiante desarrolle
una disposicion a comprender para transitar del lenguaje aritmético al algebraico, por lo que
se debe captar su voluntad a engancharse en el continuo proceso de comprension, para lo cual
debe desarrollar el habito de trabajo y reflexion (INEE, 2017).

En ese sentido, la busqueda y discusion de diversas formas de resolver un problema
representa un aspecto fundamental en el proceso de construir una comprension conceptual
de las ideas matemadticas y en el desarrollo de competencias en la resolucion de problemas.

En este contexto, el acercamiento visual y el empirico son el punto de partida para
utilizar diferentes recursos y conceptos que permitan representar y explorar el problema
desde perspectivas diferentes. En esta tarea la tecnologia ha permitido superar la presencia

en la escuela facilitando la continuidad de adquirir el conocimiento de manera auténoma.
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Como se puede esperar, el video tutorial tiene un devenir bastante promisorio, tanto asi

que estos favorecen un aprendizaje significativo, al establecer nuevas relaciones que mejoran

el proceso de ensefianza-aprendizaje (Marquez, 1995).

En las siguientes tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.17, 3.18 y 3.19) se

muestra un bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea 3C. Empezando por

detallar cudles fueron los aspectos y caracteristicas criticas para determinar cuando una

ecuacion diofantica lineal con dos incdgnitas tiene solucién y en caso de tenerla como

encontrarla a partir del discernimiento y aplicacion del criterio de la Division.

Aprendizaje Previsto

Contenido

Evidencias

Discernir que una ecuacion diofantica lineal con
dos incdgnitas tiene solucion soélo si el Maximo
Comun Divisor de a y b divide a ¢ de manera
exacta. En caso de tener solucion, cémo
encontrarla (solucion particular).

En caso de tener solucion, como encontrarla
(solucion particular)

Discernir que el Criterio de la Division (D = d*q
+1), se usa cuando no se puede aplicar los critrios
anteriores. Consiste en expresar todos los
términos en funcion del menor de los
coeficientes.

D D
Dividendo Divisor
R q
Residuo Cociente
v v
Y X

Aspecto Critico
Tiene Sol. ys no tiene Sol.

Encontrar una solucién particular

Caracteristicas criticas
(Criterio de la Division)

Ec. diofanticas generales
2 ecuaciones lineales

a) Sx+y=283
b) 1lx+13y=173

Soluciones escritas de los
alumnos en las hojas de
trabajo.

Fotografias.

Tabla 3.17. Aspectos y caracteristicas criticas para determinar si una ecuacion diofantica lineal tiene solucion entera y

como encontarla apartir del criterio de la division

En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la tercera parte del tercer episodio de ensefianza.
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Constestar las preguntas planteadas

Caso 1: by < ax

donde b=1o0b<a, peroa<d)

D D

Dividendo Divisor

R q

Residuo Cociente

v v
Y X

Caso 2: by > ax

ax +(ay +by) =c
Descomponer el término mayor en funcion del
término menor.

Determinar cuando tiene solucion entera. Sepgrggon .
Variacion en el coeficiente b:
. . s <
Aplicar el algoritmo de la division para obtener Z a
. . >
una solucién particular cuando: a
Generalizacion

Variacion en los coeficientes a, y b
en relacion con los dos casos: by <
ax'y by > ax (donde el residuo
debe ser un valor mas pequefio que
el divisor).

Fusion

Conocimiento simultaneo de las
caracteristicas criticas de los
coeficientes @ Y b del criterio de la

division para encontrar una solucion
particular

Actividades de ensefianza-aprendizaje Patrones de Variacion Materiales y  recursos
didacticos
Identificar los coeficientes a, b y ¢ de las | Variacion procedimental Hojas de trabajo
ecuaciones propuestas.Encontrar el M.C.D de (a,
b) Contraste Computadora
Variacion en los coeficientes a, b y P
Dividir el M.C.D de (a, b) entre ¢ ¢
Calculadora

Video Tutorial

https://youtu.be/v0le8CgcQJo

Tabla 3.18. Patrones de variacion en el tercer episodio de enseflanza

Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas

o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 3C.

Tiene Sol. ys No tiene Sol.

El alumno debe contrastar y/o
discernir

Encontrar una solucion particular

Dos ecuaciones de primer grado con
Sx+y =83 Hx+ 13y =173 dos incognitas y cogﬁmentes enteros.
Ambas tienen soluciones enteras.
Sx+y=283 ax tby=c Discernir el Caso 1: b<a
d*q+r=D
D d 83 5 Para obtener una solucion
I— l— particular (entera).
r q 3 16
+ + } +
Y Y x
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11x+ 13y =173
I1x+ 11y +2y)=173
11(x+y)+2y=173

a(xty) tby=c
d*q+r=D

Discernir el Caso 2: b>a

a 173 1 Para obtener una solucion
£ = particular (entera).
q 8 1s
il il il
(x+y) 2y (x+y)
il il
2(4) (a+11)
vy=4 x=11

Tabla 3.19. El contenido de la Tarea 3C en relacion contrastacion o discernimiento

En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente vertidas en

hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra un extracto

(ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).

a) Criterio de la Divisién (ax + by=cdondeb=10ob<a, peroa<d)

Recordar
dq+r=D
D d
Dividendo Divisor
r q
Residuo Cociente
+ +
Y X

Analizemos ahora la siguiente ecuacién Analizemos ahora la siguiente ecuacién

11x + 13y = 173

Sx+y=83
Coeficientes a b < Coeficientes a b <
M.C.D (a, b) [ M.C.D (a, b) C _
M.C.D

MC.D

iTiene solucién? iTiene solucién?

Encontrar una primera solucién

Encontrar una primera solucién

Figura 3.16. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la tarea 4C
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Como sefalaron Cai y Nie (2007), la ensefanza con variacidn, al presentar una serie
de problemas interconectados, puede ayudar a los estudiantes a comprender conceptos y
dominar el método de resoluciéon de problemas, desarrollando asi el conocimiento de las
matematicas de los estudiantes. Por lo tanto, esta claro que este método de ensefianza puede
promover el aprendizaje significativo de las matematicas por parte de los estudiantes.

Por ejemplo, Li J., Peng A., Song N. (2011) sefialan que el concepto de ecuacion se
puede presentar a los estudiantes mediante el uso de variaciones visuales o especificas; la
caracteristica critica del objeto de aprendizaje puede destacarse al contrastar formas estandar
con otras no estandar; y los malentendidos del objeto pueden corregirse mediante el uso de
contragjemplos. Ademas, utilizando actividades de ensefianza con variacion, los estudiantes
pueden comprender como se generan y desarrollan los aspectos criticos del objeto de
aprendizaje, adquieren las representaciones y estrategias de resolucion de problemas y luego
construyen una relacion jerarquica entre las diferentes caracteristicas criticas (es decir,

variacion procedimental).

3.4.5 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO CUATRO
Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (Modelo general)

Como lo sefialaron Gu et al. (2004), la ensenanza con variacion ayuda a los estudiantes a
desarrollar una comprension profunda de un objeto de aprendizaje desde multiples
perspectivas. Se puede ayudar a los estudiantes cuando aprenden, si los maestros
implementan adecuadamente la ensefianza con variaciéon mediante la adopcion de diferentes
tipos de variacion y niveles de representacion de acuerdo con los objetivos de aprendizaje, si
se basan en el conocimiento y la capacidad existentes de los estudiantes y usan diferentes

contenidos en diferentes fases de la ensefianza.

Episodio de ensefianza 4: Las tres cuestiones que vamos a responder son:

a) ¢Cuando una ecuacién del tipo ax + by = ¢, en la que a y b son numeros enteros
diferentes de cero y ¢ un nlimero entero cualquiera, tiene solucion entera?

. En caso de tener solucion, cobmo encontrarla (solucion particular)
. ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (Modelo general)
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De acuerdo a los planes y programas del bachillerato INEE (2017), la resolucion de
ecuaciones es un tema que se desarrolla en secundaria desde los primeros niveles y, que a su
vez en el bachillerato es un elemento clave, que permite el estudio de los diversos conjuntos
numéricos (naturales, enteros, racionales, irracionales e irracionales) y relaciones con otras
disciplinas (p.198).

Es por ello, que para aprender algebra con variacion, los estudiantes, por un lado,
necesitan comprender el concepto desde multiples perspectivas (de lo concreto a lo abstracto,
de lo especifico a lo general) para adquirir la naturaleza y las conexiones de los conceptos
mediante la eliminacion de interferencias de fondo y prender las luces altas.

En ese sentido se disefiaron las actividades 4A y 4B (ver Anexo 1). En la Figura 3.17 se
muestra la cuarta parte del modelo pedagogico que se ha implementado en esta tesis. Consiste
en interacciones de variacion que posteriormente se concretan en las actividades que
aparecen mas adelante en la tabla de contenido de las tareas 4A y 4B para determinar cuando
una ecuacion diofantica lineal tiene solucién y en caso de tenerla como encontrar una
solucion particular entera y finalmente obtener el modelo general que nos permita obtener
todas las soluciones enteras. Esto es, en este cuarto episodio de ensefanza, al igual que en

los anteriores la simultaneidad y el foco de atencidon han jugado roles criticos.

Fusion: conocimiento Separacion:  tomar

simultineo del algoritmo de  conciencia sobre la |
Euclides para obtener una + relacion  entre el !
solucion particular y todas las algoritmo de Euclides y !

soluciones enteras (modelo la regla del residuo para
general). obtener una  soluciin
particular.
-------------------------------- * | Generalizacion:
Contraste: centrarse determinar las
en MCD de (a, b) soluciones enteras (el
mediante el algoritmo de @ 9 modelo general) a partir
Euclides y su de  encontrar  una
representacidn icdnica. solucion particular,

Figura 3.17. Una unidad de discernimiento para determinar ;Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (Modelo general)
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3.4.5.1 DISENO DE LA TAREA 4A

Gu, Huang y Marton (2004), enfatizan que el disefio de una actividad o serie de actividades
puede incluir un andamiaje, el cual implica pequefias variaciones que llevan a pequefios
avances en el aprendizaje, graduados por las actividades que dirige el profesor.

Por ejemplo, en el proceso de "variacion procedimental”, el maestro disefia el modelo
operativo del aspecto critico para promover la formacion del objeto de aprendizaje, andamia
los problemas estratificados para formar estrategias resolucion de problemas y adopta
soluciones multiples o variaciones para un problema o una solucion para multiples problemas
para que los estudiantes focalicen su atencion en las caracteristicas criticas y adquieran
experiencias particulares en la resolucion de problemas con ecuaciones.

El disefio y contenido que constituye esta tarea fue seleccionado y variado al aplicar un
patron de variacion por contraste, separacion y generalizacidon al proponer una ecuacion
diofantica lineal (del tipo, id. Bezout) donde la caracteristica critica que varia es el término
independiente ¢ que ahora es igual a 1. De tal manera, que se pidio a los estudiantes visualizar
el video tutorial (en YouTube) del algoritmo de Euclides y la identidad de Bezout para
obtener una solucion particular y posteriormente lograr discernir el aspecto critico que es
encontrar el modelo general para obtener todas las soluciones enteras de la ecuacion.

En las tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.20, 3.21 y 3.22) se muestra un
bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea 1. Empezando por detallar
cudles fueron los aspectos y caracteristicas criticas para determinar cuando una ecuacion
diofantica lineal tiene solucién y en caso de tenerla como encontrar una solucién entera
particular y finalmente obtener el modelo general que nos permita obtener todas las

soluciones enteras.

Aprendizaje Previsto Contenido Evidencias
Aspecto Critico Soluciones escritas de los
Disernir cuando una ecuacion del tipo ax +by = | Tiene Sol. ys No tiene Sol. alumnos en las hojas de
¢, en la que a y b son nimeros enteros diferentes | Encontrar una solucion particular trabajo.
de cero y ¢ un numero entero cualquiera, tiene | ;Cuantas soluciones tiene? (modelo
solucién entera. general)
Fotografias.

Discernir la aplicacion del algoritmo de Euclides | Caracteristicas criticas
y la Identidad de Bezout, para encontrar una | Algoritmo de Euclides
solucion particular. 1d. De Bezout

Ec. diofantica donde ¢ =1
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Discernir la aplicacion del modelo general a
paritr de la solucion particular para encontrar
otras soluciones.

M.C.D. (525, 100)
M.C.D. (66, 550)

a) 127x-52y=1

Tabla 3.20. Aspectos y caracteristicas criticas en una ecuacion diofantica lineal para obtener una solucion particular y el

modelo general

En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la primera parte del cuarto episodio de ensefianza.

Aplicar el algoritmo de Euclides y 1la identidad
de Bezout para obtener una solucion particular:

Aplicar el modelo general a paritr de 1a solucion
particular para encontrar otras soluciones.

a

P, b
{ .L—.L(;+Wt
Y=9% ~ maiten!

Comprobacion de las divisiones

D=d*q+r

Separacion

Variacion en la obtencion del M.C.D
de (a, b) a partir del algoritmo de
Euclides.

Generalizacion
Variacién en la obtencion de una
solucion particular al aplicar la

identidad de Bezout.
Fusion
conocimiento simultaneo del

algoritmo de Euclides y de la Id. de
Bezout para obtener una solucion
particular y con ello todas las
soluciones enteras (modelo general).

Actividades de ensefianza-aprendizaje Patrones de Variacion Materiales y recursos
didacticos
Encontrar el M.C.D de dos niimeros Variacion procedimental Hojas de trabajo
Aplicar el Algoritmo de Euclides
Contraste
; L : Variacion en el término Computadora
Determinar si tiene soluciones enteras. . .
independiente ¢ =1
Calculadora

Videos Tutoriales

https://www.youtube.com/watch?v=036p0OZ0O0hV4

https://youtu.be/4Q5VMntl7Do
https://youtu.be/jbH7fyqySqY

Tabla 3.21. Patrones de variacion en el cuarto episodio de ensefianza

Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas

o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 4A.
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Tiene Sol. ys No tiene Sol.
Encontrar una solucion particular
2 Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general)

El alumno debe contrastar y/o
discernir

Dos pares de niimeros, para encontrar
el M.C.D.

1=4(52)- 9 (127) + 18 (52)
1=22 (52)- 9 (127)
1= 127(-9) + 52 (22)

Xo= -9 yo=-22

(525, 100) (66, 550) Aplicar el algoritmo de Euclides
Una ecuacion de primer grado con
127x-52y=1 dos incognitas donde ¢ = 1
Tiene soluciones enteras
cocientes 2 2 3 1 5
dividendo 127 52 23 5 1
Residuo 23 6 5 1 0
Aplicar el algoritmo de Euclides y la
23=127-2(52) la Id. de Bezout, para obtener una
=D-d* 6=52-2(23) solucion particular
r q 5=23-3(6)
1=6-1(5)
0=5-5(
1=6-1(5)
1=6 - 1[ 23 - 3(6)]
1=6-23+3(6)
1=4 (6) - 23
1=41[52-2(23)] -23 x =9+ x=-9 - 52t
1=4(52)-8 (23)-23 1 4 . .
1= 4 (52)- 9 (23) (az7) Aplicar la solucion particular para
1=4 (52)- 9 [127 - 2(52) y=-22-—]/t  y=-22-12Tt obtener el modelo general y asi otras

soluciones enteras.

Tabla 3.22. El contenido de la Tarea 4A en relacion contrastacion o discernimiento

En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente

un extracto (ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).

vertidas en hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra
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Veamos a continuacion, como hallar una solucién (x., y.) cualquiera para ecuaciones diofanticas. En este caso
de la siguiente ecuacion 127x — 52y = 1. Pero antes revisa el siguiente video referente a la identidad de bezout.

https://youtu.be/jbH7fyqySqaY

Para ello comenzaremos calculando el algoritmo de Euclides.

Cocientes

Divisores/Dividendos

Resdiuos

Procedimiento

Realizar la comprobacién de la division de cada una de las divisiones realizadas

r=D-d*C

Figura 3.18. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la tarea 4A

De acuerdo con Li, J. et al (2011), se cree que ensefiar ecuaciones algebraicas basadas
en variaciones apropiadas (representadas como un espacio de problemas estratificado
multivariante que consiste en problemas que varian sistematicamente y deliberadamente)
puede ayudar a los estudiantes a comprender el concepto de ecuacion y facilitar su desarrollo
en representaciones y estrategias de resolucion de problemas, haciendo que el aprendizaje de
las ecuaciones algebraicas de los alumnos sea significativo.

Por lo tanto, no solo ayuda a los estudiantes a comprender los "Dos conceptos bésicos"
(conocimiento basico y habilidades basicas) del entrenamiento en ecuaciones algebraicas,

sino que también mejora sus habilidades para resolver problemas.
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3.4.5.2 DISENO DE LA TAREA 4B

Las exploraciones que se pueden realizar en ambientes dindmicos facilitan a los estudiantes
la manipulacion de las representaciones figtrales de los objetos geométricos, mediante
herramientas como el arrastre, la medicion, la verificacion de propiedades, construcciones
auxiliares, entre otras. Como resultado de dicha interaccion, se descubren propiedades, se
producen conjeturas y se pueden generar estrategias argumentativas que justifiquen la
conjetura.

La geometria dinamica (en nuestro caso con Geogebra) enriquece la representacion
figural porque brinda mayor nivel de evidencia y por consiguiente ayuda en la transicion del
dibujo al objeto geométrico (Sandoval, 2005 y 2009). Proporciona a los estudiantes un
entorno para que realicen construcciones basadas en definiciones y exploren e interpreten
diferentes tipos de representacion: la numérica a través de la medicion, la figural mediante
trazos, la verbal por medio de los comentarios, etiquetas, etcétera. En este aspecto, les brinda
la oportunidad para analizar y discutir, en términos conceptuales, el significado de la
situacion geométrica en cuestion.

En ese sentido, de acuerdo a los planes y programas del bachillerato (INEE, 2017), el
estudiante debe argumentar la solucion obtenida de un problema, con métodos numéricos,
graficos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de tecnologias de
la informacion y la comunicacion (p.72).

La eleccion de este objeto de aprendizaje ha sido expuesta por la literatura que destaca
la importancia de involucrar a los alumnos en experiencias que requieren la conexion de
diferentes representaciones de conceptos matematicos como un umbral para el aprendizaje
(por ejemplo, Goldin 1998; NCTM 2000; Duval 2006; Askew et 1997; Swan 2007, 2011).

El disefio de esta tarea 4B incluy6 el empleo del software de geometria dindmica
Geogebra el cudl tiene la potencialidad de no reducir el trabajo académico a practicar
algoritmos, sino que interes6 que éste ayudard a los estudiantes a descubrir, construir
conceptos y técnicas focalizando su atencion en encontrar puntos (Xo, yo), sobre la recta que
que representa cada una de las ecuaciones dadas como posibles soluciones enteras y a partir
de la localizacion de uno de los puntos encontrar el modelo general que permitiera obtener
otras las soluciones enteras. En este caso se propuso una ecuacion diofantica lineal con dos

incognitas (del tipo, general).
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En las tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.23, 3.24 y 3.25) se muestra un

bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea 4B. Empezando por detallar

cudles fueron los aspectos y caracteristicas criticas para determinar cuando una ecuacion

diofantica lineal tiene solucién y en caso de tenerla como encontrar una solucién entera

particular y finalmente obtener el modelo general que nos permita obtener todas las

soluciones enteras.

Aprendizaje Previsto

Contenido

Evidencias

Dicernir cuando una ecuacion del tipo ax +by
= ¢, en la que a y b son niimeros enteros
diferentes de cero y ¢ un nimero entero
cualquiera, tiene solucion entera.

Encontrar una solucién (solucion particular)

Encontrar otras soluciones (modelo general)

Aspecto critico
Tiene Sol. ys No tiene Sol.

Soluciones escritas de los
alumnos en las hojas de

Encgntrar una goluci(’)p particular trabajo.
(Cuantas soluciones tiene? (modelo
general)

Fotografias.

Caracteristicas Criticas
Ec. diofantica general

Ecuacion

5x+3y=16

Tabla 3.23. Aspectos y caracteristicas criticas en una ecuacion diofantica lineal para obtener una solucion particular y el

modelo general

En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la segunda parte del cuarto episodio de ensefianza.

Actividades de ensefianza-aprendizaje

Patrones de Variacion

Materiales

recursos didacticos

y

Encontrar el M.C.D de dos nimeros

Determinar si la ecuacién propuesta tiene
solucion entera.

Aplicar el algoritmo de Euclides o su
representacion grafica (con geogebra) para

obtener una solucion particular.

Encontrar otras soluciones aplicando la
identidad de Bezout (modelo general).

ro— b
{lm+mcd(,,,b)t
Y=~ medan’

Demostrar que cuando t = -3 es solucion

Variacion procedimental

Contraste
Variacion simbolica e iconica

Separacion

Variacion en el M.C.D de (a, b) mediante el
algoritmo de Euclides

Variacion en la localizacion de puntos en el
plano cartesiano x,, Yo, y su intersecion entera
como solucién particular.

Generalizacion

Variacion en el valor de t para demostrar que
es una solucién particular a partir del modelo
general

Fusion

Conocimiento simultaneo del algoritmo de
Euclides y de represnetacion iconica para
obtener una solucién particular y con ello todas
las soluciones enteras (modelo general).

Hojas de trabajo

Computadora

Calculadora

Geogebra

Excel

Tabla 3.24. Patrones de variacion en el cuarto episodio de ensefianza
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Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas
o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 4B.

Tiene Sol. ys No tiene Sol. El alumno debe contrastar y/o
Encontrar una solucién particular discernir
2 Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general)

Una ecuacion de primer grado con

5x + 3y=16 dos incognitas (del tipo general),
donde ¢ = 16.

Tiene soluciones enteras

Aplicar la conversion de
representacion simbolica a la iconica,
mediante el uso de Geogebra, para
obtener una solucion particular.

.TI:.Q?O-Fmt

y=yo— —2—t Aplicar la solucién particular para
med(a,b) obtener el modelo general y asi otras
soluciones enteras.

Aplicar el modelo general obtenido y
Solucién particular xg=2 yo=2 demostrar que cuando t = -3, se tiene
una solucion entera.

x=2+2t  x=3#3t cuandot=-3 x=343t x=343(3)=-7

y=2+§t y=2-5t cuandot=-3 y=2-5t y=2-5(-3)=17

5(-7) +3(17) = 16
-35+51=16

Tabla 3.25. El contenido de la Tarea 4B en relacion contrastacion o discernimiento

En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente
vertidas en hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra

un extracto (ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).
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1. Consadera la saguiente ecuacion 3x+B8y=0

Calcula el Miaximo Comin Divisor (M.C.D) de ( 3, B) utilizando el algontmo de Euclides

Cocientes

Divisores/Dividendos

Resdiuos

2. Realiza la grafica de la ecuacion dada echando mano de Geogebra (en esta direecion puedes descargar
geogebra, uma vezr descargada ¢ instalada se puede utilizar sin  conexién a intermet
https:/‘'www.geogebra.org/download?lang=es ) o de Excel. También se sugiere utilizar la grifica para

establecer hipdtesis sobre las soluctones enteras.

Grifica

Solucion 1 Solucidn 2 Solucidn 3

X= Y= X= Y- X= Y=
Comprobacion Comprobacion Comprobacion

Figura 3.19. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la octava tarea

Los planes y programas del bachillerato (INEE, 2017), mencionan las habilidades
digitales donde el alumno debera utilizar adecuadamente las tecnologias de la informacion y
la comunicacion para investigar, resolver problemas, producir materiales y expresar ideas
(p.514). En ese sentido, es que esta tarea aprovecha estas tecnologias para desarrollar ideas e

innovaciones.
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De acuerdo con Swan (2007, 2011) es valido considerar la perspectiva conexionista
como una razon para construir tareas de aprendizaje. Especificamente, en el disefi6 de tareas
de aprendizaje para los alumnos, cuyo objetivo es ayudar "a apreciar la importancia de
desarrollar imdgenes mentales para los conceptos mediante la exploracion de
representaciones alternativas y las multiples conexiones entre ellos" (Swan 2011, p. 64). Este
objetivo es pertinente también para el disefio de tareas para la resolucion de ecuaciones

diofanticas lineales dos incdgnitas presentadas en esta investigacion.

3.4.6 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO CINCO

Resolucion de problemas con ecuaciones diofanticas lineales

De acuerdo con los planes y programas del bachillerato general (INEE, 2017), el cambio
fundamental que se propone en el nuevo modelo educativo consiste en enfatizar el valor de
uso del conocimiento matematico por parte del estudiante, esto significa, colocar a las
précticas sobre el objeto formal. Fortalcece el sentido de “lo propiamente matematico” en
diversas situaciones de aprendizaje: se pretende una ensefianza mas activa, realista y critica
que derive en aprendizajes mas significativos en la vida del estudiante (p.66).

Mientras las situaciones de aprendizaje basadas en practicas que favorecen la
funcionalidad y transversalidad del contenido, el estudiantado amplia sus experiencias
mediante acciones, actividades y précticas en el trabajo de aula y mediante indagaciones
dialdgicas en contextos de la vida cotidiana (p.80). En ese sentido, Gracidn (2013) sefiala que
el interés que encierra la resolucion de una ecuacion diofantica lineal esta en relacion directa
con la naturaleza de las incognitas.

Por ejemplo, si lo que se plantea en una ecuacion hace referencia al volumen de un
liquido no importard, en principio, que la solucion incluya cantidades fraccionarias; pero si
se trata, por ejemplo, del nimero de personas que pueden asistir a una reunion, esté claro que
unicamente tendran sentido las soluciones enteras, ya que careceria de sentido dividir a una
persona en trozos.

El disefio de las tareas 5A y 5B trata de un abordaje muy cercano al que vive el
estudiante en su vida cotidiana, es decir matemadticas en uso. A su vez, se considera que el

significado del objeto de aprendizaje emerge mediante las caracteristicas criticas y las
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variaciones aplicadas con ese proposito. En estas tareas se utiliz6 la variacion conceptual ya
su objetivo de es proveer a los estudiantes, los conceptos matematicos desde multiples
perspectivas y experiencias.

Asi pues, tambien se aplico la variacion procedimental, dado que su objetivo es proveer
un proceso de formacion etapa por etapa en el cual la experiencia de los estudiantes en la
resolucion de problemas se manifiesta por la variacion de problemas y en la variedad de
transferencia de estrategias (Lai & Murray, 2012).

En sintesis, se propone un trabajo con las matemadticas que sean funcionales al
estudiante, que reconozca su entorno cotiadiano y retome de €l experiencias para construir
conocimiento en la escuela. Asi tambien, que el conocimiento pueda ponerse en uso tanto en
la escuela como en su vida diaria, es decir, se consolide como un saber con pleno valor de
uso (INEE 2017, p.83).

En ambas tareas (5A y 5B) se presenta un problema, multiples soluciones (OPMS), ya
que en este tipo de variacion su objetivo es fomentar las habilidades de los estudiantes en la

resolucion de problemas variando los métodos de solucion de un problema.

Episoio de ensefianza 5: Una ecuacion lineal con dos incognitas es una expresion de la forma
ax +by =ccona,byc € Z. Las tres cuestiones que vamos a responder son:

a) ¢Cuando una ecuacion del tipo ax = by =+ ¢, en la que a y b son nimeros enteros
diferentes de cero y ¢ un nlimero entero cualquiera, tiene solucion entera?

b) En caso de tener solucion, como encontrarla (Solucion particular)

c) ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (Modelo general)

En la Figura 3.20 se muestra la quinta parte del modelo pedagdgico que se ha
implementado en esta tesis. Consiste en interacciones de variacion que posteriormente se
concretan en las actividades que aparecen mas adelante en la tabla de contenido de las tarea
5A y 5B para determinar cuando una ecuacion diofantica lineal tiene solucion y en caso de
tenerla como encontrar una solucion entera particular y finalmente obtener el modelo general

que nos permita obtener todas las soluciones enteras. Asi pues, en este quinto episodio de
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ensefianza, al igual que en los anteriores la simultaneidad y el foco de atencidon contintian

jugando roles criticos.

gmé-"'- % Separacion:
siomnlsctéuz::cc)n de las Tomar conciencia sobre

isti las caracteristicas criticas
caracteristicas

criticas de los de los coeficientes de las

cocficientes y las
posibilidades de
resolucidn para
obtener una solucidn
particular y el modelo

expresiones algebraicas, al !
variarlos sistemdticamente |
en relacién con los dos |
problemas de aplicacién
como una  vanacién |

conceptual y
general. procedimental.
___________________________________ Generalizacion:
Contraste: Determinar ¢l criterio
Centrarse en la mads adecuado de
modelizacion del resolucién de acuerdo a
problema y la estructura g ? las caracteristicas criticas
de las ecuaciones de los coeficientes a, by
algebraicas, las cuales ¢ de las ecuaciones
poseen diferentes algebraicas, para obtener
caracteristicas criticas en una solucién narticular.

Figura 3.20. Una unidad de discernimiento para la aplicacion de las ecuaciones diofanticas lineales

3.4.6.1 DISENO DE LA TAREA 5A

El Algebra es, a la vez, un objeto de estudio en si mismo y una forma de entender procesos
de simbolizacion en matemadticas, ciencias y tecnologias: la fuerza del lenguaje algebraico
radica en su capacidad de generalizacion que se expresa en el poder de la simbolizacion
mediante variables y su manipulacion, asi la variable sirve para representar la edad de Pedro,
la temperatura del cuerpo, el tiempo transcurrido, la conversién de moneda entre naciones, o
la posicion del movil en una recta, pero también habla de manipulaciones de la variable en
la construccion de multiplos y submultiplos, su doble, su mitad, o a través de los
desplazamientos o traslados, o como un cambio de escala, entre otras (INEE 2017, p.163).
De este modo el estudiante estaria en condiciones de reconocer la importancia de las

matematicas para su vida, pues las estaria movilizando mediante el uso de un lenguaje para
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el reconocimiento de patrones, para arribar a su simbolizacidon y la generalizacion que
constituyen los elementos del dlgebra basica.

Esta tarea SA, se disefio para que los estudiantes lograran la construccion de ecuaciones
diofantica lineales a partir de problemas de palabras, asi como la interpretacion, reescritura
y simplificacién de expresiones algebraicas, que de acuerdo con Herscovics y Linchevski
1994; Linchevski y Herscovics 1996; Sfard 1995, se denominan dificultades clave en el
aprendizaje del algebra; en ese sentido, la ensefianza con variacion a través de "problemas de
aplicacion", poniendo en practica todo tipo de representaciones, ayuda a los estudiantes a
aprender como encontrar estrategias efectivas para las "relaciones cuantitativas" y para
fusionar varios métodos de resolucion.

Es por ello, que en el proceso de modelar ecuaciones, las representaciones ayudan a los
estudiantes a profundizar gradualmente su comprension de las preguntas: ;La representacion
del lenguaje es util para comprender el escenario?; (la representacion grafica es util para
visualizar la relacion entre diferentes cantidades? y ;la representacion tabular es util para
establecer las relaciones cuantitativas?

En las tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.26, 3.27 y 3.28) se muestra un
bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea SA. Empezando por detallar
cudles fueron los aspectos y caracteristicas criticas para determinar cuando una ecuacion
diofantica lineal tiene solucién y en caso de tenerla como encontrar una solucién entera
particular y finalmente obtener el modelo general que nos permita obtener todas las

soluciones enteras.

Aprendizaje Previsto Contenido Evidencias
Discernir la modelizacion del problema. Aspecto critico Soluciones escritas de los
Discernir cuando una ecuacion del tipo ax | Tiene Sol. vs No tiene Sol. alumnos en las hojas de
+by = ¢, en la que a y b son niimeros enteros | Encontrar una solucion particular trabajo.
diferentes de cero y ¢ un niimero entero | Encontrar otras soluciones (modelo
cualquiera, tiene solucion entera. general)
Fotografias.

Encontrar una solucién (solucion particular), | Caracteristicas Criticas
mediante la aplicacion de cualquier método. Ec. diofantica general
Encontrar otras soluciones (modelo general), Ecuacion

3x+5y=4

a partir de la solucion particular.

Tabla 3.26. Aspectos y caracteristicas criticas para la aplicacion de las ecuaciones diofanticas lineales
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En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la primera parte del quinto episodio de ensefianza.

Actividades de ensefianza-aprendizaje Patrones de Variacion Materiales y  recursos
didacticos

Encontrar la ecuacion que modeliza el Variacion conceptual y Hojas de trabajo

problema. procedimental

Determianar si la ecuacion propuesta tiene Contraste Computadora

solucion. Variacion simbolica e iconica
Calculadora

Encontrar el M.C.D de (a, b). Separacion

Variacion en las caracteristicas
Una garrafa de 5 litros y otra de 3 litros de | criticas de los coeficientes a, b y del
capacidad. ;Como podemos utilizar las | término independiente c.

medidas exactas de estas garrafas para
conseguir una tercera garrafa de 4 litos de | Generalizacion

Geogebra

manera exacta? Variando los diferentes procesos de
solucion de un problema y asociando
F = g diferentes métodos de solucion.
£ £ AN
a st []] — ol Fusion

Conocimiento simultaneo de las
caracteristicas  criticas de los
coeficientes y las posibilidades de
resolucion para obtener una solucion
particular y el modelo general.

Elaborar la grafica de la ecuacion.
Encontar una solucion (solucion particular).
Encontrar otras soluciones (modelo general).

Discernir que significa cuando la “y” es
positiva y negativa.
Videos Tutoriales https://youtu.be/sSMOQ197X2w

Tabla 3.27. Patrones de variacion en el quinto episodio de ensefianza

Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas
o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea SA.

Tiene Sol. ys No tiene Sol. El alumno debe contrastar
Encontrar una solucion particular y/o discernir
2 Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general)

Modelizar el problema
3x+5y=4 Una ecuacion de primer grado
con dos incdgnitas (del tipo
general).

Tiene soluciones enteras
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Cifras terminales Aplicar cualquier procedimiento

3x+5y=4 (por ejemplo, la representacion

2 [3x+5y=4] iconica, mediante el uso de

6x+10y =8 o e Geogebra o simbolica mediante el

6(38)} +18 (-1")-8=8 """"" A R criterio de cifras terminales), para
18-10=8 obtener una solucion particular..

Punto A (3, -1)
Punto B (8, -4)

[T}

Discernir que significa la “y
positiva y negativa.

Solucién particular
x0=3 yo=-1

Punto c (-2, 2)
Modelo general Aplicar la solucion particular para
obtener el modelo general y asi
{ & =20+ peatapt otras soluciones enteras.
Y=Y ~ medtan’

Solucion particular xp=3  yo=-1

x=3+§t x=3+5t
y=-1-§t y=-1-3t

Tabla 3.28. El contenido de la Tarea 5A en relacion contrastacion o discernimiento

En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente
vertidas en hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra

un extracto (ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).

1.Ejemplo de Aplicacién.

Una garrafa de S litros y otra de 3 litros de capacsdad. ;Cémo podemos vtilizar Ias medidas exactas de estas

sarrafas para conseguir una tercera garrafa de 4 litos de manera exacta?

/ ==
ﬂ? 3&7 _I ‘\13}

iCudntas veces tendria gue llenar o vaciar la garrafia de S litros?

iy cuantas llenar o vaciar la garrafa de 3 litros?

=

Si lo modelamos matemdaticamente tendremos una ecuacion del po:

Figura 3.21. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la tarea SA
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3.4.6.2 DISENO DE LA TAREA 5B

Durante los ultimos afios, la ensefianza de las matemadticas en México ha experimentado
cambios significativos; debido a las reformas educativas llevadas acabo en nuestro pais,
algunas caracteristicas tipicas de la educacion matematica en el bachillerato se caracterizan
por ensefiar contenidos dificiles, enfatizando el rigor, la abstraccion y la aplicacion de las
matematicas sin contexto. Sin embargo, como resultado de la reforma educativa (INEE,
2017) en México, los contenidos de ensefianza estdn cambiando gradualmente para adaptarse
al interés de los estudiantes en el aprendizaje de las matematicas y para relacionarse con la
vida real.

En ese sentido, partimos de la idea de que los objetos matematicos son por naturaleza
abstractos y que debemos atender a su complejidad. Para llevar a cabo esta tarea presentamos
a nuestros estudiantes un problema modelizable mediante una ecuacion diofantica lineal.

Estas situaciones favorecen, entre otras cosas, la construccion de las nociones de
variable y generalizacion y ponen a los estudiantes en mejores condiciones para abordar lo
algebraico. Sin embargo, la ecuacion propuesta en esta tarea (del tipo, general) tiene una
caracteristica critica que los estudiantes tienen que discernir la cual limita a considerar
obtener soluciones en nimeros enteros positivos.

En las tres tablas que aparecen a continuacion (tabla 3.29, 3.30 y 3.31) se muestra un
bosquejo detallado de las diferentes componentes de la tarea 5B. Empezando por detallar
cudles fueron los aspectos y caracteristicas criticas para determinar cuando una ecuacion
diofantica lineal tiene solucién y en caso de tenerla como encontrar una solucién entera
particular y finalmente obtener el modelo general que nos permita obtener todas las

soluciones enteras.

Aprendizaje Previsto Contenido Evidencias
Discernir cuando una ecuacion del tipo ax | Aspecto critico Soluciones escritas de los
fby = ¢, en la que a y b son niimeros enteros | Tiene Sol. ys No tiepe Sol. . alumnos en las hojas de
diferentes de cero y ¢ un nimero entero | Encontrar una solucion particular trabajo
cualquiera, tiene solucion entera. Encontrar otras soluciones
Discernir la caracteristica critica que limita a | Caracteristicas criticas Fotografias.
obtener so6lo soluciones enteras positivas. Ec. diofantica general
Encontrar una solucion (solucion particular) | Ecuacion
2x+5y=78
Encontrar otras soluciones (modelo general) | M.C.D de ( 2, 5)

Tabla 3.29. Aspectos y caracteristicas criticas para la aplicacion de las ecuaciones diofanticas lineales

165



En la siguiente tabla, se muestra la relacion pedagogica entre los patrones de variacion

durante la segunda parte del quinto episodio de ensefianza.

Aldo puede comprar, gastando todo el dinero
que tiene, si debe comprar al menos un
articulo de cada tipo.

Elaborar la grafica de la ecuacion

Emcontar una solucion (solucion particular)

Encontrar otras soluciones (modelo general)

Generalizacion

Variando los diferentes procesos de
solucién de un problema y asociando
diferentes métodos de solucion
(considerando la resticcion a nimeros
enteros positivos).

Fusion
Conocimiento simultaneo de las
caracteristicas  criticas de los

coeficientes y las posibilidades de
resolucion para obtener una solucion
particular y el modelo general.

Actividades de ensefianza-aprendizaje Patrones de Variacion Materiales y  recursos
didacticos
Encontrar la ecuacion que modeliza el | Variacion conceptual y | Hojas de trabajo
problema. procedimental
Determinar si la ecuacién propuesta tiene
. , Computadora
solucion en nimeros enteros. Contraste
Variacion simbolica e iconica
Encontrar el M.C.D de (a, b). Calculadora
Separacion
Aldo ingresa a una papeleria para comprar | Variacion en las caracteristicas
. . [ . Geogebra
lapices de 2 pesos y correctores de 5 pesos; él | criticas de los coeficientes a, b y del
dispone de 78 pesos para realizar dicha | término independiente c.
compra. Indique el nimero de formas que Excel

Videos Tutoriales

https://youtu.be/C_h-mGMXvm4

Tabla 3.30. Patrones de variacion en el quinto episodio de enseflanza

Finalmente, en la tercera tabla que aparece a continuacion se muestra las expectativas

o los aprendizajes previstos (en términos de la contrastacion y/o el discernimiento) y relacion

con el contenido de la Tarea 5B.

Tiene Sol. ys No tiene Sol.
Encontrar una solucion particular
2 Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general)

El alumno debe
contrastary/o
discernir

2x+5y=178

Modelizar el problema

Una ecuacion de primer grado con dos incognitas (del tipo general).

Tiene soluciones enteras

Discernir que el problema limita a obtener soluciones en nimeros

enteros positivos.
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Cifras terminales
2x + 5y =78
2 [2x+5y= 78]
4x + 10y = 156
.6 .0 .6
4(9) +10(12) =156
36+120=156

Solucién particular
X0=9 yo=12

Grafico

Punto B (14, 10)
Punto C (4, 14)
Punto D (-1, 16)

* Punto A (9, 12)

Criterio de la division
Caso2:b>a
2x + 5y =78
2x+(2y+ 3y) =78
2(x+y)+3y =78

D |d 78 2
r q 0 39
' ' ‘ |
y  (xty) 2y (x+y)
i ‘
2(0) (39+0)
y=0 x=39

Aplicar cualquier
procedimiento (la
representacion
iconica, mediante el
uso de Geogebra o
simbolica), para
obtener una solucion
particular (entera).

Modelo general

a

o b
{ T =Ty + mcd(a,b)t
Y=Y~ —a 5t
med(a,b)

Solucion particular xp=9  yo=12

x=9+>¢
1
2

y=12-It

x=9+5t
y=12-2t

Aplicar la solucion
particular para
obtener el modelo
general y asi otras
soluciones enteras.

Tabla 3.31. El contenido de la Tarea 5B en relacion contrastacion o discernimiento

En concreto, todas las consideraciones teodricas enunciadas, quedaron finalmente

vertidas en hojas simples de trabajo para los estudiantes, de las cuales en seguida, se muestra

un extracto (ver las hojas de trabajo completas en el anexo 1).

ACTIVIDAD X (problemas de aplicacign)

Consulta el video mostrado en el siguicn
diofinticas em problemas de la vida cotidia

hitps //fvoutu. be/C h-mmGMXvim<g

2. Ejemplo de Aplicacién.

para realizar dicha compra. Indigue el namero de formas que Aldo p
que tiene, si debe comprar al menos un articulo de cada tipo.

alace. donde se cjemplifica la aplicaciém de las ecuaciones

Aldo ingress a una papeleriapara comperar lapices de 2 pesos y correctores de S pesos: &1 dispone de 78 pesos

< = . e

todo el dinero

Flantea la Ecuacion

LE= una ccuacion diofantica?

CToclicientes ~

M C D (a. by

Llicme solucsen®

Encuentra une prisnera solucion

Eocontrar otras soluciones

Figura 3.22. Extracto de las hojas de trabajo asociadas a la tarea 5B

167



La aportacion de este estudio es la propuesta y puesta a prueba de actividades de
ensefanza-aprendizaje, sobre la ensefianza de resolucién en nimeros enteros de ecuaciones
diofanticas lineales con dos incognitas (EDL) a través de la conjuncion de la teoria de la
variacion de Marton (2015), las unidades de discernimiento de Leung (2012) y de la
metodologia del experimento de ensefianza (Cobb et al. 2003), que incluyeron contrastes,
variaciones y andamiajes cuidadosamente planeados.

Del andlisis y disefio de los anteriores episodios de ensefianza se desprende que el
funcionamiento cientifico y razonable de la ensefanza de las ecuaciones diofanticas lineales
con variaciones radica en la comprension adecuada de los aspectos y caracteristicas criticas,
de la orientacion de la variacion, tipos de variacion, niveles de variacion y exploracion de
la variacion.

Al realizar la ensefianza con base a la teoria de la variacion, se requiere que el maestro
reconozca en qué nivel de pensamiento se encuentran los estudiantes y que sepa qué
caracteristicas de representacion tienen los estudiantes. Este es el punto de partida para la
ensefanza. En segundo lugar, se requiere que el maestro analice los aspectos criticos
"variables e invariables" de lo que ensefiard, es decir, los principios del concepto, las formas
de pensar, etc. En tercer lugar, se requiere que el maestro comprenda las formas "variables e
invariables" de pensar de los estudiantes, es decir, el mapeo de conjuntos, la relacion de
variables, el andlisis de los programas, etc., en el aprendizaje de los aspectos criticos
variables e invariables.

Finalmente, se requiere que tanto el profesor como los estudiantes utilicen un escenario
razonable de "cambio de lo variable" en el menor tiempo posible, para motivar el desarrollo
de los estudiantes desde las representaciones concretas a las representaciones abstractas
para lograr eficazmente sus objetivos de aprendizaje, es decir, la captacion y reflexion de los
aspectos criticos variables e invariables, cualquier negligencia conducira a la condicion de

cambiar solo para cambiar.
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CAPITULO IV. OBTENCION Y ANALISIS DE DATOS

Esta investigacion se llevd a cabo a través de la conjuncion de la teoria de la variacion
Marton, F. (2015) y de la metodologia del experimento de ensefianza (Cobb et al. 2003) que
fue parte del estudio, disefio e implementacion de las actividades propuestas de ensefianza-
aprendizaje.

En un primer momento la investigacion se enfoco en el estudio, analisis y disefio de un
conjunto de tareas, es decir tareas de aprendizaje que requirieron agrupar aspectos criticos
(dimensiones de variacion) del objeto de apendizaje (resolucion de ecuaciones de primer
grado con dos incdgnitas en nimeros enteros) que, a su vez, tomaron valores (no
necesariamente numéricos) que variaron, llamados caracteristicas criticas.

En un segundo momento el trabajo se enfoco en la implementacion del conjunto de
tareas con los estudiantes. Para ello, se empled una metodologia constructivista a través de
experimentos de ensefianza, seglin lo descrito por Cobb y Steffe (1983).

Por su parte, Kullberg, Kempe y Marton (2017), sefialan que, mediante el analisis de
las actividades de ensenanza-aprendizaje bajo el marco de la Teoria de la Variacion se puede
identificar lo que fue mas facilmente discernible por el estudiante, por haber sido
adecuadamente enfocado y tematizado, y lo que no.

La Teoria de la Variacion permitid, en primera instancia, centrarnos en el objeto de
aprendizaje (la resolucion en numeros enteros de ecuaciones de primer grado con dos
incognitas) para disefiar e implementar tareas de ensefianza-aprendizaje de manera adecuada
para buscar aprendizajes basados en la reflexion y que proporcionaran a los estudiantes
experiencias significativas de discernimiento® de los aspectos y caracteriticas criticas, que
apareecen en el aprendizaje de la resolucion en nimeros enteros de las ecuaciones de primer

grado con dos incdgnitas, mediante la presentacion de los patrones de variacion senalados

3 Segun el diccionario Merriam Webster (ver https://www.merriam-webster.com/dictionary/discern),
“discern” tiene varias acepciones, entre ellas reconocer y percibir. De acuerdo con Leung (2012), “el
discernimiento de caracteristicas criticas ocurre bajo una sistematica interaccion entre el que aprende y el
objeto que serd aprendido, y la variacién es el agente que genera tal interacion”. (Referido por Leung a
Marton, Runesson, & Tsui, 2004). Esto es, el discernimiento se pordira definir como una experiencia de
aprendizaje en donde tiene lugar una sistematica interaccion entre el que aprende y el objeto por aprender,
y en donde la variacion es el agente que genera tal interaccién.
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por Marton (2015 p.49) a saber el contraste, la separacion, la generalizacion y la fusion (ver
pagina, 11).

En ese sentido, Marton (2015) considera que la gran mayoria de las fallas al entender
el objeto de aprendizaje derivan de que el estudiante no observo diferencias que era necesario
que percibiera. También advierte que, si bien el entendimiento no provoca una accion, una
accion expresa el entendimiento.

Esto puede interpretarse como que los procedimientos de respuesta de los estudiantes
a las tareas muestran las estructuras de variacion del objeto de aprendizaje que discernieron
y los procedimientos resolucion que eligieron debido a dicho discernimiento. En sintesis, los
procedimientos de respuesta de los estudiantes a las tareas disefiadas permiten identificar y
caracterizar los diferentes niveles cognitivos estructurales del aprendizaje de los estudiantes
en torno a la resoluciéon en ntimeros enteros de las ecuaciones de primer grado con dos
incognitas, en particular de acuerdo a la taxonomia SOLO (Structure of the Observed
Learning Outcome) propuesta por Biggs y Collins (1982).

El objeto de aprendizaje matematico principal en esta tesis es la busqueda de las
soluciones enteras (particular y general) de las ecuaciones diofanticas lineales del tipo ax +
by = ¢, donde a y b son nimeros enteros diferentes de cero y ¢ un numero entero cualquiera.

De este modo, el aprendizaje previsto en el conjunto de tareas de aprendizaje, es que
los alumnos disciernan los aspectos criticos avanzando en el reconocimiento de las
caracteristicas criticas que a su vez abren diferentes dimensiones de variacion y tipos de
procedimientos o de trabajo matematico. Por ejemplo, el desarrollo de las propiedades de los
numeros enteros y el algoritmo de Euclides son caracteristicas criticas que es necesario que

el estudiante aprenda a discernir para llegar a responder las siguientes preguntas:

1. ;Como son los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas?
2.(Cuando tiene solucion entera? (M.C.D de (a, b))
3.En caso de tener solucion, ;jcomo encontrarla? (Solucion particular)

4. ;Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (Modelo general)

En este capitulo cuatro se presenta y analiza todo lo elaborado por los alumnos en las
hojas de trabajo. El disefio de las hojas de trabajo result6d de la aplicacion de la teoria de la

variacion, la cudl de hecho también se aplica al andlisis de las respuestas o procedimientos
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de los estudiantes. Ademas, tales respuestas y procedimientos permiten llevar a cabo una
clasificacion, utilizando la taxonomia SOLO, para identificar refinamientos y validacion de

concepciones sobre el objeto de estudio, logradas o incluidas en el aprendizaje previsto.

4.1 ANALISIS DE LOS DATOS

Leung (2012) propuso la idea de una unidad de discernimiento que representa una unidad de
un proceso pedagdgico impulsado por los cuatro tipos de conciencia (C, S, Gy F) provocados
en una interaccion de variacion. Segiin Leung, en una situacion pedagogica, estos cuatro tipos
de interaccion de variacion actian juntos de manera concertada para generar discernimiento,

como se muestra en la Figura 4.1.

Fusion: Conocimiento simultdneo de los aspectos y/o dimensiones criticas de la variacion.

R,

Generalizacion

Contraste r D

Figura 4.1. Una unidad de discernimiento impulsada por los tipos de interaccion de variacion

A continuacion en la siguiente figura se presentan las cinco unidades de discernimiento
que consideramos en este trabajo de tesis para la ensefianza de las ecuaciones diofanticas
lineales con dos incdgnitas apoyandonos en la extension de la teoria de la variacion hecha

por Leung (2012).

Unidad de Discernimiento
Uno

Unidad de Discernimiento Unidad de Discernimiento Unidad de Discernimiento

Unidad de Discernimiento

¢Coémo son los
coeficientes en una
ecuacién diofantica lineal
con dos incdgnitas?

' Dos
¢Cuéndo tiene solucién

entera?

»

Tres

En caso de tener solucion,
¢Como encontrarla?
(solucion particular)

Cuatro

¢Cudntas soluciones tiene
la ecuacién?
(modelo general)

Gnco

Resolucién de problemas
con ecuaciones
diofanticas lineales

Figura 4.2. Unidades de discernimiento
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Los datos obtenidos se analizaron para dar cuenta del nivel cognitivo estructural (a
partir de la taxonomia SOLO) de su aprendizaje (aprendizaje vivido). La clasificacion SOLO
permitié identificar el nivel de estructura cognitiva de los estudiantes (en parejas) de la
resolucién en niimeros enteros de ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas de cada
equipo de estudiantes.

En esta organizacion estructural del conocimiento, Biggs y Collis (1988) distinguen
diferentes niveles de complejidad, a saber Preestructural, Uniestructural, Multiestructural,
Relacional y Abstracto Extendido, que permiten analizar la calidad del aprendizaje desde los
niveles mas concretos hasta los mas abstractos y complejos.

Los niveles mas elevados de la taxonomia corresponden a un aprendizaje mas
profundo, a una interpretacion personal del contenido que relaciona la tarea con situaciones
alejadas del contexto inmediato, que establece relaciones con otros conocimientos relevantes
y con materiales procedentes de diferentes fuentes de informacion. Contrariamente, los
niveles inferiores de la taxonomia SOLO corresponden al tratamiento de la informacion de

manera aislada y reproductiva.

Dicha taxonomia tiene las siguientes categorias:

e Pre-estructural: el estudiante aun no comprende.

e Uniestructural: identifica s6lo un aspecto del concepto.

e Multiestructural: identifica varios aspectos del concepto, pero no tiene atin una

vision completa.

e Relacional: tiene una vision completa del concepto conformada por los diferentes

aspectos del concepto.

A medida que los estudiantes aprenden, los resultados de su aprendizaje muestran fases
similares de creciente complejidad estructural. “Hay dos cambios principales -dice Biggs-
los cuantitativos, a medida que aumenta la cantidad de detalles principales en la respuesta de
los estudiantes y los cualitativos, a medida que los detalles se integran a un modelo

estructural. Las fases cuantitativas del aprendizaje se producen primero; después, el

aprendizaje cambia cualitativamente”.
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4.1.1. UNIDAD DE DISCERNIMIENTO UNO

. Como son los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incégnitas?

Hay muchos estudios que muestran que el concepto de ecuacion es un desafio para los
estudiantes (no s6lo en bachillerato) debido a su incapacidad para operar espontaneamente
con o sobre lo desconocido (Herscovics y Linchevski 1994; Sadovsky y Sessa 2005) y
también debido a su malentendido del signo igual como un operador, es decir, como una
sefial para "hacer algo" en lugar de un simbolo relacional de equivalencia o igualdad de
cantidades (Behr et al. 1980).

Por lo que, una pedagogia matematica que se basa en la variacion es aquella que
proporciona intencionalmente a los alumnos los medios para experimentar la variacion a
través de actividades disefiadas estratégicamente con el fin de crear un entorno de aprendizaje
matematicamente rico (Leung, 2010) que permite a los alumnos discernir el objeto de
aprendizaje. El objeto de aprendizaje es un término especial en la teoria de la variacion y no
significa lo mismo que objetivos de aprendizaje, que apuntan al final del proceso de
aprendizaje.

En cambio, el objeto de aprendizaje apunta al comienzo del proceso de aprendizaje y
generalmente se refiere al foco de una situacion de ensefianza, aquello a lo que se dirige el
aprendizaje, es decir, /o que se va a aprender (Ling, 2012). Se define por sus aspectos criticos
que deben ser discernidos para constituir el significado que se busca (Marton & Tsui, 2004).
Entonces, como enfoque pedagogico, los patrones de variacion son herramientas utiles para
estructurar una enseflanza que haga posible el discernimiento del objeto de aprendizaje.

Marton (2009) describe la conciencia provocada por experimentar la diferencia
(variacién) como un contraste entre dos valores distintos. Una observacion realizada por Ling
(2012) fue que los profesores tenian una tendencia a poner mucho énfasis en el uso de
ejemplos para mostrar similitudes. Sin embargo, segin la teoria de la variacion, basarse
unicamente en las similitudes no es suficiente.

El contraste, por tanto, presupone que para saber lo qué es algo, hay que saber qué no
es, es decir, discernir si algo satisface una determinada condicion o no (Leung, 2012). La
variacion se trata de que los estudiantes perciban lo que cambia, lo que se mantiene constante

y la regla subyacente que se percibe en el proceso (Leung, 2012).
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ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 14

Experiencia de Aprendizaje

Segiin Marton (2009), el contraste es una conciencia provocada por la experiencia de la
diferencia. En el disefio de la Tarea 1, se trata de generar una conciencia provocada por una
variacion en un patron de contraste, en el sentido de que el maestro (quien esto escribe)
proporciona tres pares diferentes de expresiones algebraicas (primera parte de la Tarea 1)
para permitir a los alumnos discernir que una ecuacion de primer grado con dos incognitas y
coeficientes enteros (a, b y ¢) no es lo mismo que aquella con una sola o mas incdgnitas,
donde sus coeficientes no todos son numeros enteros y donde sus incognitas no tienen
exponentes mayores a 1.

Una vez que los estudiantes hacen esta distincion®, se avanza hacia un 'contraste
refinado' o separacion (segunda parte de la Tarea 1), en donde el profesor atrae
selectivamente la atencion de los estudiantes ahora hacia la forma de escritura de las
expresiones algebraicas. Al variar sistematicamente las expresiones algebraicas, el signo de
la operacion y finalmente el exponente de una de las incognitas, los alumnos van a poder
(hipotesis) separar las caracteristicas criticas de las expresiones que si corresponden a una
ecuacion de primer grado con dos incognitas. De manera similar, dentro de la forma y
estructura de las expresiones, los estudiantes van a poder separar y discernir rescribirla en el
formato estandar, a saber, ax + by =c.

Por otro lado, la generalizacién es una actividad de verificacion y elaboracion de

conjeturas que permite a los estudiantes comprobar la validez general de un patrén separado

4 Ver tarea 1 en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en el Anexo 1 de esta tesis.

5 Distincion basada en el reconocimiento de la estructura de las ecuaciones lineales, la palabra estructura en
matematicas se utiliza en ocasiones para referir a un conjunto cerrado bajo una o varias operaciones, cumpliendo
varios axiomas. Segun Castro, Rico y Romero (1997, p.362) este término consiste en “un conjunto de entes
abstractos expresados simbdlicamente, dotado de unas operaciones o modos de componerlos y de unas
relaciones mediante las que se comparan dichos entes”. Desde un punto de vista mas amplio, se puede decir
que, en matematicas, el término estructura se refiere a la forma en que una entidad se compone de partes,
existiendo conexiones o relaciones entre las partes que componen dicha entidad (Hoch y Dreyfus, 2004).
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(Leung 2012, p.435). En este caso, después de observar los vinculos entre la diferencia de la
estructura de las expresiones algebraicas, se espera que los alumnos logren generalizar que
la determinacion de una ecuacion de primer grado con dos incognitas empieza por escribirla
en el formato estandar ax + by = c.

Finalmente, de acuerdo con Leung (2012, p.435), la fusion integra las caracteristicas
criticas o dimensiones de variacién en un todo bajo una covariacion simultanea. Al fusionar
las caracteristicas criticas separadas, puede aparecer un concepto completo. De tal manera
que en la tercera parte de la Tarea 1, la variacion se centr6 primero en la forma de escritura
de las expresiones algebraicas y después en el cambio del exponente de alguna de las
incognitas.

Con ello, el maestro abre dimensiones de variacion para que los alumnos integren (de
ahi la fusion, F), a través del discernimiento, los aspectos criticos de esta tarea. Esto es, se
reconoce la estructura algebraica de las expresiones, se identifican las manipulaciones (p.e
simplificar, reducir términos semejantes, etc) que es posible realizar sobre ellas,
considerando su estructura, y se elige la mas eficiente de todas, la que les permita obtener el
formato estandar ax + by = ¢, y de esa manera determinar si los coeficentes a, b y ¢ son
enteros y si se trata de una ecuacion de primer grado con dos incognitas.

Las respuestas que dieron los estudiantes en esta Tarea 1, se analizaron y se presentan
enseguida para dar cuenta de los aspectos y caracteristicas critcas que lograron discernir. En
ese sentido, encontramos que, después de experimentar en la primera parte de la tarea con
tres pares de ecuaciones, los equipos E1, E3, E4, E6, E7 y E8 pudieron identificar los
coeficientes a y b, asi como el término independiente ¢, demostrando que discernieron con
éxito la estructura de las ecuaciones, esto es, los elementos que la conforman y las relaciones
entre ellos.

De igual manera, lograron dicernir si los coeficientes son enteros y si se trata de una
ecuacion de primer grado con dos incdgnitas. Algunas de las respuestas de los equipos E1
(Nadia y Dafne) y E8 (Yarinka y Gabriel). Aparecen enseguida, en las figuras 4.3 y 4.4.
Notese que las respuestas del Equipo 1 (E1) estan escritas con un procesador de texto y las
del Equipo 8 (ES8) aparecen escritas a mano.

Esto es asi porque las integrantes del E1 tuvieron a la mano una computadora para

hacer el trabajo y también lo entregaron por medio de un email. En cambio el E8 respondid
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las hojas de trabajo a mano y las entregaron personalmente. En efecto, ambas posibilidades

ocurrieron: (i) por un lado la utilizacidon de un equipo de computo, conectado a Internet; y,

(i1) por otro lado, el trabajo hecho a mano y entrega presencial del producto, las cuales

caraterizaron el trabajo de los estudiantes en proporciones 3/8 para el caso (i) de utilizacién

de una computadora y conexion a Internet, y 5/8 para el caso (ii) de llenado a mano y entrega

presencial del producto.
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Figura 4.3. Respuesta de Nadia y Dafné (E1)
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Figura 4.4. Respuesta de Yarinka y Gabriel (E8)
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Enrelacion con el discernimiento de los coeficientes enteros en una ecuacion de primer grado
con dos incognitas (por parte de los estudiantes), Sfard (2001, p.111) considera que, si ser
capaz de ver la estructura es util en cualquier dominio del conocimiento, en matematicas
puede considerarse la esencia misma del aprendizaje.

En el caso de los equipos 2 (formado por América y Eduardo) y 5 (formado por Sergio
y Jesus), sus respuestas muestran que no logran discernir adecuadamente los coeficientes a,
by el término independiente ¢ en la mayoria de los casos, pues los integran con las variables
o incognitas de las ecuaciones, tomando el coeficiente y la incognita o variable como un s6lo
término.

Tampoco focalizan su atencion en la variacion de las caracteristicas criticas de las
ecuaciones, a saber, la que se lleva acabo al hacer variar los coeficientes (enteros vs no
enteros) y la estructura de las ecuaciones.

Al parecer, no establecen conexiones adecuadas entre sus conocimientos previos y el
nuevo de las matematicas, en este caso del algebra. Por lo que, no logran discernir
correctamente en que casos si se trata de una ecuacion de primer grado con dos incognitas y
con coeficientes enteros. Las respuestas obtenidas en esta primera seccion de preguntas de la

Tarea 1, se presentan enseguida en las figuras 4.5 y 4.6.
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Figura. 4.5. Respuesta de America y Eduardo (E2)
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Figura 4.6 Respuesta de Sergio y Jests (ES)

En la segunda parte de la Tarea 1, se presenta a los estudiantes nuevamente tres pares
de ecuaciones algebraicas, en conjunto con contrastes mas refinados, que permitieron avanzar
en la separacion de las caracteristicas criticas de las ecuaciones y una mejor focalizacion de
la estructura de las ecuaciones. En este caso, se realizan variaciones en los coeficientes a, b
y el término independiente ¢, asi como en la forma de escritura de las ecuaciones, ademas del
exponente de una de las incognitas en dos de las ecuaciones propuestas. De tal manera, que
es sumamente importante que el alumno focalice su atencion en observar con cuidado la
variacion en la estructura de las ecuaciones, la reconozca y la relacione con las
manipulaciones que son validas para ella.

Del andlisis de las respuestas obtenidas de los estudiantes, tenemos que los equipos E1,
E6 y E8 no solo lograron identificar los coeficientes a, b y el término independiente ¢, si no
que también determinaron correctamente si son enteros o no. Observamos en sus respuestas
que pudieron discernir las manupulaciones validas (p.e. la simplificacion o reduccion de
términos semejantes, etc), para obtener el formato estandar ax+by= c, y de esta manera
determinar si se trata o no de una ecuacion de primer grado con dos incdgnitas y coeficientes
enteros. En las siguientes figuras (4.7, 4.8 y 4.9) se muestran las respuestas obtenidas por los

equipos E1, E6 y E8 en esta segunda parte de la Tarea 1.
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Figura 4.7. Respuesta de Nadia y Dafné (E1)
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Figura 4.9. Respuesta de Yarinka y Gabriel (ES)

En sintesis, se observo que variar las caracteristicas criticas de la estructura de las
ecuaciones ayudo a los estudiantes a profundizar su comprension de lo que es una ecuacion
dioféantica lineal o una ecuacion de primer grado con dos incdgnitas y coeficientes enteros.

Por otro lado, la palabra estructura en matematicas se utiliza en ocasiones para referir
a un conjunto cerrado bajo una o varias operaciones, cumpliendo varios axiomas. Segin
Castro, Rico y Romero (1997, p.362) este término consiste en un conjunto de entes abstractos
expresados simbolicamente, dotado de unas operaciones o modos de componerlos y de unas
relaciones mediante las que se comparan dichos entes.

Desde un punto de vista mas amplio, de acuerdo con Hoch y Dreyfus (2004), se puede
decir que, en matematicas, el término estructura se refiere a la forma en que una entidad se
compone de partes, existiendo conexiones o relaciones entre las partes que componen dicha
entidad.

En el caso del equipo E2 y E5, en la segunda parte de la Tarea 1, presentan dificultades

desde el inicio para identificar nuevamente los coeficientes a, b y el término independiente
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c. Ademas, no focalizan su atencidn en las variaciones realizadas en la estructura de las
ecuaciones. Por lo que no logran discernir y relacionar las manipulaciones que son validas
en las ecuaciones para obtener el formato estandar ax + by =c.

De esta forma, existe gran coincidencia entre diversos autores (Cerdan, 2010; Hoch &
Dreyfus, 2005, 2006; Nortes & Nortes, 2010; Novotna & Hoch, 2008) en destacar la falta de
capacidad de algunos estudiantes de educacion secundaria y bachillerato (de 12 a 18 afos)
para aplicar las técnicas algebraicas bésicas en contextos distintos de los que han
experimentado. En especial se pone énfasis en las dificultades manifestadas por los alumnos
para reconocer y generar formas equivalentes de expresiones algebraicas comprendiendo su
significado.

Es de sefialar que ambas capacidades, la de reconocer y la de generar dichas
expresiones, estan relacionadas con los objetivos de aprendizaje de la educacion matematica
en educacion secundaria y bachillerato (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2006; NCTM,
2000; INEE, 2017). Por ejemplo en nuestro caso en los planes y programas del bachilleraro
general (INEE, 2017) en el eje llamado del pensamiento aritmético al lenguaje algebraico, en
la seccion de componentes; patrones simbolizacion y generalizacion: elementos del algebra
basica, uno de los contenidos centrales sefiala el uso de las variables y las expresiones
algebraicas (p. 189).

Este eje profundiza y amplia los aspectos de numero, variable y relacion proporcional
propios de la Educacién Bésica, para plantear al Algebra como un lenguaje que permite
generalizar y expresar simbolicamente a los nimeros y sus operaciones, y que posibilite, a
su vez, la modelacion de fendémenos y el planteamiento y resolucion de situaciones que
exigen del manejo formal de un lenguaje simbdlico dotado de significados. De tal manera
que el algebra es, a la vez, un objeto de estudio en si mismo y una forma de entender procesos

de simbolizacion en matematicas, ciencias y tecnologia.

181



5x +y =34 V5 x —y=25
a b c a B C
5x h% 34 5x y 25
¢ Todos sus coeficientes son enteros? . Todos sus coeficientes son enteros?
si si
¢Es una ecuacion con dos incoégnitas? (Es una ecuacién con dos incognitas?
si si
x—3y—20=0 x2 — 3y =20
a b c a b c
x 3y (0] x 3y 20
. Todos sus coeficientes son enteros? (. Todos sus coeficientes son enteros?
si si
(Es una ecuacioén con dos incégnitas? (Es una ecuacién con dos incognitas?
si no
2x3 + 5y — 3z =120 2x + 5y —3x =120
a b c a b c
2x Sy 3z 120 2x 3x Sy 120
. Todos sus coeficientes son enteros? ¢ Todos sus coeficientes son enteros?
si si
(Es una ecuacién con dos incognitas? (Es una ecuacién con dos incognitas?
no tiene no tiene tres
(Cuando una ecuacion tiene dos incégnitas?
cuando no se sabe el valor de las letras
(Cuando una ecuacion es lineal?
Sitienex oy

Figura. 4.10. Respuesta de America y Eduardo (E2)

Finalmente, analizando en conjunto las respuestas del equipo de America y Eduardo
(E2), y las del equipo de Sergio y Jesus (ES), que son bastante similares, podemos decir que
no lograron discernir las variaciones en las caracteristicas criticas de las ecuaciones lo que
dio lugar a no poder determinar con bases matematicas si son ecuaciones de primer grado

con dos incognitas y coeficientes enteros o no.
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Figura. 4.11. Respuesta de Sergio y Jesus (ES)

La reiterada percepcion de las dificultades senaladas, asi como otras puestas de
manifiesto por los estudiantes en el aprendizaje del algebra, han ocasionado un interés
creciente en la investigacion en educacion matematica por conocer cual es el conocimiento
sobre el algebra escolar que poseen o desarrollan los estudiantes tanto en secundaria como
en el bachillerato y como éste se lleva a cabo (Demby, 1997; Hoch & Dreyfus, 2005, 2006;
Kieran, 1989, 2006, 2007; Kirshner & Awtry, 2004; Sfard & Linchevsky, 1994; Ruano,
Socas & Palarea, 2008; Trujillo, Castro & Molina, 2009).

Esta misma preocupacion ha dado lugar al surgimiento del constructo “sentido
estructural”, que busca precisar las habilidades necesarias para hacer un uso eficiente, en

tareas escolares, de las técnicas algebraicas aprendidas. En ese sentido, para Vega-Castro
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(2013), los estudiantes que han desarrollado su sentido de estructura ®actian mas de
forma estructural o conceptual: analizan la estructura del objeto (sus partes y las relaciones
entre ellas), para elegir la mejor estrategia para realizar la tarea que se les pide. Los
estudiantes que no han desarrollado su sentido de estructura actian mas de forma procesal o
procedimental: aplican probablemente el primer procedimiento que se les viene a la mente,
dada la estructura que alcanzaron a percibir, sin analizar a fondo si la estructura percibida es
correcta o cudl es el procedimiento (de reduccion) que se deberian emplear para una mejor
perpcepcion de la estructura. Es el caso de los equipos E2 y ES5, cuyas respuestas se
presentaron arriba.

En la tercera parte de esta Tarea 1, se focalizo alin mas en el analisis de la estructura
de las ecuaciones. En este caso, al igual que en las partes anteriores de esta Tarea 1 se les
pidio a los estudiantes identificar nuevamente los coefientes a, b y el término independiente
c. Sin embargo, cabe destacar que en esta seccion ninguno de los tres pares de ecuaciones
propuestos se encuentran en formato estandar ax + by = c.

Por lo que, que debieron aplicar su sentido estructural para discernir y emplear las
reglas basicas de la aritmética y algebra en la manipulacion de las ecuaciones para obtener el
formato estdndar, mismo que les permitio determinar si los coeficentes son enteros y a su
vez, focalizar también su atencion en los exponentes de las incognitas para determinar
simultaneamente si se trata de una ecuacion de primer grado con dos incognitas y coeficientes
enteros o no.

Del andlisis de las respuestas obtenidas en las hojas de trabajo de los estudiantes
tenemos que en el caso de los equipos E1 y E8 si lograron discernir y aplicar correctamente
las manipulaciones algebraicas para reorganizar o reducir los términos, obteniendo el formato

estandar.

% El término "sentido estructural” refiere, de forma general, a una coleccion de habilidades relacionadas con
transformar expresiones algebraicas, que permite a un alumno hacer un mejor uso de las técnicas algebraicas
aprendidas (Linchevski & Livneh, 1999). Para Vega-Castro (2013), por ejemplo, el sentido estructural es un
conjunto de capacidades necesarias para trabajar flexiblemente con expresiones algebraicas, que implican el
uso combinado de conocimiento conceptual y procedimental.
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De igual manera, focalizaron su atencion en el exponente de una de las incognitas el

cudl es mayor a 1. Todo este conocimiento simultaneo de la variacion y focalizacion de las

caracteristicas criticas, llevo a estos estudiantes a discernir la estructura de las ecuaciones de

primer grado con dos incognitas con coeficentes enteros.

Por otro lado, Novotna y Hoch (2008) detectaron cierta correlacion entre el nivel de

sentido estructural y la habilidad en la manipulacion de expresiones algebraicas puestos de

manifiesto por los estudiantes. A mayor sentido estructural mayor habilidad para la

manipulacion de expresiones algebraicas. En seguida en las figuras 4.12 y 4.13 se muestran

las respuestas obtenidas por los equipos E1 y ES.

~(48x +36 y = 48)

23x + 4y — 7x =3y +15

a b

a b

16 12 16

16 7 15

( Todos sus coeficientes son enteros?

( Todos sus coeficientes son enteros?

si

si

(Es una ecuacion con dos incognitas?

(Es una ecuacion con dos incognitas?

si hay que dividir primero entre 3

si pero hay que reducir terminos semejantes

y=-2x+8

= (42x +36 y = 48)

a b

a b

2 1 8

24 18 24

( Tiene coeficientes enteros?

(Tiene coeficientes enteros?
si

S1

(Es una ecuacion con dos incognitas?

(Es una ecuacion con dos incognitas?

si pero hay que acomodarla

Si tambien hay que dividir primero entre 2

15x+ 10y —-20=0

x2-3x=20

a b

a b

15 10 20

1 -3 20

(Tiene coeficientes enteros?
si

(Tiene coeficientes enteros?
si

(Es una ecuacion con dos incognitas?

(Es una ecuacion con dos incognitas?
si

Si pero tiene potencia 2

Figura 4.12. Respuesta de Nadia y Dafné (E1)
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1 —
5(48x+36y=48) 23x + 4y — 7x = -3y +15
a b c a b €
lé \ L 1 & A 5
¢ Todos sus coeficientes son enteros? ¢ Todos sus coeficientes son enteros?
==t 3 |
¢,Es una ecuacion con dos incognitas? Es una ecuacién con dos incégnitas?
e ' " " < , % A
=\ . ay A “5 W N A B i@
7 b - ¢ ‘ :
&\ Wy ARY ed
g 1
y=-2x+8 . S (42x+36y=48)
a b < a b c
+2 \ & 2\ \ § A4
. Tiene coeficientes enteros? ; Tiene coeficientes enteros?
- . < /
¢Es una ecuacién con dos incégnitas? ,Es una ecuacion con dos incégnitas?
W P, ¢ Y 0 . =S p_4 v Y s Chee
- 1 - T
e ; &
15x + 10y —20=0 x? —3x =20
a b c a b C
.; g‘ | o ";e: N \ . = 4" &
;Tiene coeficientes enteros? . Tiene coeficientes enteros?
-\ )|
,Es una ecuaciéon con dos incégnitas? (Es una ecuacién con dos incégnitas?
-t > Y L ] [« \ ]
= & X y Y O R R - | Fe4 D ne B yowEni® &
I p L1 { -

Figura 4.13. Respuesta de Yarinka y Gabriel (E8)

Al parecer, en efecto se activo el discernimiento de la estructura de las ecuaciones en
juego en el contexto de la variacion (aplicado en la formulacion de cada parte de la Tarea 1).
En sintesis, en el contexto de la variacidn se estaria entonces promoviendoel discernimiento
de la estructura las ecuaciones y por ende, la habilidad en la manipulacion de las expresiones
algebraicas, pues los estudiantesde los Equipos E1 y E8 en sus respuestas transformaron,
redujeron, y reacomodaron los términos de las ecuaciones.

En el caso del equipo E6 de Brenda y Flor, en los dos primeros pares de ecuaciones al
parecer disciernen las manipulaciones que se deben realizar, pero no logran aplicarlas
correctamente ya que cometen algunos errores en la ejecucion de las divisiones, para
simplificar los coeficientes.

Esto derivo en la obtencion de un formato estandar incorrecto, por lo que no lograron
determinar correctamente si los coeficentes a, b y el término independiente ¢ son enteros o

no. En el caso del tercer par de ecuaciones si logran discernir la estructura de las ecuaciones
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reorganizando los términos para identificar correctamente los coeficentes a, b y el término
independiente c.

Asi mismo, si focalizan su atencion en el exponente (mayor que 1) de una de las
incogitas. Sin embargo, en la ecuacidon que aparece en la izquierda del segundo renglon, se
ve que las estudiantes no tranformaronla ecuacionde manera adecuada para hacer evidente
los coeficientes a, b y c. Es frecuente que en el trabajo con expresiones algébraicas los
estudiantes actien “sin pensar”, trasformando las expresiones por medio de técnicas
algebraicas supuestamente aprendidas y donde ignoran sus significados.

Con este tipo de estudiantes es esencial lograr desarrollar la capacidad de recuperar los
significados de las transformaciones de las expresiones. En realidad, en el trabajo que aqui
se presenta se argumenta que el contexto de la variacion permite que los estudiantes avancen
en la manipulacion algebraica de referencia. En seguida en la figura 4.14 se muestra las

respuestas obtenidas por el equipo E6.

1 _Ix=-_3
3(48x+36y=48) 23x +4y - 7x 3y +15
a b c a b c
L% %
(Todos sus coeficientes son enteros? ¢ Todos sus coeficientes son enteros?
(Es una ecuacién con dos incognitas? (Es una ecuacién con dos incognitas?
\\
— 1
y=-2x+38 . 5 (42x +36y =48)
a b c a b c
]
¢ Tiene coeficientes enteros? i Tiene coeficientes enteros?
(Es una ecuacién con dos incégnitas? ¢Es una ecuacioén con dos incognitas?
15x + 10y —20=0 x? - 3x =20
a b c a b (&
‘\ S >
;Tiene coeficientes enteros? ¢ Tiene coeficientes enteros?
¢Es una ecuacion con dos incognitas? (Es una ecuacién con dos incognitas?

Figura 4.14. Respuesta de Brenda y Flor (E6)
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La apariencia externa de una expresion revela un orden interno determinado por las
relaciones entre las partes que componen su estructura, segin Hoch y Dreyfus (2004), sefialan
que se debe incluir en la mencionada coleccion de habilidades (sentido estructural’): la
capacidad de ver una expresion algebraica como una entidad, el reconocer una expresion
algebraica como una estructura previamente conocida, sus sub-estructuras, las conexiones
mutuas entre estructuras, cudles manipulaciones son posibles y, finalmente, cual
manipulacion es mas eficiente.

Continuando con el andlisis en esta tercera parte de la Tarea 1, America y Eduardo (E2)
continuan sin lograr identificar los coeficentes a, b y el término independiente ¢, no
disciernen la estructura de las ecuaciones. Por lo que, no comprenden tampoco las
transformaciones que son posibles realizar a las ecuaciones, por ejemplo la reduccion de
términos semejantes o la simplificacion de las operaciones aritméticas como las divisiones
de los coeficientes, para obtener el formato estandar ax+by = c, y determinar si las
ecuaciones corresponden a una ecuacion de primer grado con dos incdgnitas y con
coeficientes enteros.

Diversos estudios muestran que muchos alumnos poseen una pobre comprension de las
relaciones y estructuras matematicas (Booth, 1982; Kieran, 1989; MacGregor, 1996;
Schifter, 1999) y muestran una falta de relacion entre sus conocimientos aritméticos y sus
conocimientos algebraicos (Carpenter & Franke, 2001; Warren, 2001, 2004).

Dichos trabajos evidencian que esta forma tradicional de introducir el algebra no es
eficaz en el desarrollo de las habilidades de los alumnos para reconocer y usar la estructura
matematica. A esto Kieran (1992) afiade la comprension del significado de las letras y el
cambio de convenciones, como otras de las principales dificultades en la introduccion del
algebra.

El énfasis de la ensefianza de la aritmética en “encontrar la respuesta” hace que los

alumnos consigan desenvolverse con procesos intuitivos e informales evitando el uso y

7 Para Vega-Castro (2013), por ejemplo, el sentido estructural es un conjunto de capacidades necesarias
para trabajar flexiblemente con expresiones algebraicas, que implican el uso combinado de conocimiento
conceptual y procedimental (véase Ascencio Gonzalez, Rebeca, & Eccius-Wellmann, Cristina, 2019).
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reconocimiento de la estructura, que es esencial en el aprendizaje del algebra (Kieran, 1989).
Es el caso nuevamente del equipo E2. En seguida, en la figura 4.15 se muestra una parte de

las respuestas obtenidas del equipo 2.

1 —
g(48x+36y:48) 23x + 4y — 7x =3y +15
a b c a b c
16x 36y 48 23x 4y 3y 3y 15
. Todos sus coeficientes son enteros? . Todos sus coeficientes son enteros?
no si
(Es una ecuacioén con dos incognitas? ¢ Es una ecuacioén con dos incognitas?
si No
— 1
y=-—2x+8 . 3 (42x +36y=48)
a b c a b c
Y 2x 8 1/2 42x 48
¢ Tiene coeficientes enteros? . Tiene coeficientes enteros?
si no
,Es una ecuacion con dos incégnitas? ,Es una ecuacion con dos incoégnitas?
si si
15x + 10y — 20 =0 x2 —3x =20
a b c a b C
15x 10y 20 o X 3x 20
. Tiene coeficientes enteros? ¢ Tiene coeficientes enteros?
si si
,Es una ecuacion con dos incoégnitas? ,Es una ecuacion con dos incoégnitas?
si si

Figura. 4.15. Respuesta de America y Eduardo (E2)

En el equipo 5 (ES) de Sergio y Jesus, tampoco lograron identificar correctamente los
coeficentes a, b y el término independiente c. S6lo logran separar lo que para ellos son los
términos de las ecuaciones ax, by y ¢, sin discernir que tipo de manipulaciones (aritméticas
o algebraicas) son posibles realizar a las ecuaciones, para obtener el formato estandar
ax+by=c, y de esta manera, determinar si los coeficentes a, b y el término independiente ¢
son enteros o no.

Tampoco focalizan su atencidn en el exponente mayor a 1 de una de las incognitas de
las ecuaciones. Por lo que, finalmente no logran determinar si las ecuaciones corresponden
0 no a una ecuacion de primer grado con dos incognitas y con coeficientes enteros.

Respecto al andlisis anterior de las respuestas obtenidas del equipo E5, los estudios
también sugieren que muchos estudiantes tienen dificultades para comprender la sintaxis o

la estructura de las expresiones algebraicas y no comprenden ni los procedimientos para
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transformar ecuaciones ni las razones por las cuales las transformaciones se realizan de la

forma en que se realizan (National Mathematics Advisory Panel 2008; Pirie y Martin 1997).

En la siguiente figura 4.16 se muestran las respuestas obtenidas de Sergio y Jesus (EY).

S (48x + 36y = 48)

23x + 4y — 7x = -3y +15

a b

a b

48x 36y 48

23x 4y 3y 15

, Todos sus coeficientes son enteros?

. Todos sus coeficientes son enteros?

no

si

,LEs una ecuacién con dos incégnitas?

,Es una ecuacién con dos incégnitas?

si

No

y=-2x+38 S (42x + 36y = 48)
a b a b
y 2x 8 1/2 42x 36y 48

(Tiene coeficientes enteros?

(Tiene coeficientes enteros?

si

no

LEs una ecuacioén con dos incognitas?

LEs una ecuacioén con dos incognitas?

si

si

15x + 10y —20=0

x2 —3x =20

a b

a b

15x 10y 0

X 3x 20

(Tiene coeficientes enteros?

(Tiene coeficientes enteros?

si

si

,Es una ecuacién con dos incégnitas?

,Es una ecuacién con dos incégnitas?

si

no

Figura. 4.16. Respuesta de Sergio y Jesus (E5)

Molina (2010), explica que, si al realizar una operacion o resolver una ecuacion los
estudiantes emplean un procedimiento estandar aprendido, sin detenerse a analizar las
caracteristicas criticas del ejercicio en cuestion, trabajan bajo un enfoque procedimental. En
cambio si realizan un andlisis previo de las caracteristicas criticas de las expresiones y de su
estructura, y al llevar a cabo la actividad las toma en cuenta, entonces trabajan bajo un
enfoque estructural.

Por tanto, es importante promover el habito de la observacion y el analisis de los
aspectos y caracteristicas criticas de las ecuaciones en los estudiantes antes de iniciar la
manipulacion, con el fin de fortalecer el enfoque estructural, que permita un trabajo mas
significativo con expresiones aritméticas y algebraicas, y evite algunas de las dificultades

que los alumnos encuentran en el aprendizaje y transicion entre ambas.
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Todo nuestro analisis anterior sugiere que el objeto de aprendizaje vivido (presentado
en las respuestas de los estudiantes obtenidas en las hojas de trabajo durante la
experimentacion de la Tarea 1) enfatizo6 en los aspectos y caracteristicas criticas que lograron
discernir los estudiantes en esta primera unidad de discernimiento, para la comprension o
reconocimiento de los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incégnitas,
a través de la aplicacion de la teoria de la variacion (Marton, 2015). Otro de los resultados
del andlisis de las respuestas de los estudiantes se obtiene al categorizar su nivel cognitivo

estructural de acuerdo a la clasificacion SOLO®. En seguida, se muestra la tabla 4.2 donde se

especifica dicha clasificacion.

Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)
No logra identificar los coeficientes a, by | Las respuestas que
el término independiente ¢ de las | proporcionan los alumnos
ecuaciones y logra determinar en algunos | ante una determinada tarea
Pre-estructural: casos si son enteros, pero no entienden las | son erroneas o inexistentes.
No se domina ningtin E2yES5 manipulaciones que son posibles en las
aspecto crucial de la tarea ecuaciones para llfegqr al fqrmgto estandar | g ostudiante  atn  no
ax + by = ¢,y asi, d}scermr si se trata de comprende
una ecuacion de primer grado con dos
incognitas.
Identifica los coeficientes a, b y el término | El resultado del alumno,
independiente ¢ de las ecuaciones y logra | pese a poder ser cierto, s6lo
determinar en algunos casos si son enteros, | se centra en un determinado
Uniestructural: pero no entienden las manipulaciones que | aspecto que, por otro lado,
Se domina sélo un aspecto son posibles en las ecuaciones para llegar | no tiene por qué ser
crucial de la tarea formato estandar ax + by = c, y asi, | relevante
discernir si se trata de una ecuacion de
primer grado con dos incognitas. Identifica solo un aspecto
del concepto.
Identifica los coeficientes a, b y el término | En este caso el alumno es
independiente ¢ de las ecuaciones, logra | capaz de enumerar una serie
Multiestructural: identificar si son enteros y en algunos | de aspectos correctos, pero
Se dominan varios casos logra manipuar las ecuaciones para | no va mas alla
aspectos cruciales de la E3yE6 obtenpr el forrpato estandar ax + by =cy
tarea asi, discernir si se tratg de' una ecuacion de Identifica varios aspectos
primer grado con dos incdgnitas. del concepto, pero no tiene
aln una vision completa.
. El E4.E7 }dentiﬁcq los coeficientes a, b y el término | El qlumno no soélo identifica
Relacional: ’ Eé independiente ¢ de las ecuaciones, logra | varios aspectos correctos,
y manipular las expresiones para escribirla

8 “The SOLO taxonomy by Biggs and Collis (1982) was inspired by Piagetian descriptions of qualitative
differences in handling the same tasks and was intended to help in the analysis of student’s responses to open-
ended questions in school (Marton, 2015, p.115). The different categories refer to different ways of handling
the same task, and basically, they consist in four different levels: in prestructural level, no crucial aspects of the
task are mastered; in unistructural level, one crucial aspect of the task is mastered; in multistructural, several
crucial aspects are mastered; finally, in relational level, several crucial aspects are related to each other. “(Hoyos
et. al, 2020).
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Relaciona entre si varios en el formato estandar ax + by = c, y | sino que también es capaz de
aspectos cruciales de la focaliza su atencion en los exponentes de | relacionarlos entre si.

tarea las incognitas para asi, discernir si se trata
de una ecuacion de primer grado con dos

N ; Tiene una visién completa
incognitas y coeficientes enteros.

del concepto conformada
por los diferentes aspectos
del concepto.

Tabla 4.2. Clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la Tarea 1

4.1.2 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO DOS

,Cuando tiene solucion entera?

Una vez que hemos analizado el aprendizaje vivido (a partir de las respuestas de los
estudiantes en las hojas de trabajo) en la Tarea 1, referente a como son los coeficientes en
una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas. La cuestion que ahora vamos a analizar
en esta unidad de discernimiento dos es: (cuando tiene solucion entera? Esto se llevaréd a
cabo a partir del andlisis de las respuestas de los estudiantes en su experimentacion con las

Tareas 2A y 2B.

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 2A°

Experiencia de Aprendizaje

El disefio de la Tarea 2A consistio de tres partes, en la primera parte se presentaron algunos
contrastes basicos, que permitieran a los estudiantes tener una mejor transicion del aritmética
al algebra. Esto es al identificar algunas diferencias entre las dos ecuaciones propuestas,
variando una caracteristica critica (los signos de operacion de las ecuaciones) y manteniendo
invariante los coeficientes a, b y el término independiente c.

En el disefio también se considerd que: los estudiantes continuen con la identificacion
de los coeficientes a, b y el término independiente ¢ de las ecuaciones, encuentren el M.C.D
de (a, b) y que focalicen su atenciéon en el cociente de ¢ / M.C.D de (a, b) como la

caracteristica critica para determinar si la ecuacion tiene o no soluciones enteras.

° Ver tarea 2A en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en €l Anexo 1 de esta tesis.
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En el caso de que alguna o las dos ecuaciones tengan solucion entera, se solicit6 a los
estudiantes encontrar algunas soluciones enteras utilizando el método por tanteo, de tal
manera que logren formular conjeturas sobre algunas posibles soluciones enteras y las
prueben.

En la segunda parte de esta Tarea 2A, se avanz6 hacia una variacion por separacion y
generalizacion, al cambiar la estructura de la ecuacion propuesta, donde los coeficientes a y
b son ahora nimeros pares y el término independiente ¢ impar. De tal manera que
focalizamos la atencion de los estudiantes en el M.C.D de (a, b), el cudl es un nimero par y
no divide de manera exacta al término independiente c. Por lo que, al solicitar a los
estudiantes que realicen el cociente ¢ / M.C.D de (a, b), es esencial que logren focalizar su
atencion en que el resultado es un nimero no entero, lo que significa que la ecuacion no tiene
solucidn entera.

Finalmente, en la tercera parte de esta Tarea 2A se proponen tres ecuaciones, donde lo
que varia ahora es el término by, quedando invariante el coeficiente a y el término
independiente c. Focalizando la atencion de los estudiantes en las variaciones, para discernir
que el M.C.D de (a, b) de una de las ecuaciones no divide de manera exacta al término
independiente ¢, por lo que dicha ecuacion no tiene solucion en niimeros enteros.

De lo escrito en las hojas de trabajo por los estudiantes, tenemos que, en la primera
parte de esta Tarea 2A la mayoria de los equipos E1, E3, E4, E6, E7 y E8 lograron identificar
la estructura !'°de las ecuaciones, demostrando que entienden que una ecuacidn en
matematicas se define como una igualdad establecida entre dos expresiones, en la cual puede
haber una o mas incognitas que deben ser resueltas.

También observamos que, con base a estas experiencias de variacion, los estudiantes
de estos equipos identifican correctamente los coeficientes a, b y el término independiente c.
Por lo que, no tuvieron problemas para encontrar el M.C.D de (a, b) en ambas ecuaciones.

De igual modo, lograron realizar el cociente ¢/M.C.D de (a, b) y notar que el

resultado es un nlimero entero en ambas ecuaciones. Al parecer ellos comienzan a tener una

19 E] término estructura se refiere a la forma en que una entidad se compone de partes, existiendo conexiones o relaciones
entre las partes que componen dicha entidad (Hoch y Dreyfus, 2004).
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vaga idea de que este resultado esta relacionado de alguna manera con que ambas ecuaciones

tienen soluciéon en nimeros enteros. A continuacion se muestran dos ejemplos de las

respuestas escritas por los equipos E1 y E6.

ACTIVIDAD I

1.Deseamos encontrar todas las parejas de enteros (x, y) que satisfagan la siguiente ecuacion.

Consideremos la ecuacion: xty=7

Cocficientes | a | b | ¢

1 | 1 | 7

Encuentra el Méximo Comiin Divisor de (a, b)

MCD. (3, b)=1

(EIM.C.D. (a, b) divide de manera exacta al coeficiente ¢? C
Si 1 =7

(La ecuacion propuesta tiene soluci6n entera? (en que te basas para dar tu respuesta?

Si En que al dividir a C entre el M.C.D. nos
vaa dar un nimero entero.

ACTIVIDAD |
i 8 D; guiente ecua n.
1.Deseamos encontrar todas las parejas de enteros (X, y) que satisfagan la siguiente ecuacio
Consideremos la ecuacion: x+y=7

[ Coeficientes o8

Encuentra el Maximo Comin Divisor de (2, b)
MCD.(a,b)____ lﬁ

i
MCD™ 7

(EIM.C.D. (a, b) divide de manera exacta al coeficiente ¢?
Si.

R T s <ol entera? - | 2 P T
¢La ecuacion propuesta tiene solucion entera? | ;en que te basas para dar tu respuesta

es | 0hmero entero
Si Pav que 1 es i hmer

Figura 4.17. Respuestas de Nadia y Dafné (E1)

Figura 4.18. Respuestas de Flor y Brenda (E6)

Una vez que los estudiantes intuyen que las ecuaciones propuestas en esta primera

parte de la Tarea 2A si tienen soluciéon en nimeros enteros, pasaron a proponer algunas

soluciones mediante tanteo y lograron encontrar un primer par de valores enteros (Xo, yo) que

satisface a cada una las ecuaciones.

Sin embargo, al cuestionarlos ;Si era la unica solucién?, conjeturaron que no, que

ambas ecuaciones pueden tener otras soluciones, lo que a su vez los llevo a buscar otros pares

de nimeros y probar que efectivamente son niumeros enteros que satisfacen las respectivas

ecuaciones.

Pirie y Martin (1997), sefialan que si bien la ecuacion algebraica desempefia un papel

clave en el aprendizaje del algebra, es un desafio para los estudiantes porque probablemente

es la primera vez que realmente entienden el significado del signo igual obtenido de sus

experiencias aritméticas anteriores. En las siguientes figuras 4.19 y 4.20 se muestran algunas

respuestas obtenidas de los estudiantes de los equipos E1 y E3.
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Escribe una posible solucion y prucbala. scribe una posible solucion y pruebala
X= Y= Solucién

1 6 146=7

+  (Esestasolucion la inica?, o hay mas soluciones, conjetura y prueba ¢ Escstasolucion la dnica?, o hay mis soluciones, conjetura y prucba

X= 2 Y=5 245=7 X y
X= 3 Y= 4 344=7 X w
IKZ
X= 4 Ye3 443=7
Figura 4.19. Respuesta de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.20. Respuesta de Ivan y Liliana (E3)

De acuerdo con Li et al., (2011), la esencia de un concepto puede ser resaltado
contrastando formas estandar y no estandar, y las interpretaciones incorrectas del mismo
pueden ser corregidas usando contraejemplos, como fue el caso de esta tarea.

Los equipos de trabajo E2 y ES presentan dificultades como en la Tarea 1 ya que no
han lograron identificar correctamente la estructura de las ecuaciones. Es decir, ain no han
discernido que una ecuacion se compone de partes, existiendo conexiones o relaciones entre
las partes que la componen.

Por lo que, al no identificar correctamente los coeficientes a, b y el término
independiente ¢, no lograron obtener el M.C.D de (a,b), al parecer ain no han discernido
(desde los conocimientos previos de la aritmética) que el M.C.D es el mayor niumero que
divide exactamente a dos 0 mas nimeros a la vez.

Como consecuencia de esto, las respuestas de estos estudiantes nos dan evidencia de
que no han desarrollado un sentido estructural de las ecuaciones, por lo que nisiquiera
tuvieron oportunidad de focalizar su atencion en la caracteristica critica del cociente ¢/M.C.D
de (a, b), que permite determinar si la ecuacion diofantica lineal tiene o no soluciones enteras.
En las siguientes figuras 4.21 y 4.22 se muestran las respuestas escritas por los equipos E2 y
ES.
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1.Deseamos encontrar todas las parejas de enteros

(X, y) que satisfagan la siguiente ecuacion.

1.Deseamos encontrar todas las parejas de enteros

(x, y) que satisfagan la siguiente ecuacion.

No

(La ecuacion propuesta tiene solucion entera?

No

;en que te basas para dar tu respuesta?

En el numero 17.

Consideremos la ecuacion: x+y=17 Consideremos la ecuacin: xty=17
Coeficientes [ a | b ‘ Coeficientes | a | b ‘
X [ y [ 3 | 4 |7
Encuentra el Maximo Comin Divisor de (a, b) Encuentra el Maximo Comun Divisor de (a, b)
MCD. (a,b)_f MCD. (a, 3)b(2
(EIM.CD. (a, b) divide de manera exacta al coeficiente c? | € -y (EIM.CD. (a, b) divide de manera exacta al coeficiente ¢? | € 12
M.cD No =

¢La ecuacion propuesta tiene solucion entera?

No

(en que te basas para dar tu respuesta?

Que 1.2 no tiene nimero enteros

Figura 4.21. Respuesta de Eduardo y America (E2)

Figura 4.22. Respuesta de sergio y Jesus ( E5)

En el caso, cuando se les pide encontrar una solucion posible y probarla, ambos

equipos E2 y E5 anotan un primer par de numeros que no corresponde ni siquiera a la

ecuacion diofantica lineal propuesta y los siguientes pares escritos de igual manera, al parecer

no tienen sentido. Lo que demuestra que no han discernido la tarea solicitada. En las

siguientes figuras 4.23 y 4.24 se presentan las respuestas de estos dos equipos en esta seccion.

Escribe una posible solucién y prugbala.

Xi=3 Yi=4

Solucion

1 10 =43

o ¢Es esta solucion la dnica?, o hay més soluciones, conjetura y prueba

Xo=5 Y7 =43
Xs=9 Yi=4 =43
Xe=13 Ye=l =43

Escribe una posible solucion y pruebala.

Xi= Yi=

Solucion

P

9
3
7

X1-¥1=12

o ;Esesta solucion la tinica?, 0 hay més soluciones, conjetura y prueba

X=

! 4
3 3 X2-¥2=19
! 2
Xi= Yi=yg
6 3 3323
5 2
X Ye o
6 8 X4-¥4=32

Figura 4.23. Respuesta de Eduardo y America (E2)

Figura 4.24. Respuesta de sergio y Jesus (ES)

En la segunda seccion de esta Tarea 2A, se propone la ecuacion 2x + 10y =17 la

cudl presenta una variacion (por contraste, en los coeficientes a y b pares, mientras que c es

impar) con respecto a las ecuaciones iniciales y se solicita a los estudiantes con base en
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el andlisis de la seccidn anterior determinar si esta ecuacion dioféntica lineal tiene o
no solucidén en numeros enteros y en caso de tenerla, encontrar un primer par de nimeros
enteros que sean solucion. Esto al igual que en la primera seccion utilizando el método por
tanteo, formulando conjeturas y probandolas. De tal manera, que nuevamente el aprendizaje
previsto es que focalicen su atencion en la caracteristica critica del cociente ¢/M.C.D de (a,b),
que determina matemdticamente si la ecuacion tiene o no solucién entera.

Desde la ensefianza con variacion la ecuacion diofantica 2x + 10y =17 no posee
solucion debido a que el M.C.D de (2, 10) =2 vy al realizar el cociente ¢/M.C.D de (a,b), el
resultado es un numero no entero. Es decir, no divide de manera exacta al término
independiente c=17. Por lo que, la ecuacion no tiene solucién en niumeros enteros.

En el caso de los equipos E1, E6, E7 y E8 logran discernir correctamente los
coeficientes a, b y el término independiente c. Asi mismo encuentran el M.C.D de
(a, b) y realizan el cociente entre ¢ y el M.C.D de (a, b) notando que no se obtiene
un numero exacto.

Sin embargo, al parecer no le pusieron mucha atencidén a esta carécteristica,
dejandola en segundo plano, ya que al intentar por el método de tanteo encontrar un
par de nimeros que sean solucién de la ecuacidon propuesta, no logran encontrar
alguno que satisfaga la ecuacidn; por lo que, focalizan nuevamente su atencion en el
cociente entre c y el M.C.D de (a, b), de las dos primeras ecuaciones propuestas en
la primera parte de la Tarea 2A, comparandolos con el de esta ultima ecuacidn,
notando que en las dos primeras el resultado del cociente es un nimero entero y en
la tercera no lo es.

La focalizacidn de esta caracteristica critica los llevo a discernir que cuando el
cociente no da como resultado un nimero entero la ecuacidén propuesta no tiene
solucion, al menos no en los nimeros enteros como interesa en este estudio. La
siguientes figuras 4.25 y 4.26 son ejemplos de las respuestas escritas de los equipos

El y E6.

197



3.Ahora analicemos la ecuacion ~ 2x + 10y =17 3.Ahora analicemos la ecuacion ~ 2x+ 10y =17
& T ket O

Cocficientes a | b | ¢
2 [ 10 [ 17
Encuentra el Maximo Comin Divisor de (a, b)

MCD. (2, b)=2

(EIM.C.D. (a, b) divide de manera exacta al coeficiente c?

N =85 I D (e b J 0 L
? ) exacta al coeficiente c? IR

o

( Tiene solucién en nimeros enteros? | (qué parcjas de enteros (x, y) satisfacen la ecuacién?

parejas de enteros (x, y) satisfacen la ecuacion?
No 35y1

Figura 4.25. Respuesta de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.26. Respuesta de Flor y Brenda (E6)

Los equipos E3 y E4 lograron determinar que la ecuacion no tiene solucién en
nimeros enteros, pero no se ve claramente bajo que argumento se respaldan para afirmar su
respuesta, ya que no hay eveidencia en las hojas de trabajo si realizaron o no las operaciones

correspondientes. En las siguientes figuras 4.27 y 4.28 se muestran sus respuestas.

3.Ahora analicemos la ecuacion  2x + 10y =17

Coctici 5 I b | o |

10 | IE]

Encuentra el Maximo Comdn Divisor de (a, b)

M.CD. (a. b). 2

JEIM.C.D: (a, b) divide de manera exacta al coeficiente ¢? C 5

b No M.C.D 54

ros? | 06 parejs e enteros (%, ) satisfacen a ecuacion?

Figura 4.27. Respuesta de Ivan y Liliana (E3) Figura 4.28. Respuesta de Monserrat y J. de Dios (E4)

Los equipos E2 y E5 tampoco en esta ocasion logran discenir que la ecuacion
propuesta no tienen solucidn en los enteros ya que presentaron dificultades nuevamente con
la estructutra de la ecuacion y con el M.C.D de (a,b) desde el inicio de la tarea. A pesar de
ello, continuan realizando la tarea y contestando las preguntas, aunque de manera erronea
sin llegar a un discernimiento y un argumento solido, carecen de una comprension
conceptual completa. En las siguientes figuras 4.29 y 4.30 se presentan las respuestas de los

equipos E2 y ES.
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3 Ahora analicemos la ecuacion ~ 2x+10y=17 3 Ahora analicemos la ecuacidn ~ 2x+10y=17

Coeficientes a b ¢ Cocficientes a b ¢

X 10y 17 3 i 17

Encuentra el Méximo Comiin Divisor de (3, b) Encuentra el Méximo Comin Divisor de (2, b)

MCD. (a,b) MCD. (a, b).a(l)b(!

(EIM.CD. (a, b) divide de manera exacta l coeficiente? | C {EIM.CD. (3, b) divide de manera exacta al coeficiente? | € -1

wen ™ No )
10y
Tiene solucion en ndmeros enteros? | ;qué parejas de enteros (x, y) satisfacen la ecuacién? {Tiene solucion en nimeros enteros? | ;qué parejas de enteros (x, y) satisfacen Ia ecuacion?
No
Si byc
Figura 4.29. Respuestas de Eduardo y America (E2) Figura 4.30. Respuestas de sergio y Jesus (ES5)

En la tercera y ultima seccidén de esta Tarea 2A, se propusieron ahora tres
ecuaciones diofanticas lineales y al igual que en las secciones anteriores se continuo
solicitando a los estudiantes identificar los coeficientes a, b y el término
independiente c, asi como encontrar el M.C.D de (a,b) y realizar el cociente ¢/M.C.D
de (a,b) con la finalidad de focalizar nuevamente su atencidn en esta caracteristica
critica la cual permite identificar de manera matematica (ya no por tanteo) cudal de
las tres ecuaciones propuestas tiene o no solucidon en nimeros enteros (aprendizaje

previsto). Las ecuaciones propuestas fueron:

| a) 2x— 5y =9 b) 2x— 6y =9 O 2x—Ty=9

Tabla 4.3. Ecuaciones propuestas en la tarea 2A

Es importante destacar que en esta seccion todos los estudiantes de los diferentes
equipos notaron que en las tres ecuaciones el coeficiente a = 2 y el término independiente ¢
= 9 (como elementos invariantes), y el signo de la operacion es menos, mientras que lo que
varia en cada una de ellas es el coeficiente b. Segun Marton ( 2015), las actividades deben
disefiarse de tal manera que los estudiantes estén sensibilizados para darse cuenta de las

variaciones e invariaciones realizadas y que les dé la oportunidad de tomar conciencia de
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manera simultanea de las caracteristicas criticas, en nuestro caso en las ecuaciones
diofanticas lineales.

En el caso particular de los equipos E1, E4, E6, E7 y E8 logran al igual que en
las secciones anteriores de las Tareas 1 y 2A identificar correctamente los
coeficientes a, b y el término independiente c, asi como obtener el M.C.D de (a,b) y
realizar el cociente ¢/M.C.D de (a,b).

Al focalizar ahora primero su atencion en el resultado de este cociente y notar
que en el caso de las ecuaciones a) y ¢) el resultado es un numero entero, disciernen
que entonces estas ecuaciones si tienen solucidon en numeros enteros, mientras que
en el cociente con la ecuacidn b) el resultado arroja un numero no entero, por lo que
ellos sefialan que no se puede resolver al menos no en numeros enteros.

De esta experiencia de aprendizaje los estudiantes de estos equipos logran
discernir que este tipo de ecuaciones s6lo puede tener soluciones enteras s6lo cuando ¢
es divisible por el M.C.D de (a,b), como lo senala Guelfond, (1979). En las siguientes figuras

4.31 y 4.32 se muestra un ejemplo de las respuestas del equipo E1.

3.Deseamos ahora saber cudl de las siguientes ecuaciones tiene solucion en niimeros enteros.
a)2x- Sy=9 b) 2x- 6y=9 ¢)2x-Ty=9
a b c A b c a b c
2 5 9 2 6 9 2 7 9
M.C.D MCD |2 M.C.D 1
(a,b) 1 (a,b) (a,b)

Figura 4.31. Respuestas de Nadia y Dafné (E1)
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Encontrar una pareja de niimeros enteros (X, y) para cada ecuacién, que satisfagan la igualdad.

Solucién Solucién Solucién

2(M-5(1)) 2A7.5)-6(1=9 2A8)»-T(1)=9

(Qué puedes deducir de lo anterior?

Que dos de las ecuaciones (la primera y tercera) se pueden resolver con nimeros enteros.
Comparen las ecuaciones a, b y ¢, ; en qué se diferencian?

En que los coeficientes de la segunda variable (y) son diferentes, van incrementando

iSe pueden relacionar ?

Si

i De qué manera?

porque todas las ecuaciones tienen como resultado el 9, ademds de que son restas y el coeficiente de
la primer variable siempre es 2

Cuéndo una ecuacién de este tipo (diofintica) tiene solucién en nimeros enteros?

Cuando, ¢l par de nimeros necesarios para llegar al resultado son nimeros enteros y cuando
al dividir el resultado (c) entre ¢l M.C.D. nos da un resultado entero.

Figura 4.32. Respuestas de Nadia y Dafné (E1)

En el caso de los equipos E2 y ES atin en esta tercera parte de la Tarea 2A continuan
sin lograr entender los elementos de las expresiones y como se relacionan. En esta seccion al
menos logran focalizar su atencion en las variaciones realizadas en las ecuaciones (p.e. que
todas tienen el mismo signo y el mismo resultado).

Sin embargo, no logran discenir la caracteristica critica de este conjunto de ecuaciones
propuestas, esto debido a la falta de comprension del M.C.D, de su relacion con el término
independiente ¢ de las ecuaciones y de las propiedades de los nimeros enteros. En las

siguientes figuras 4.33 y 4.34 se presentan las respuestas obtenidas
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3.Deseamos ahora saber cudl de las siguientes ecuaciones tiene solucion en niimeros enteros. 3.Deseamos ahora saber cudl de las siguientes ecuaciones tiene solucién en niimeros enteros.
a) 2x-5y=9 b) 2x-6y=9 ¢)2x-Ty=9 a)2x- Sy=9 b)2x- 6y=9 92x-7y=9
a b ¢ A b c a b c a b ¢ A b c a b c
7 I 9 6 B 9 3 B 9 ; s 9 75 . . 8 7 9
MCD BOB0) MCD [AGB(0) MCD  [s3B0) ey P e
(a,b) (a,b) (a,b) 12 135 15
mujer Mexique .
71 *GLOCALIA g"““" o6 2020."Alo de Laura Méndez de Cuenca; emblema de |a mujer Mexiquense™ ED( 1' \EX
CC ESTADO DE MEXICO ESCUELA PREPARATORIA OFICIAL NUM. 171 ‘GLOCALIA®
m CCT. 15EBH0337Z
LCDZZS MCCDZZS ML;D 2.25 ‘ ‘ ‘
(D=2 LD=L Lh=L weo- ! weo~ ! oo™ "
Encontrar una pareja de nlimeros enteros (x, y) para cada ecuacin, que satisfagan la igualdad. Encontrar una pareja de nimeros enteros (x, ) para cada ecuacin, que satisfagan b igualdad.
Solucion Solucibn Solucita Solucién Solucidn Solucida
=12 Y=3 X=12  X=§ Y=6  X=§
edysd 56 x-12y=21

1Qué puedes deducir de lo anterior?

1 Qué puedes deducir de lo anterior? Que ninguno tiene nimero entero
Quépu ror? Qu ing N Que son problemas

Comparen las ecuaciones a, by ¢, | en qué se diferencian?

Comparen las ecuaciones , b y ¢, zen qué se diferencian?que sblo una cambia
Ensus coheficientes
1S¢ pueden relacionar ?

1Se pueden relacionar %ol 2

1 De qué manera?

) con sus valores xy
D¢ qué manera? En que el resultado es lo mismo

(Cudndo una ecuacién de este tipo (dlofintica) tiene solucion en nlmetos enteros?

se hace el proceedimiento de manera compleja o se van por la opcion mas facl

(Cudndo una ecuacidn de este tipo (diofintica) tiene solucién en nimeros enteros? No no tienen
nlimeros enteros(ninguna)

Figura 4.33. Respuestas de America y Eduardo (E2) Figura 4.34. Respuestas de Sergio y Jesus (E5)

En el caso del equipo E3, tuvo un pequefio retroceso en esta seccion de la Tarea 2A,
ya que no logra identificar correctamente los coeficentes a, b y el término independiente ¢ de
las ecuaciones. Sin embargo, si obtiene el M.C.D de (a, b) en las ecuaciones a) y ¢), y
determina que la ecuacion b) no tiene solucion en niimeros enteros. Por lo que, no esta claro
si ha alcanzado el aprendizaje previsto o no. En la siguiente figura 4.35 se muestran las

respuestas obtenidas del equipo E3.
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Figura 4.35. Respuestas de Ivan y Liliana (E3)

Entre los errores mas comunes que pueden cometer los estudiantes al contestar una
tarea, hay algunos que tienen una relacion mas evidente con un sentido estructural poco
desarrollado, es decir, que no distingan las estructuras que observan y/o no sepan cuales son
las manipulaciones validas segin dicha estructura, ni cudl de ellas es la mas eficiente, que es

el caso de los equipos E2, ES y posiblemente E3.
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Con las variaciones aplicadas a las ecuaciones presentadas a lo largo de las tres
secciones de esta Tarea 2A y primera parte de la unidad de discernimiento dos, se ha
presentado una propuesta que plantea el desarrollo de ideas bésicas relacionadas con la
aplicacion de la teoria de la variacion de Marton (2015) y con ello, focalizar la atencion de
los estudiantes en las carateristicas criticas de las ecuaciones diofanticas lineales a partir de
la implicacién de los cuatro patrones de variacion (C, S, G y F), para discenir cuando una
ecuacion de este tipo tiene solucidon en numeros enteros.

Esta es una manera novedosa (a partir de la teoria de la variacion) de involucrar dichas
ideas que, como en el caso Mexicano, son poco consideradas en los diferentes niveles
escolares y en nuestro caso el bachillerato.

La mayor parte de los estudiantes participantes demostraron tener una mejor
comprension del concepto de ecuacion y lograron sentar las bases para una mejor
comprension de lo que significan las soluciones de las ecuaciones. En esta tarea también
se abrieron dos dimensiones de variacidon "ecuaciones diofanticas" y "ecuaciones no
diofanticas", y las primeras se clasifican en "ecuaciones diofanticas lineales con dos
incognitas por solo tener solucion en numeros enteros".

Del andlisis de las respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo de cada seccion
de esta Tarea 2A, se ha logrado evaluar la capacidad de respuesta de los estudiantes en una
estructura jerarquica constituida por los cuatro niveles de la taxonomia SOLO considerados.

Para ello, la clasificacion se ha construido siguiendo los criterios recogidos en la tabla

siguiente (Tabla 4.4).
Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)
No identifica los coeficientes @, b y el | Las respuestas que
término  independiente ¢ de las | proporcionan los alumnos ante
ecuaciones. No encuentra el M.C.D de | una determinada tarea son
Pre-estructural: (a, b). ) erroneas o inexistentes.
No se domina ningdn E2 v ES Aplica el método del tanteo, pero no
g y B
aspecto crucial de la tarea encuentra pares de ndmeros que | g cgrudiante  agn  no
satlsfgcen las ecuaciones y no focaliza su comprende
atencion en el cociente entre ¢ y el
M.C.D de (a, b), para determinar si la
ecuacion tiene o no soluciones enteras.
Identifica algunos de los coeficientes a, | El resultado del alumno, pese
Uniestructural: b y el término independiente ¢ de las | a poder ser cierto, sélo se
Se domina s6lo un aspecto E3 ecuaciones. No encuentra el M.C.D de | centra en un determinado
crucial de la tarea (a, b).
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Aplica el método del tanteo, pero no
encuentra pares de nimeros que
satisfacen las ecuaciones y tampoco
focaliza su atencion en el cociente entre
cy el M.C.D de (a, b), para determinar
si la ecuacion tiene o no soluciones
enteras.

aspecto que, por otro lado, no
tiene por qué ser relevante

Identifica s6lo un aspecto del
concepto.

Multiestructural:
Se dominan varios

Identifica correctamente los coeficientes
a, by el término independiente ¢ de las
ecuaciones. Encuentra el M.C.D de (a,
b).

Aplica el método del tanteo, para

En este caso el alumno es
capaz de enumerar una serie
de aspectos correctos, pero no
va mas alla

tarea

satisfacen las ecuaciones y focaliza su
atenciéon en el cociente entre ¢ y el
M.C.D de (a,b), para determinar si la
ecuacion tiene o no soluciones enteras.

aspectos cruciales de la E4 encuentrar  pares de nUmeros que | [qentifica varios aspectos del
— sat1sfacen las ecuaciones, Pero 10 | ooncento, pero no tiene atn
focaliza su atencion en el cociente entre | o, vision completa.
cy el M.C.D de (a, b), para determinar
si la ecuacion tiene o no soluciones
enteras.
Identifica correctamente los coeficientes | El alumno no sélo identifica
a, by el término independiente ¢ de las | varios aspectos correctos, sino
ecuaciones. Encuentra el M.C.D de | que también es capaz de
Relacional: (a,b). relacionarlos entre si.
Relaciona entre si varios E1,E6,E7 | Aplica el método del tanteo, para
aspectos cruciales de la y E8 encontrar pares de numeros que

Tiene una vision completa del
concepto conformada por los
diferentes aspectos del
concepto.

Tabla 4.4. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la Tarea 2A

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 2B!!

Experiencia de Aprendizaje

En esta Tarea 2B, se presentaron dos ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas, a
saber con las cuales se abre una nueva dimension de variacion para los estudiantes, dado que
las propuestas son ecuaciones del tipo, Identidad de Bezout (ax+by =1) y generales (ax+by
= C donde ¢ es # de 0). De igual manera se aplica una nueva variacion al presentar la
representacion grafica de cada una de las ecuaciones y algunos puntos en el plano cartesiano
(utilizando Geogebra), permitiendo tener un patrén de variacidon por contraste entre su
representacion simbolica y grafica.

De igual manera que en la Tarea 2A, la tarea 2B se focalizé la atencion de los

estudiantes en la caracteristica critica del cociente ¢/M.C.D de (a, b), para discernir cuando

1 Ver Tarea 2B en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en el Anexo 1 de esta tesis.
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una ecuacion diofantica lineal con dos incdgnitas tiene o no solucion entera. Para ello, al
igual que en las tareas anteriores en un primer momento se solicitd identificar los coeficientes
a, by el término independiente ¢, asi como encontrar el M.C.D de (a, b) y realizar el cociente
¢/M.C.D de (a, b), para determinar si las ecuaciones tienen o no solucion entera.

En un segundo momento se pidio a los estudiantes observar la grafica de la ecuacion
2x+3y =2 donde se localizan algunos puntos (Xo, yo), tomar algunos y probar que son
soluciones enteras de la ecuacion.

Por otro lado, en el caso de la recta correspondiente a la ecuacion 6x—3y =1, no se
precisan los pares (Xo, Yo), que podrian corresponder a las soluciones. Por lo que, se les
cuestiono si jtendria alguna? En este caso, se pidio a los estudiantes que conjeturaran y
probaran.

Este disefio permitio a los estudiantes observar la relacion entre cantidades y gréaficos,
y admitir diferentes puntos de vista y representaciones del concepto matematico (Heid, 1995;
Yerushalmy & Chazan, 2008). La variacion en la representacion ayudo en la operatoria a
realizar, prestando entonces atencion (focalizando) plena a la ubicacion de los puntos (Xo, Vo)
como solucion entera de las ecuaciones en si mismas, sin que los calculos los dispersaran.

Las respuestas de los estudiantes muestran el objeto de aprendizaje vivido y, por lo
tanto, lo que fue posible discernir en esta tarea. En el primer momento de esta Tarea 2B, la
mayoria de los equipos de trabajo E1, E2, E4, E6, E7 y E8 lograron identificar correctamente
los coeficientes a, b y el término independiente ¢, de las expresiones sin problema.
Encontraron el M.C.D de (a, b) y ahora si primero focalizaron su atencion en la caracteristica
critica del cociente entre ¢ y el M.C.D de (a,b), para determinar si las ecuaciones propuestas
tienen o no solucion entera.

En las siguientes figuras (de la 4.36 a la 4.39) se muestran algunas evidencias de los
procedimientos desarrollados y las respuestas registradas en las hojas de trabajo por estos

equipos.
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1. Consideremos la ecuaciones en enteros

a) 2rt3y=2 b) 6x-3y=1
a b C a b ¢
2 3 2 6 3 1
MCD(a,b)| 1 MCD (a,b) 3
¢ ¢
= _ =03
M.CD M.C.D

Figura 4.36. Respuestas de Dafné y Nadia (E1)

1. Consideremos fa ecuaciones en enteros
F a) 2t 3y=2 by 6x - 3= |
a b o a b ¢
L3 v ] 6 |3
M.CD (a,b) 2 3 ‘ M.CD (a,b) ‘ JlLim
C 1 \\
o %— -2 m=:‘53°'333

Figura 4.37. Respuestas de Yarinka y Gabriel (ES)

1 Consideremos la ecuaciones en enteros

a)2x+3y=2 L
o e
: Al hi [
B _.'1\12.,‘ » 6 2 1
Bl iucD @)
& & |
z\#; Dot o | Ik

Figura 4.38. Respuestas de Monserrat y J. de Dios (E4) Figura 4.39. Respuestas de Flor y Brenda (E6)

El aprendizaje, desde el punto de vista de la teoria de la variacion, implica
diferenciacion en lugar de acumulacion (cf. Gibson y Gibson, 1955). Segiin Kullberg et al.
(2017), en la teoria de la variacion, comparar dos conceptos implica un patron particular de
variacion llamado "contraste". Se podria argumentar que esto es similar a los contraejemplos,
que a menudo se usan en matematicas para justificar conjeturas y generalizaciones.

Los planes y programas del bachillerato (INEE, 2017) sefalan que los alumnos deben
interpretar situaciones reales, hipotéticas o formales que requieren de la utilizacion del
pensamiento matematico. Deben Formular y resolver problemas, aplicando diferentes
enfoques. Argumentando la solucion obtenida de un problema con métodos numéricos,
graficos o analiticos (p. 108), como lo fue el caso en esta tarea.

En el caso del equipo E2, ahora si lograron identificar correctamente los coeficientes

a, b y el término independiente ¢ de las acuaciones. También obtienen correctamente el

207



M.C.D de (a, b) de las dos ecuaciones. Sin embargo, en el equipo E3, a pesar de sefalar
correctamente que una de las ecuaciones no tiene solucion, presentan dificultades tanto para
identificar los coeficientes de las ecuaciones como para obtiener el M.C.D de cada una de
ellas. Lo que demuestra al parecer que el confinamiento, la falta de interaccion con el profesor
y sus compafieros (aprendizaje en accion) por la situacion de pandemia por COVID-19
impacto en estos estudiantes al presentar un retroceso en comprender la estructura de las

ecuaciones y la tarea en si. En las figura 4.40 y 4.41 se presentan las respuestas obtenidas por

estos equipos (E2 y E3).
1. Consideremos las ecuaciones en enteros
a)2x+3y=2 b)6x—3y=1
De a b C a b c
= 3 =3 3 ER
MCD(@a,b) [ 1 MCD@,b) | 2
M.i.D L]
Figura 4.40. Respuestas de America y Eduardo (E2) Figura 4.41. Respuestas de Ivan y Liliana (E3)

El equipo ES5 al igual que en la Tarea 1 y 2A continua sin lograr identificar
correctamente los coeficientes de las ecuaciones y tampoco logra entender el concepto de
MCD de (a, b). Por lo que, aunque contesta las actividades se ve claramente que carece de
conocimientos previos consolidados.

En el caso de los equipos E2 y ES5 al parecer es necesario primero reforzar el concepto
de estructura de las ecuaciones, para posteriormente lograr focalizar su atencion en aprender
la caracteristica critica requerida, para determinar si una ecuacion diofantica lineal con dos
incognitas tiene o no solucion entera.

Consideramos que estos efectos se pudieron haber minimizado con el aprendizaje en
accion que postula la teoria de la variacion y que por situaciones de emergencia sanitaria por
COVID-19 no se pudo llevar acabo. En la siguiente figura 4.42 se muestra las respuestas del

equipo 5.
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1. Consideremos la ecuaciones en enteros

a)2x +3y—2 b) 6x — 3y =1

a b C a b c
1 7 12 2 3 12
M.C.D (a, b) 12 M.CD (a, b) 2
c [
M.c.p~ "2 M.C.D ~

Figura 4.42. Respuestas de Sergio y Jesus (ES)

De acuerdo con Marton et al. (2004), el aprendizaje es un proceso en el que los alumnos
desarrollan una determinada capacidad o una determinada forma de ver o experimentar; para
ver algo de cierta manera, el alumno debe discernir ciertas caracteristicas criticas del objeto
de aprendizaje. De tal manera, que experimentar la variacidbn es esencial para el
discernimiento y, por lo tanto, es significativo para el aprendizaje del contenido.

Estos autores, argumentan que es importante atender lo que varia y lo que es invariable
en una situacion de aprendizaje. Por otro lado, de acuerdo con que sefiala Ausubel (1968),
solo estableciendo una conexidn razonable y sustancial entre el conocimiento nuevo y
antiguo de los alumnos puede tener lugar un aprendizaje significativo, y dicha conexion es
razonable y esencial entre el conocimiento nuevo y algunos aspectos especificos de los
conocimientos previos.

En la segunda seccion de esta Tarea 2B, se les pidio a los estudiantes probar algunas
de las soluciones presentadas (pares de Xo, yo) en la recta de la ecuacion 2x+3y =2 y demostrar
que efectivamente cumplen con la igualdad en la ecuacion. Asi mismo, en el caso de la
reprentacion grafica de la ecuacion 6x—3y = 1, no se presentan las posibles soluciones a lo
que se cuestiona ;Tendra alguna? En este caso, los estudiantes deben localizar en la
representacion grafica de la ecuacion algunos puntos (pares de Xo, yo) que conjeturen que son
soluciones de la ecuacion y probrarlos.

En las siguientes figuras 4.43 y 4.44 se muestran las respuestas proporcionadas por los

estudiantes de los equipos E1 y E8, dando cuenta del aprendizaje vivido alcanzado.
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Prucba alguna de las soluciones y demuestra que efectivamente si cumple con Is igualdad en la ecuscidn.

2(-5)+3(d)=2

-10+12=2

2-2

En el caso de la recta 6x = 3y = 1, no se observan soluciones; jtendrd alguna? Comprueba

tu conjeturs

No tiene ninguna solucién de nimeros enteros, s6lo con decimales/fracciones, ya que no

hay una interseccion exacts de coordenadas x, y.

Figura 4.43. Respuestas de Dafné y Nadia (E1) Figura 4.44. Respuestas de Yarinka y Gabriel (E8)

En ambos equipos los estudiantes identificarén los puntos faciles de ver, lograron
discenir que las soluciones enteras que corresponden a los pares (xo,yo) € Z de la recta 2x+3y
=2 ((-5,4), (—2,2), (1,0), (4,—2), (7,—4)) si son soluciones, ya que al realizar la sustitucion
algebraica compureban que cumplen con la igualdad. En el caso de la ecuacion 6x—3y= 1,
lograron discernir que no tiene soluciones enteras, primero porque ahora si recurrieron a la
caracteristica critica focalizada en las Tarea 1 y 2A del cociente entre ¢ y el M.C.D de (a, b)
como argumento para determinar si la ecuacion tiene o no solucion entera.

En este caso puesto que el M.C.D (6, 3) = 3 y el cociente 1/3 no es exacto. Segundo,
discernieron que en la representacion grafica la condicion de existencia de soluciones y el
método para obtenerlas se basa en la localizacion de la interseccion que corresponden a los
pares de (Xo, yo) € Z de la recta. Por lo tanto, esta tarea permitio que los estudiantes
focalizaran su atencion en la caracteristica critica para determinar si una ecuacion diofantica
lineal con dos incdgnitas tiene o no solucion y discernieran el procedimiento para obtener y
comprobar las soluciones enteras desde dos perspectivas (numérica y grafica).

De acuerdo con el INEE, (2017) el aprendizaje sustentado en la significaciéon mediante
el uso y el desarrollo del pensamiento matematico permite el conocimiento y la valoracién
de uno mismo, pues las racionalidades con las cuales argumentardn los procesos que
conducen a un resultado seran consideradas y analizadas de manera conjunta. Este hecho

promueve la actitud de sustentar una postura personal con base en los argumentos construidos
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para dar una respuesta matematica que no solo refieran a la implementacion de una operacion
y, 0, regla, sino que se sustentan en una racionalidad contextualizada que fundamenta su
argumentacion.

Los equipos E2, E4, E6, y E7 lograron discenir que los pares (xo,yo) € Z de la recta
2x+3y =2 ((-5,4), (—2,2), (1,0), (4,—2), (7,—4)) si son soluciones al probar que si cumplen
con la igualdad en la ecuacion mediante la sustitucion algebraica. Sin embargo, en el caso de
la ecuacién 6x—3y = 1, no lograron discernir que en la representacion gréafica las condiciones
de existencia de soluciones y el método para obtenerlas se basa en la interseccion que
corresponden a los pares de (Xo,yo) € Z de la recta y unicamente se quedaron con el
argumento de que las ecuaciones diofanticas s6lo tienen soluciones x, y € Zsiy so6lo si ¢/med

(a, b) es exacto o entero. En las siguentes figuras 4.45 y 4.46 se muestran las respuestas

obtenidas por los equipos E4 y E6.

Figura 4.45.Respuestas de Flor y Brenda (E6) Figura 4.46. Respuestas de Monserrat y J. de Dios (E4)
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En el caso del equipo E3, no toman en cuenta los pares (xo,yo) sefialados en la recta
que representa a la ecuacion 2x+3y= 2, para probar si son soluciones de la ecuacion. Sin
embargo, contestan correctamente que la ecuacion 6x—3y= 1 no tiene solucidon entera. No
obstante, en sus respuestas es evidente que atin no tienen consolidado el conocimiento, al no
dar un argumento sélido. Finalmente en el equipo ES, continuan sin comprender la estructura
y representacion de las ecuaciones propuestas, ya que no lograron probar si los pares (Xo,y0)
€ Z representados en la recta son soluciones de la ecuacion 2x+3y =2, debido a la falta
entendimiento al no saber que hacer con estos pares de (Xo,yo). A continuaciéon en las

siguientes figuras 4.47 y 4.48 se muestran las respuestas de estos dos equipos.

o Enelcasode 2x+ 3y =2, en lagrifica se puede observar que (-5,4), (-2,2), (1,0), (4,-2), (7,-4) son
algunas soluciones.

Prueba alguna de las soluciones y d que efecti si cumple con la igualdad en la ecuacién,
T

En el caso de la recta Gx — 3y = 1, no se observan soluciones; tendrd alguna?

Comprueba tu conjetura

Esta bien para mi

| Cuindo una ecuacidn de este tipo (diofintica) tiene solucidn en nimeros enteros?

Tien la misma forma para resolverla

Figura 4.47. Respuestas de Ivan y Liliana (E3) Figura 4.86. Respuestas de Segio y Jesus (ES)

Dado que los objetos matematicos son conceptuales e invisibles, el significado de las

representaciones desempefia un papel importante en las matematicas y en la educacion
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matematica. La necesidad de representaciones para la comprension fundamental de los
conceptos matematicos ya ha sido postulada por Duval (2006).

Por lo tanto, es importante que los alumnos trabajen desde el principio con multiples
representaciones del contenido matematico; de este modo, pueden beneficiarse de
expresiones y puntos de vista complementarios de la materia y pueden mejorar y profundizar
su comprension (Ainsworth, 1999). Sin embargo, como profesor no basta con presentar
multiples representaciones a los alumnos. Es necesario que los alumnos construyan y
comprendan las conexiones entre las diferentes representaciones y obtengan un modelo
mental coherente (Seufert, 2003). Es el caso de los equipos E2, E3 y ES.

Del anélisis de las respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo de cada seccion
de esta Tarea 2B, se ha logrado evaluar la capacidad de respuesta de los estudiantes en una
estructura jerarquica constituida por los cuatro niveles de la taxonomia SOLO considerados.
En la siguiente tabla 4.5 se muestra la clasificacion de las respuestas obtenidas de los

estudiantes en esta Tarea 2B.

Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)

No identifica los coeficientes a, by | Las respuestas que proporcionan
el término independiente ¢ de las | los alumnos ante una determinada
ecuaciones, tampoco obtiene el | tarea son errOneas o inexistentes.

M.C.D de (a, b). No demuestra que
los pares de (xo,yo) propuestos de la

» El estudiante atin no comprende
ecuacion 2x+ 3y= 2 cumplen con la

Pre-estructural: igualdad y no logra discernir que en
No se domina ningtin E5 la grafica de la ecuacion 6x — 3y =1
aspecto crucial de la tarea no se observan intersecciones

(soluciones pares (x, y)) enteras.

No relaciona el cociente ente ¢ y el
M.C.D de (a, b) para determeinar si
la ecuacion tiene o no soluciones
enteras.

Identifica  algunos de los | El resultado del alumno, pese a
coeficientes a, b y el término | poder ser cierto, solo se centra en
independiente ¢ de las ecuaciones. | un determinado aspecto que, por
Obtiene el M.C.D de (a, b), pero no | otro lado, no tiene por qué ser
demuestra que los pares de (xo,yo) | relevante

propuestos de la ecuacion 2x+ 3y=2
cumplen con la igualdad y no logra
discernir que en la grafica de la
ecuacion 6x — 3y =1 no se observan
intersecciones (soluciones pares (x,
y)) enteras.

Uniestructural:
Se domina s6lo un aspecto E3
crucial de la tarea

Identifica s6lo un aspecto del
concepto.

No relaciona el cociente ente ¢ y el
M.C.D de (a, b) para determeinar si
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la ecuacion tiene o no soluciones
enteras.

Identifica los coeficientes a, by el | En este caso el alumno es capaz de
término independiente ¢ de las | enumerar una serie de aspectos
ecuaciones. Obtiene el M.C.D de (a, | correctos, pero no va mas alla

b), y demuestra que los pares de
(x0,y0) propuestos de la ecuacion

Identifica varios aspectos del

Multle§tmcturql: 2x+ 3y=2 f:umplhen con la 1gua1'dad. concepto, pero no tiene aun una
Se dominan varios E2, E4, E6, | No logra discernir que en la grafica | ician completa
aspectos cruciales de la y E7 de la ecuacion 6x — 3y =1 no se
tarea observan intersecciones (soluciones

pares (x, y)) enteras, pero si
relaciona el cociente entre ¢ y el
M.C.D de (a, b) para determinar si
la ecuacion tiene o no soluciones
enteras.

Identifica los coeficientes a, b y el | Elalumno no sélo identifica varios
término independiente ¢ de las | aspectos correctos, sino que
ecuaciones. Obtiene el M.C.D de (a, | también es capaz de relacionarlos
b), y demuestra que los pares de | entre si.

(x0,y0) propuestos de la ecuacion
2x+ 3y= 2 cumplen con la igualdad.
Logra discernir que en la grafica de
El1yE8 la ecuacion 6x — 3y =1 no se
observan intersecciones (soluciones
pares (x, y)) enteras.

Tiene una vision completa del
concepto conformada por los
diferentes aspectos del concepto.

Relacional:
Relaciona entre si varios
aspectos cruciales de la
tarea

Relaciona el cociente entre ¢ y el
M.C.D de (a, b) para determinar si
la ecuacion tiene o no soluciones
enteras.

Tabla 4.5. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la tarea 2B

De acuerdo con Leung, (2012) este proceso de comprension matemdtica esta
secuenciado por una cadena de interacciones de variacion donde la simultaneidad y el foco
de atencion juegan roles criticos.

Observese que el proceso consistié en una secuencia de interacciones de variacion
que aumenta en niveles sofisticados de contraste (percepcion visual, propiedades,
propiedades interrelacionadas) que reflejan la evolucion de una idea que comienza desde una
etapa primitiva hasta llegar a una etapa matematica mas formal.

La conjuncion de las Tareas 2A y 2B deja en claro que los tipos de variacion y
representacion son muy importantes. La comprension de las caracteristicas criticas del objeto
de aprendizaje no se puede hacer sin identificar, generalizar y abstraer varios tipos de
ejemplos relacionados con los conceptos, ni se puede hacer sin juzgar y pensar en estos

ejemplos. Li J., Peng A., Song N. (2011), sefala que los tipos de variacion utilizados en la
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enseflanza con variacion deben centrarse en comprender las caracteristicas criticas de los
conceptos y surgir paso a paso de acuerdo con el nivel cognitivo de los estudiantes, y de ese
modo garantizar una mejora sustancial de la calidad de aprendizaje de los estudiantes, en este
caso para discernir cuando una ecuacion de primer grado con dos incognitas tiene o no

solucion entera.

4.1.3 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO TRES

En caso de tener solucion, ;como encontrarla? (solucion particular)

Para esta unidad de discerniento tres, se conjuntaron las Tareas 3A, 3B y 3C (ver Anexo 1)
donde se utilizo la variacion procedimental, ya que su objetivo es proveer un proceso de
formacion etapa por etapa en el cudl la experiencia de los estudiantes en la resolucion de
problemas (ecuaciones diofanticas lineales del tipo general) se manifiesta por la variacion de
problemas y en la variedad de transferencia de estrategias (Lai & Murray, 2012).

De acuerdo con Lim, (2007) cuando los docentes utilizan la variacion procedimental
con el uso de diversos métodos de solucioén para un problema dado, esta variacion da a los
estudiantes una amplia oportunidad de trabajar y perfeccionar sus habilidades matematicas.

El aprendizaje previsto en esta unidad de discernimiento es que los estudiantes toda
vez que ya han discernido la caracteristica critica para determinar cuando una ecuacion
diofantica lineal con dos incdgnitas tiene o no solucion entera, ahora logre discernir que en
caso de tener solucion, como encontrar una primera solucion llamada solucion particular.
Para ello, en el disefio de estas tres tareas se tomo en cuenta tres criterios (procedimientos

matematicos), para encontrar una solucion particular.

1. Criterio de Divisibilidad o Multiplicidad
2. Criterio de Cifras Términales
3. Cirterio de la Division
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ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 3A1?

Experiencia de Aprendizaje

El aprendizaje previsto en esta Tarea 3A, nuevamente fue que los estudiantes lograran
disernir cuando una ecuacion diofantica lineal con dos incdgnitas del tipo ax +by = ¢, donde
los coeficientes a, b son nuéros enteros y el término independiente ¢ es diferente de cero
(llamadas generales), tiene o no solucion entera y en caso de tenerla como encontrar una
primera llamada solucion particular.

Para ello, se utilizd6 como procedimiento de solucion el Criterio de Divisibilidad o
Multiplicidad, donde se focalizo la atencion de los estudiantes en discernir que la
caracteristica critica para usar este criterio es cuando el término independiente c es divisible
por alguno de los coeficientes a o b. En este caso, el valor de la otra variable debera ser
multiplo también de c.

Para ello, se propusieron dos ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas (del
tipo, generales), donde se utilizd un patrén de variaciéon por contraste, separacion y
generalizacion en un problema con multiples cambios (OPMC, One Problem, Multiple
Changes): donde se extiende el problema original variando las caracteristicas criticas,
cambiando los resultados y haciendo generalizaciones (Lai & Murray, 2012).

En esta Tarea 3A, al igual que en las anteriores, se solicité a los estudiantes identificar
primero los coeficientes a, b y el término independiente ¢ de las ecuaciones, asi como obtener
el M.C.D de (a, b) y realizar el cociente ¢/M.C.D de (a, b), para determinar si ambas
ecuaciones tienen solucion entera o no. De acuerdo con Leung (2012), el contraste tambien
consiste en discernir si algo satisface una determinada condicion o no, es decir, si algo "es"
0 "no es".

En esta tarea, los equipos El, E4, E6, E7 y E8 identificaron corretamente los
coeficientes a, b y el térnimo indepenidente ¢ de las ecuaciones propuestas y obtuvieron el
M.C.D de (a, b) en ambos casos.

De este modo, lograron discernir una de las caracteristicas criticas (analizada en las
tareas anteriores) al realizar la divisiéon de ¢/M.C.D de (a, b) y ver que el resultado es un

nimero entero. Por lo que, con este conocimiento previo determinaron que ambas ecuaciones

12 Ver Tarea 3A en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en €l Anexo 1 de esta tesis.
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si tienen solucion en nimeros enteros. En las siguientes figuras (de la 4.49 a la 4.52) se

muestran algunos ejemplos de las respuestas registradas en las hojas de trabajo.

5x-Ty =125

Analizemos la siguiente ecuacién

e £ RN 5x+2y =126
Cocficientes A ‘ b ¢ Cocficenes |8 b Ic \ : Era FETE z
— { | 1 774 Coeficientes A b c oeficientes | l | |
s | * |y : e
| M.C.D (a, b) [ C_ 116| [MCD@b) | T L 2 el
) MiGDE | McD 1 ‘ M.C.D (a, b) ol MCD (a,b) R
= &g M.C.D M.C.D
| Nl et ] 1
i ‘ & l_l. 2 . o 1y <
A e | ° |
T | | Sl = =126 ‘ ‘
= 5 I ; et | |
Tiene solucion? STiens's 9 . - r ® i
(,\nm solucion ‘IQIL.IIL solucion? “ _Tiene solucién? ,;/m, 1 as YarHa (¢ Tiene solucion? e/ \ { J
Si gy +/med T
J )\ ‘ 5 (,. y \
| - \

Figura 4.49. Respuestas de Dafné y Nadia (E1)

Figura 4.50. Respuestas de Yarinka y Gabriel (ES8)

Analicemos la siguiente ecuacion

Analicemos la siguiente ecuacién 5x

"Analizemos la siguiente ecuacion

Analizemos la siguiente ccuacion

+2y=126 Sx-Ty=125 5x+2y=126 Sx—T7y =125
Cocficientes A b c Cocficientes a b c Coceficientes A b c Coeficientes a b c
5 2 126 S5 d 125 5 2 126 5 7 125
M.CD (a,b) C M.CD (a,b) C M.C.D (a, b) c M.C.D (a, b) c
= — =126 =125
_ M.C.D _ M.C.D= 1 MCD 1 McD
3 2 =1 5 7=1 125/1] o o

Tiene solucion? ¢ Tiene solucion? Si |, Tiene solucién? Si
X ?

Si porque la division es exacta

¢ Tiene solucion?
Si la division es exacta

Figura 4.51. Respuestas de Flor y Brenda (E6) Figura 4.52. Respuestas de Jaqueline y Ariana (E7)

En el equipo E2, esta vez si logran identificar correctamente los coeficientes a, b y el
término independiente ¢ de las dos ecuaciones propuestas y obtener el M.C.D de (a, b). Esto
supone al parecer que hay un avance respecto al desarrollo del sentido de estructura de las
ecuaciones algebraicas focalizado desde las tareas anteriores, dado que en esta ocasion pudo
haber ayudado el feedback proporcionado por el video tutorial sobre la aplicacion del criterio
de divisibilidad o multiplicidad a este tipo de ecuaciones y que, fue propuesto para esta tarea,
con la finalidad de apoyar a los estudiantes dada la situacion de confinamiento por la
Pandemia de COVID-19.

Por otro lado, Watson y Mason (2006) sugieren que es la estructura del ejercicio en
su conjunto, no los elementos individuales, que promueven la creacion de sentido matematico
comun (p. 97), como lo fue en esta tarea. En la siguiente figura 4.53 se muestra un ejemplo

de las respuestas del equipo 2 (E2).
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Analicemos la siguiente ecuacién

Analicemos la siguiente ecuacién 5x

S5x+2y=126 S5x—-Ty=125
Coeficientes A b c Coeficientes a b c
5 126 15 125
M.CD (a, b) L _ M.CD (a,b) _C
5 2 =1 mep 5 1=1 D=
126/1
¢ Tiene solucién? ¢ Tiene solucién?

Si porque la division es exacta

Si la divisi6n es exacta

Figura 4.54. Respuestas de Ivan y liliana (E3)

Figura 4.53. Respuestas de America y Eduardo

El quipo 3, presenta nuevamente dificultades para identificar correctamente los coeficientes
a, b y el término independiente ¢ en ambas ecuaciones. Por lo que tampoco logran obtener el
MCD de (a,b).

Sin embargo, responden que ambas ecuaciones si tienen solucion en nimeros enteros,
pero sus respuestas no tienen fundamento ya que atin no han entendido la caracteristica critica
de que las ecuaciones diofanticas sélo tienen soluciones x, y € Z si 'y s6lo si ¢/M.C.D de (a,

b) es exacto. En la siguiente figura 4.54 se muestran las respuestas obtenidas.
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En el equipo 5, si logran identificar correctamente los coeficientes a, b y el término
independiente ¢, pero siguen sin lograr obtener el M.C.D de (a, b). Por lo que, contintian sin
discernir las variaciones realizadas a las ecuaciones y por consiguiente las caracteristicas
criticas que se presentan en esta tarea para determinar si las ecuaciones tienen o no solucion

en numeros enteros. En la siguiente figura 4.55 se muestran las respuestas obtenidas.

Analizemos la siguiente ecuacién Analizemos la siguiente ecuacion

Sx + 2y = 126 Sx — 7y = 125

Coeficientes A b < Coeficientes a b <
5 2 126 S 125
M.C.D (a, b) C i M.C.D (a, b)
a M.C 15 < T T -
i Tiene soluciéon? iTiene solucion?
SI NO
Encontrar una primera solucién Encontrar una primera solucién
3Y7

8yYa

Figura 4.55. Respuestas de de Sergio y Jesus (ES)

Como ya se menciono en la parte superior de este analisis de la Tarea 3A, en esta tarea
se presentd como herramienta el video tutorial (en youtube) como un medio para la
continuacion del proceso de aprendizaje independiente debido a los efectos producidos por
la pandemia de COVID-19 y el confinamiento santiario que sufre en este momento la
poblacion, que de acuerdo a Castillo y Carrillo (2012: 69), supera la limitacion de la
presencialidad obligatoria.

En ese esentido, el video tiene esa caracteristica especial que ilustra lo que se esta
contando, de ver como se hace, poderlo grabar y después reproducir al antojo del usuario,
permitiendo en este caso el discernimiento del criterio de divisibilidad o multiplicidad.

Los equipos (E1, E4, E6, E7 y ES), lograron identificar correctamente los coeficientes
a, b y el término independiente ¢, de las expresiones sin problema. Encontraron el M.C.D de
(a, b) y focalizaron su atencidn en la caracteristica critica del cociente entre ¢ y el M.C.D de

(a, b), para determinar si las ecuaciones propuestas tienen o no solucion entera.
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Aplicaron correctamente el Criterio de divisibilidad o multiplicidad al discernir que en
el caso de la primera ecuacion 5x +2y= 126 el coeficiente a = 5 no es multiplo de 126, pero
que b=2 si es multiplo de 126; por lo que es necesario transformar el término 5x en multiplo
de 2, ya que de acuerdo a las propiedades de los nimeros (un niimero par por otro nimero
par da por resultado otro ntimero par) al sumar los términos 5x + 2x el resultado debera seguir
siendo multiplo de 2.

En el caso de la segunda ecuacion 5x - 7y= 125 se aplica una variacion en el término
bx y ¢ dejando invariante al término ax, también se aplica la variacion del signo de la
operacion de mas a menos (variacion por contraste).

Los estudiantes de estos equipos nuevamente logran discernir que 5 es multiplo de 125
y 7 no lo es. Por lo que, transforman el término 7y en multiplo de 5, nuevamente de acuerdo
a la propiedad de los numeros (un nimero impar por otro nlimero impar serd un nimero
impar) al restar los términos 5x - 7y debera ser multiplo de 5. Con la aplicacion de este
procedimiento ellos encuentran una solucién particular para ambas ecuaciones. En las
siguientes figuras (de 1a 4.56 a la 4.59) se muestran las respuestas escritas por los estudiantes

de estos equipos.

‘Analizemos Ta siguiente ecuacion Analizemos a siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacion

5x +2y=126 5x-Ty=125 5x+2v=126 Sx—Ty=125
Coeficientes A b ® Coeficientes a b ® '
ficien A ‘ b ¢ Coeficientes a b ¢

5 2 126 5 7 125 |

T

M.C.D (a, b) 4 M.C.D (a, b) C |

__ =126 _ =3 M.CD (a, b) C [MCD (a,b) (

1 M.C.D 1 M.C.D N e

i Tiene solucion? Si

i Tiene solucion? Si

[Encontrar una primera solucion
5(24)+2(3)=126
120+ 6=126

126=126

[Encontrar una primera solucion
5(32)-1(5)=125
160-35=125

125=125

!
(Tiene solucion?

contrar una primera solucion Encontrar una primera solucion

Figura 4.56. Respuestas de Dafné y Nadia (E1)

Figura 4.57. Respuestas de Monserrat y J. de Dios (E4)
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Analizemos la siguiente ecuacion
Sx+2y =126
: T
Coeficientes | A b
| | |
| |
[ [

M.C.D (a, b) C

Tiene solucion?

| Encontrar una primera solucion

Analizemos la siguiente ecuacion

[ Coeficientes a b

| M.C.D (a, b)
|

| ¢ Tiene solucion?

Encontrar una primera solucién

Analizemos la siguiente ecuacion
Sx+2y=126

Coeficientes } A ‘ b

M.C.D (a, b) C
M.C.D

" Tiene solucion?

Encontrar una primera solucion

Analizemos la siguiente e

Coeficientes A b
|
I 3
['M.CDD (a, b) rc
| \ |

|
‘ |

Encontrar una primera solucion

cuacion

Figura 4.58. Respuestas de Flor y Brenda (E6)

Figura 4.59. Respuestas de Jaqueline y Ariadna (E7)

Para el caso del equipo 2, logran identificar correctamente los coeficientes a, b y el

término independiente c. Obtienen el M.C.D de (a,b), focalizando su atencion en la

caracteristica critica del coeciente ¢/M.C.D de (a,b), lo que les permite determinar que ambas

ecuaciones si tienen solucion en nameros enteros.

Sin embargo, al parecer no disciernen el criterio de divisibilidad o multiplicidad ya

que no completan la tarea, por lo que en la seccidon de encontrar una solucion particular dejan

en blanco las hojas de trabajo. El equipo 5, s6lo identifica correctamente los coeficientes a,

b pero no asi el término independiente c. Por lo que, no obtienen correctamente el M.C.D de

(a, b) y tampoco disciernen el criterio de divisibilidad o multiplicidad. En sus respuestas se

observa que siguen sin comprender la estructura de las ecuaciones. En las siguientes figuras

4.60 y 4.61 se muestran las respuestas de E2 y ES.

‘Analicemos la siguicnte ccuacion

Analicemos la siguiente ecuacién 5x

‘Analicemos la siguiente ccuacion

‘Analicemos la siguiente ccuacion

+2y=126 Sx—Ty=125
Coeficientes A b Coeficientes a b c
5 23 126 15 [7 125
M.C.D (a, b) [ M.C.D (a, b) C
M.C.D M.C.D=
5 2 =1 5 7=1 125/1
126/1

; Tiene solucion?
Si porque la division es exacta

¢ Tiene solucion?
Si la division es exacta

Sx+2y =126 Sx—7y=125
Coeficientes a b c Cocficientes a b ©
5 7 o 5 7 o
M.C.D (a, b) _¢c _ M.C.D (a, b) 4
- M.CD - M.C.D=
0/1 01

Encontrar una primera solucién

Encontrar una primera solucién

Tiene solucién?

Si

Tiene solucién?

no

Encontrar una primera solucion

Encontrar una primera solucion

Figura 4.60. Respuestas de America y Eduardo (E2)

Figura 4.61. Respuestas de Sergio y Jesus (ES)
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En este caso nuevamente observamos la importancia de enfatizar en la ensefianza el
“sentido estructural” que se refiere, de forma general, a una coleccion de habilidades
relacionadas con transformar expresiones algebraicas, que permite a un estudiante hacer un
mejor uso de las técnicas algebraicas aprendidas (Linchevski & Livneh, 1999).

En el ultimo apartado de esta tercera tarea se solicita a los estudiantes encontrar otras
posibles soluciones aplicando la regla aritmética mostrada en el video tutorial y probar que
si cumplen con la igualdad en la ecuacion.

Los equipos E1, y E6 encontraron otras soluciones en niimeros enteros a las ecuaciones,
especulamos que fue mediante tanteo y no aplicando la regla aritmética, debido a que no hay

evidencia de su aplicacion. En las siguientes figuras 4.62 y 4.63 se presentan las soluciones

obtenidas por estos equipos.

— r -
Encontrar una primera solucion | | Encontrar una primera solucion
2020."Afio de Laura Méndez de Cuenca; emblema de la mujer Mexiquense’

) | |
ESCUELA PREPARATORIA OFICIAL NUM. 171 “GLOCALIA" | |
CCT. 15EBH0337Z | |

Encontrar otras soluciones Encontrar otras soluciones

1- SQ2(S8)=126 SB2H51125

39)-7(10)=125
6)-7(15)=125
7

1.-503
2-5(39)-7(10
2 5(@yH(53)=126 354
3-5(6)+2(48)=126 4-5(53)-120)=125

4.-5(8)+2(43)=126

Figura 4.62. Respuestas de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.63. Respuestas de Flor y Brenda (E6)

En el caso de los equipos E7 y E8 si lograron encontrar una primera solucion
particular aplicando correctamente le criterio de divisibilidad o multiplicidad y también

pudieron discernir la regla aritmética para obtener otras soluciones enteras (Xo+ @) y (Yo /-

b). En las siguientes figuras 4.64 y 4.65 se muestran las soluciones encontradas.

S« v+ Ly =26
) = =3 - — — P B 43
&l == = * = = L ” N ” N
| Yes o e B N o N
[ G £ 7 sl
£ el nl _D
\
H o Cﬁ. 9 < ) ’
L e3 — N v N

Figura 4.64. Respuestas de Jaqueline y Ariadna (E7) Figura 4.65. Respuestas de Yarinka y Gabriel (ES)
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Dada la trascendencia y las dificultades que se dan en la transicion de la aritmética al
algebra, resulta de primordial importancia ensefiar a los estudiantes, en este caso del
bachillerato aspectos centrales del desarrollo del pensamiento algebraico, como Ia
construccion de los significados de las representaciones algebraicas y las relaciones entre
sintaxis y semantica.

Por otro lado, proporcionar a los estudiantes herramientas y procedimientos para
gestionar y articular los significados aritméticos y algebraicos puede ayudar a la construccion
de los conocimientos necesarios para sus actividades de aprendizaje.

Nuestro andlisis sugiere que el objeto de aprendizaje vivido plasmado en las hojas de
trabajo de la mayoria de los estudiantes enfatizd la comprension de las ecuaciones y su
estructura a través de la aplicacion del criterio de multiplicidad o divisibilidad para encontrar
una solucidn particular. Es por ello, que en esta Tarea 3A se logro categorizar el nivel
cognitivo estructural de acuerdo a la clasificacion de la taxonomia SOLO. En la siguiente

tabla 4.6 se presenta dicha clasificacion.

Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)

No identifica los coeficientes a, by | Las respuestas que proporcionan
el término independiente ¢ de las | los alumnos ante una determinada
ecuaciones. No obtiene el M.C.D de | tarea son erréneas o inexistentes.
(a, b), y tampoco demuestra a través
del cociente de ¢/M.C.D de (a, b)
que ambas ecuaciones tienen
solucion en niimeros enteros.

El estudiante atin no comprende.
Pre-estructural:
No se domina ningtin E3yES5

geescel il e No aplica el Criterio de Divisibilidad

o Multiplicidad para obtener una
primera solucion (particular) y no
discierne la regla aritmética (x, + a)
y (yo t/- b) para obtener otras
soluciones.

Identifica los coeficientes a, by el | El resultado del alumno, pese a
término independiente ¢ de las | poder ser cierto, s6lo se centra en
ecuaciones. Obtiene el M.C.D de | un determinado aspecto que, por
(a,b), y demuestra a través del | otro lado, no tiene por qué ser
cociente de ¢/M.C.D de (a, b) que | relevante

. ambas ecuaciones tienen solucion en
Uniestructural: ,
numeros enteros.

Se domina sélo un aspecto E2 Identifica s6lo un aspecto del
crucial de la tarea concepto.

No aplica el Criterio de Divisibilidad
o Multiplicidad para obtener una
primera solucién (particular), y no
discierne la regla aritmética (x, + a)
y (yo t/- b) para obtener otras
soluciones.
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Identifica los coeficientes a, by el
término independiente ¢ de las
ecuaciones. Obtiene el M.C.D de (a,
b), demuestra a través del cociente
de ¢/M.C.D de (a, b) que ambas

En este caso el alumno es capaz de
enumerar una serie de aspectos
correctos, pero no va mas alla

Identifica varios aspectos del

tarea

Multiegructurql: eguaciones tienen soluciéon en concepto, pero no tiene ain una
Se domlnat} varios E4 numeros enteros. vision completa.
aspectos cruciales de la
tarea Aplica el Criterio de Divisibilidad o
Multiplicidad para obtener una
primera solucion (particular), pero
no discierne la regla aritmética (x, +
a) y (yo t/- b) para obtener otras
soluciones.
Identifica los coeficientes a, b y el | Elalumno no sélo identifica varios
término independiente ¢ de las | aspectos correctos, sino que
ecuaciones. Obtiene el M.C.D de | también es capaz de relacionarlos
(a,b), y demuestra a través del | entre si.
cociente de ¢/M.C.D de (a, b) que
ARelacional.: . at}lbas ecuaciones tienen solucion en | Tiene una visién c ompleta del
Relaciona entrAe si varios El, E6, E7 | numeros enteros. concepto conformada por los
aspectos cruciales de la y E8

Aplica el Criterio de Divisibilidad o
Multiplicidad para obtener una
primera solucién (particular), y
discierne la regla aritmética (x, + a)
y (yo t/- b) para obtener otras
soluciones.

diferentes aspectos del concepto.

Tabla 4.6. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la tarea 3A

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 3B

Experiencia de Aprendizaje

En el disefio de esta Tarea 3B se busco encontrar nuevamente una solucion particular en

numeros enteros de las ecuaciones diofanticas lineales propuestas variando el procedimiento

de solucion ahora con el Criterio de Cifras Terminales, donde se focaliz6 la atencion de los

estudiantes en la caracteristica critica para usar este método es discernir si uno de los

coeficentes @ o b terminan en 5, si es el caso se multiplica por 2 ambos miembros de la

ecuacion y se analizan las cifras terminales de cada término, aplicando las propiedades de los

nameros.

13 Ver tarea 3B en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en el Anexo 1 de esta tesis
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Para ello, en esta Tarea 3B se propusieron nuevamente dos ecuaciones diofanticas
lineales con dos incognitas (del tipo, generales), donde se utilizd un patrén de variacion por
contraste, separacion y generalizacion, asi como un problema con multiples cambios (OPMC,
One Problem, Multiple Changes), se extiende el problema original variando las condiciones,
cambiando los resultados y haciendo generalizaciones, de acuerdo con Lai & Murray, (2012).

En la primera seccion de esta tarea se continud solicitando a los estudiantes la
identificacion de los coeficientes a, b y el término independiente ¢, asi como el M.C.D de (a,
b) y el cociente ¢/M.C.D de (a, b) para determinar si estas ecuaciones tienen o no solucion
en numeros enteros e identificar también si son ecuaciones diofanticas lineales con dos
incognitas.

Los equipos de trabajo E1, E4, E6, E7 y E8 lograron identificar correctamente
los coeficientes de las ecuaciones, obtener el M.C.D de (a, b) y realizar el cociente
¢/M.C.D de (a, b), lo que les permitié determinar que en este caso que ambas
ecuaciones si tienen soluciéon en numeros enteros, y discernir que las dos son
ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas. En las siguientes figuras (de la

4.66 a la 4.69) se muestran las respuestas obtenidas.

Analzemos st coacin AP— Analizemos la siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacion
g !
eyt B-y=1 ik iy =i i=}=1
Coeficientes | a b ¢ Coficientes . b | ¢ Coeficientes | @ b i ¢ Coeficientes a b ¢
T T 1
MCD(a,b) C MCD(,b) C M.CD(a,b) (0 IMCD(b) ¢ 3
=% =7 MCD MCD
| M.CD I N.CD 1 1
{Tiene solucidn? i {Tiene solucion? i Tiene solucion? {Tiene solucion?
La division nos da un numero entero La division da un mumero entero
Figura 4.66. Respuestas de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.67. Respuestas de Flor y Brenda (E6)
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Analizemos la siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacion
X+ Sy =08 x-Sy=1
iR b ¢ Coeficientes ‘ b s
1 Y[ s[98 el
NCD D g MDD < .o [weoawy [ . 3
.C. u 6D < MC D
K b R 7| |ash ‘
m— a| & Exp) =1
1, iene solucion? : [: ‘Mw Thene sokucion?
S S

Figura 4.68. Respuestas de Jaqueline y Ariadna(E7) Figura 4.69. Respuesta de Yarinka y Gabriel (ES8)

Los intentos deliberados de variar sistematicamente ciertos aspectos y mantener ciertos
aspectos invariantes pueden ayudar a los estudiantes a discernir nuevos aspectos de un objeto
de aprendizaje y construir nuevos significados. Esta hipotesis esta respaldada por varios
estudios empiricos (Gu, 1991; Marton y Morris, 2002; Marton y Tsui, 2004).

En el caso de los equipos E2, E3 y E5 continuan sin identificar correctamente
los coeficientes de las ecuaciones y tampoco logran obtener el M.C.D de (a, b). Por
lo que, no han discernido cuando una ecuacién diofantica tiene solucidon y sus
respuestas parecen no tener ningun sustento. En las siguientes figuras (de la 4.70 a

la 4.72) se presentan las respuestas de estos equipos.

Analizemos la siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacion

4x+5y=98 x-5y=1

Coeficientes a b ® Coeficientes a b ®
8 5 9% 3x 5y 7
M.CD (a,b) [ M.CD (2, b) c
mcp % Mmcn 7
85y 3x 5y
(Tiene solucion? (Tiene solucion?
no si
Figura 4.70. Respuestas de America y Eduardo (E2) Figura 4.71. Respuestas de Ivan y Liliana (E3)
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Analicemos la siguiente ecuacion Analicemos la siguiente ecuacion

4x+5y=98 3x-5y=7

Cocficientes a b c Cocficientes a b c

- - 4

M.C.D (a, b) P M.CD (a, b) 14
mcDp mcp

AG)BG) A@B(1)

¢ Tiene solucién? R=No ¢ Tiene solucién? R=Si

Figura. 4.72. Respuestas de Ivan y Liliana (E9)

En la segunda seccion de esta Tarea 3B, se les solicito a los estudiantes
encontrar una solucion particular aplicando el criterio de cifras terminales. Para ello,
se utilizd nuevamente el video tutorial que tiene un devenir bastante promisorio, tanto asi que
estos favorecen un aprendizaje significativo, al establecer nuevas relaciones que mejoran el
proceso de ensefianza-aprendizaje (Marquez, 1995).

El video tutorial aportd la posibilidad de reforzar el proceso de ensefianza a los
estudiantes que viven inmersos en este escenario de la pandemia por COVID-19 y el
confinamiento sanitario, aumentando la posibilidad de continuar ampliando su conocimiento
y en este caso sobre este criterio de cifras terminales.

Los equipos E1, E4, E6, E7 y E8 lograron discernir que el término 5y no varia
en ambas ecuaciones y que es multiplo de 5, siendo esta la caracteristica critica para
poder aplicar el criterio y obtener una solucion particular. En las siguientes figuras (de
la 4.73 ala 4.77) se muestran las respuestas obtenidas de los estudiantes en esta seccion y

donde se aprecia la aplicacion de este criterio para obtener una solucion particular.

Encontrar una primera solucion Encontrar una primera solucion

W= 5y)=208) 3-S5y 2 (0) far a primera Soucin 1 [ Econtarung prinfcm solucidn

8x+10y= 196 6x-10y= 14

8(2)+10(18)= 196 6(4) -10(1)= 14 * ‘03 ¢ MQ) U . m‘ﬁ S H

16:+180=196 24-10=14 +mm\ . ‘qg 6“\\ K \0(\\ :N

4(2)+5(18798 305047

g

Figura 4.73. Respuestas de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.74. Respuestas de Monserrat y J. de Dios (E4)
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Encontrar una mimum solucion

Encontrar una primum solucion

Encontrar una primera Solucidn

45 2 96 =» By 1(0y:H6
Vonsib):ap
849095

Encontrar una primera solucidn

e5y:3 = by
0

-
<5< 1

Figura 4.75. Respuestas de Flor y Brenda (E6)

Figura 4.76. Respuestas de Jaqueline y Ariadna (E7)

Encontrar una primera solucion

1 |

= | Eocontrar s primers sokcitn 1|
2("*4,5\/) -2 (%) [ 7(7‘\/.’:\\,:7_(7)‘ \‘
@ ‘ " L S .
K A 107~ l1bv | G ) ‘.- 'n e’ || \l
O -weorl ! ; : i ul‘
3(2) 1009 = 1% o Cl \ f“\
16 4180 = (16 24 - 10 { |
RERT. . Y=1T *=q ) il
L{(z] 4‘3(‘8):‘7? 1":,’{\ -3 (\3:-1
g+ 90=9% =S8

Figura 4.77. Respuestas de Yarinka y Gabriel (E8)

El aprendizaje, desde el punto de vista de la teoria de la variacion, implica

diferenciacion en lugar de acumulacion (cf. Gibson y Gibson, 1955). Por lo tanto, la teoria

de la variacion explica las condiciones del aprendizaje y explica las fallas de aprendizaje de

una manera especifica: cuando los alumnos no aprenden lo que se pretendia, no han

discernido los aspectos y caracteristicas criticas.

Por lo tanto, la idea central de la teoria de la variacion es que el discernimiento es una

condicioén necesaria del aprendizaje: qué aspectos atendemos o discernimos que son de

importancia decisiva para la forma en que entendemos o experimentamos el objeto de

aprendizaje.
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Los equipos E2, E3 y E5 no logran discernir la caracteristica critica de las dos
ecuaciones propuestas. Es decir, no focalizan su atencidén en que en ambas ecuaciones
el término by es multiplo de 5; por ello tampoco disciernen que de acuerdo al criterio de cifras
terminales se debe multiplicar por 2 ambos miembros de la ecuacion y analizar las cifras
terminales de a, b y c aplicando las propiedades de los nimeros.

Todo ello, a pesar del apoyo que les brind6 el video tutorial de cifras terminales, el cual
tiene esa caracteristica especial de ilustrar lo que se esta contando, de ver como se hace, y
después reproducirlo al antojo del usuario. El equipo E2 logra obtener una solucion particular
de la segunda ecuacion, al parecer utilizando el método por tanteo. En el caso de los equipos
E3 y E5 proponen algunas soluciones, también por tanteo, pero incorrectas. En las siguientes

figuras 4.78, 4.79 y 4.80, se muestran las respuestas obtenidas por estos estudiantes.

Encontrar una primera solucion#####+#¥4¥ Encontrar una primera solucion

SR

Figura 4.78. Respuestas de America y Eduardo (E2) Figura 4.79. Respuestas de Ivan y Liliana (E3)

Encontrar una primera solucién Encontrar una primera solucioén

3y 45 8y Sy

Figura 4.80. Respuestas de Sergio y Jesus (ES5)
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Finalmente, en la ultima seccion de esta Tarea 3B, se focalizo la atencion de
los estudiantes para que discernieran que en caso de que una ecuacion diofantica lineal
tenga una solucion particular entera, esta también debera tener otras soluciones enteras. En
ese sentido, que se les solicitd a los estudiantes que a partir de la solucidn particular
encontrada con el criterio de cifras terminales, ahora encontraran otras soluciones
aplicando el método aritmético y comprobardn que efectivamente si cumplen con la
igualdad en cada una de las ecuaciones propuestas.

Los equipos E1, E4, E6, E7 y ES8 al igual que en el criterio anterior de
divisibilidad o multiplicidad lograron discernir y aplicar correctamente la regla
aritmética (Xo + a) y (Yo +/- b) presentada también en el video tutorial para obtener
otras soluciones de las ecuaciones.

De igual manera comprobaron que estas soluciones obtenidas si son solucion
de las ecuaciones. Por otro lado, Lo (2012) sefiala que para que los estudiantes logren
darse cuenta de algo, deben discernirlo y poner en juego también sus conocimientos previos.
Para ello, debe haber condiciones necesarias para que ocurra este discernimiento. En las

siguientes figuras 4.81 y 4.82 se muestran algunas respuestas de los equipos E1 y ES.

Encontrar otras soluciones Encontrar otras soluciones
1.-3(4)-5(1)=7
1.-4(12)+5(10)=98 2.-309)-5(4)=1

. _ 3.-3(14)-5(7)=7
2.-4(17)+5(6)=98 4301915107
3.-4(22)+5(2)=98

k ‘@4.5(1\ =1 e '.L. \
I 7Y +0=-9% 2 te

4 427)+5(-2)-98

4@) +s-98

Figura 4.81. Respuestas de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.82. Respuestas de Yarinka y Gabriel (E8)
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El equipo E2, a pesar de no discernir el criterio de cifras terminales, si logra aplicar
correctamente la solucion particular obtenida mediante tanteo, para obtener otras soluciones
enteras a partir del método aritmético. En la siguiente figura 4.83 se muestra la respuesta de

este equipo conformado por America y Eduardo.

33Xy

ﬁ ﬁ) Sl G ¥4

D L] O &
. 1A
- C ”\@)

Figura 4.83. Respuesta de Ameria y Eduardo (E2)

En el caso del equipo 3, a pesar de intentar obtener una solucion particular por tanteo
no lo logran. Por lo que, al aplicar la regla aritmética no se logra obtener otras soluciones
correctas. El equipo 5, deja inconclusa la actividad. En las siguientes figuras (4.84 y 4.85) se

muestran las respuestas obtenidas de estos estudiantes.

i é%) - o H) u

GG

Figura. 4.84. Respuestas de Ivan y Liliana (E3) Figura 4.85. Respuesta de Sergio y Jesus (ES5)
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La presente Tarea 3B, adoptd un enfoque basado en la teoria de la variacion y tuvo

como objetivo que los estudiantes lograran discernir y explorar las caracteristicas criticas del

criterio de cifras términales, para encontrar una solucién particular de las ecuaciones

diofanticas lieales con dos incognitas.

Hernéndez, Martinez, Dafonseca y Rubio (2005, p.80) conciben a la taxonomia

SOLO como una manera de clasificar y evaluar los resultados de una tarea de aprendizaje, a

partir de una organizacion estructural de la misma. En la siguiente tabla 4.7, se muestra la

clasificacion correspondiente a esta tarea 3B.

Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)
No identifica los coeficientes a, by | Las respuestas que proporcionan
el término independiente ¢ de las | los alumnos ante una determinada
ecuaciones. No obtiene el M.C.D de | tarea son erroneas o inexistentes.
(a,b), y tampoco demuestra a través
del cociente Qe c/MA.C.D de (a, ‘b)que El estudiante aan no comprende
Pre-estructural: ambas ecuaciones tienen solucion en
No se domina ningtin E3y5 nimeros enteros.
aspecto crucial de la tarea
No aplica el Criterio de Cifras
Terminales para obtener una primera
solucion (particular) y no discierne
la regla aritmética (X, + a) y (yo /-
b) para obtener otras soluciones.
Identifica los coeficientes a, by el | El resultado del alumno, pese a
término independiente ¢ de las | poder ser cierto, s6lo se centra en
ecuaciones. Obtiene el M.C.D de (a, | un determinado aspecto que, por
b) de (a,b), y demuestra a través del | otro lado, no tiene por qué ser
cociente de ¢/M.C.D de (a, b) que | relevante
Uniestructural: ambas ecuaciones tienen solucion en
Se domiqa s6lo un aspecto E2 numeros enteros. Identifica s6lo un aspecto del
crucial de la tarea . o ' concepto.
No aplica el Criterio de Cifras
Terminales para obtener una primera
solucion (particular) y no discierne
la regla aritmética (X, + a) y (yo /-
b) para obtener otras soluciones.
Identifica los coeficientes a, by el | En este caso el alumno es capaz de
término independiente ¢ de las | enumerar una serie de aspectos
ecuaciones. Obtiene el M.C.D de | correctos, pero no va mas alla
(ab), demuestra a través del
. cociente de ,C/ M.C:D de (a, b) qUe | 1dentifica varios aspectos del
Multle§tmcturql: at}lbas ecuaciones tienen solucion en concepto, pero no tiene ain una
Se domlnat} varios F4 numeros enteros. vision completa.
aspectos cruciales de la
tarea Aplica el Criterio de Cifras
Terminales para obtener una primera
solucion  (particular), pero no
discierne la regla aritmética (x, + a)
y (yo t/- b) para obtener otras
soluciones.
L El, E6, E7 | Identifica los coeficientes a, by el | El alumno no sélo identifica varios
Relacional: .- . . .
y E8 término independiente ¢ de las | aspectos correctos, sino que
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Relaciona entre si varios ecuaciones. Obtiene el M.C.D de | también es capaz de relacionarlos
aspectos cruciales de la (a,b), y demuestra a través del | entre si.

tarea cociente de ¢/M.C.D de (a, b) que
ambas ecuaciones tienen solucion en

. Tiene una vision completa del
numeros enteros.

concepto conformada por los

. L diferentes aspectos del concepto.
Aplica correctamente el Criterio de

Cifras Terminales para obtener una
primera solucién (particular) y
discierne la regla aritmética (x, + a)
y (yo t/- b) para obtener otras
soluciones.

Tabla 4.7. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la tarea 3B

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 3C

Experiencia de Aprendizaje

Como parte de esta tercera unidad de discernimiento, en el disefio de esta Tarea 3C,
centramos la atencion de los estudiantes, primero en identificar los coeficientes a, b y el
término independiente ¢ de las ecuaciones propuestas.

Segundo en encontrar el M.C.D de (a, b) y el cociente ¢/M.C.D de (a, b), como la
caracteristica critica para determinar si las ecuaciones tienen o no solucidon en nimeros
enteros y si son ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas.

Tercero en encontrar una solucion particular en niimeros enteros de las ecuaciones
dioféanticas lineales (del tipo, generales) propuestas, utilizando como procedimiento ahora el
Criterio de la Division.

Es, pues, la comprension del algoritmo de la divisiéon y las variaciones de las
caracteristicas criticas (variacion en el término by, caso 1y 2) realizadas en las ecuaciones lo
que los estudiantes debieron focalizar para resolver esta tarea y no tanto la destreza en los
calculos. Por lo que, aplicamos la variaciéon procedimental: un problema, multiples
soluciones (OPMS), variando los diferentes procesos de solucion de un problema y asociando
diferentes métodos de solucion (Lai & Murray, 2012).

Los equipos E1, E4, E6, E7 y E8 lograron primeramente identificar correctamente los

coeficientes a, b y el término independiente c. Segundo obtuvieron el M.C.D de (a, b) y

4 Ver tarea 3C en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en el Anexo 1 de esta tesis
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realizaron el cociente ¢/M.C.D de (a, b) para discernir que ambas ecuaciones propuestas si

tienen solucidon en numeros enteros y son ecuaciones diofanticas lineales con dos incdgnitas.

Por lo anterior, en esta tarea 3C, se observa ya un incremento del nivel de sentido
estructural de las ecuaciones, mismo que les permite a los estudiantes realizar tareas
algebraicas de formas mas eficientes y menos propensas a errores. En las siguientes figuras

4.86, 4.87 y 4.88 se muestran algunas respuestas obtenidas de estos equipos.

Analizemos ahora la siguiente ecuacidn Anelizemos ahora la siguiente ecuacion Analizemos ahora I siguiene ccuacion Analizemos ahora asiguiene ecuacion
xty=8 [t By=1%3 fyayeh I+ 1y =178
Coeicienes | 9 hrb [ Coeicienes | @ | b _\— ¢
‘ |
, ‘ | 0 d | |48
Cocficientes | 2 | b | ¢ Coeficientes 1| h ¢ | L
MCD (b ( MCD(a,b) Ut
5 i) B3 m 1 ‘M,(,‘,l) [ M.C.D 1 \
CD(a,b) ( MCD(a,b) ( \
_ =8 _=IB
! N.CD l M.CD
-, N
v
Figura 4.86. Respuesta de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.87. Respuesta de Flor y Brenda (E6)
Analizemos ahora la siguiente ecuacion Analizemos ahora la siguiente ecuacién
5x+y =83 lix + 13y = 173
Coeficientes a b ¢ Coeficientes a b c
M.C.D (a, b) c M.C.D (a, b) c
: ‘ M.C.D , M.C.D
: | - S 1

Figura. 4.88. Respuestas de Yarinka y Gabriel (ES)

En los equipos E2, E3 y E5, los resultados no son los esperados, al parecer la situacion
del confinamiento sanitario por la pandemia de COVID-19 y la falta de interaccion entre los

estudiantes y el profesor (desde la teoria del la variacion el aprendizaje en accidn), esta
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teniendo cada vez mas efectos negativos en los estudiantes y su aprendizaje, ya que continian
sin poder identificar correctamente los coeficientes a, b y el término independiente ¢ de las
ecuaciones, en algunos casos solo identifican 1 ¢ 2 de los coeficientes.

Como ya se menciono dentro del andlisis de las tareas anteriores Kieran, (1989) sefiala
que el énfasis de la ensefianza de la aritmética en “encontrar la respuesta” hace que los
alumnos consigan desenvolverse con procesos intuitivos e informales evitando el uso y
reconocimiento de la estructura, que es esencial en el aprendizaje del 4lgebra. Estos equipos
continuan tratando de obtener el M.C.D de (a, b) ain de manera incorrecta, por lo que a pesar
de responder que las ecuaciones si tienen soluciéon nuevamente la accion se antepuso a la
reflexion y sustento matematico En las siguientes figuras 4.89 y 4.90 se muestran las

respuestas obtenidas de estos equipos en esta seccion.

Analizemos ahora la siguiente ecuacion Analizemos ahora la siguiente ecuacion
Sxty=8 1ix+ 13y =173

Coeficientes a b ¢ Coeficientes a b ¢

[Gpml 3 T @
MCD(2,b) CE MCD (3,b) 7

MICIDR B2 Wep e
A4)B(1) AMB(1)
Figura 4.89. Respuesta de América y Eduardo (E2) Figura 4.90. Respuesta de Ivan y Liliana (E3)

En la segunda seccion de esta Tarea 3C, se solicitd aplicar el criterio de la division,
para obtener una solucion particular y a partir de ella encontrar otras soluciones aplicando el
método aritmético. Nuevamente se utilizo como herramienta y medio de ensefianza el video
tutorial sobre el desarrollo del criterio de la division que aporta esa posibilidad de reforzar el
proceso de ensefianza a cualquier estudiante buscando, ampliar su conocimiento.

En este caso, YouTube se ha convertido en el favorito de los realizadores audiovisuales,
y por ende, de quienes lo usan para ensefiar y aprender a través del video tutorial.

Esta plataforma digital es aprovechada por los jovenes, que continian respondiendo
desde los nuevos escenarios a los mismos retos y eventualidades que sortean cotidianamente
(no sdlo durante la pandemia por COVID-19). Es por ello, que en el campo educativo el

video tutorial puede ser usado para el aprendizaje de idiomas, el uso de métodos
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investigativos, la realizacion de resefias de libros o peliculas y hasta la ejecucion de procesos
matematicos, como en nuestro caso.

En la primera ecuacion propuesta a los estudiantes 5x + y = 83, los equipos El, E4,
E6, E7 y E8 no presentan dificultades, ya que logran discernir que se trata de una ecuacion
correspondiente al caso 1 !°. Es decir, donde el término by es menor que el término ax, por
lo que proceden a la aplicacion del algoritmo de la division, identificando correctamente cada
uno de los elementos que lo constituyen y encontrando una solucion particular.

Finalmente, aplican correctamente la regla aritmética para obtener otras soluciones
enteras. Hoch y Dreyfus (2004 y 2005) sefialaron algunas de las habilidades que engloba el
sentido estructural en el contexto del algebra escolar: ver una expresion o una sentencia
algebraica como una entidad, reconocer una expresion o sentencia algebraica como una
estructura conocida, dividir una entidad en subestructuras, apreciar las conexiones mutuas
entre estructuras y reconocer qué transformaciones es posible realizar y cuales de éstas son
de utilidad, como fue el caso de los estudiantes de estos equipos.

En las siguientes figuras (de la 4.91 a la 4.94), se muestran las respuestas obtenidas de

los estudiantes.

Encontrar una primera solucién Encontrar una primera solu
a*q-+r—1D

Sx + 3 — 83

83 s ‘

3 16 |

SC(16)+3—=83

Encontrar otras soluciones
1.- 5(16)+3—83 ‘
2. 51 7)+(-2)H)—83

3.-5(18)+(-7)>—83 ‘

A4.-5(19)+(-12>—83

_— 23 |

ﬁ-ﬁ

o 1( o= | mC =
C 19 -12 ) | \)
:i
Figura 4.91. Respuestas de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.92. Respuestas de Monserrat y J. de Dios (E4)

15 Caso 1: by < ax, dondeb=10b<a, peroa<d)
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Encontrar una primera soluciéon = - T
Encontrar una primera solucién

Encontrar otras soluciones G TP Ry TR SR
Encontrar otras soluciones

e mR
Qg mo O 9Cy mo©

[t<] 3] EE] REET
i = s

Figura 4.93. Respuesta de Flor y Brenda (E6) Figura 4.94. Respuesta de Yarinka y Gabriel (ES)

En relacion con los equipos E2 y E5 tuvieron dificultades para entender el
criterio de la division. Por lo que, no concluyeron la tarea dejandola en blanco. El
equipo E3 continua intentando discernir una solucidon particular, unicamente
aplicando el tanteo y no el criterio de la division.

Diversos estudios muestran que muchos alumnos poseen una pobre comprension de
las relaciones y estructuras matematicas (Booth, 1982; Kieran, 1989; MacGregor, 1996;
Schifter, 1999) y muestran una falta de relacion entre sus conocimientos aritméticos y sus
conocimientos algebraicos (Carpenter & Franke, 2001; Warren, 2001, 2004).

Por otro lado, Hoch y Dreyfus (2004) sefiala que la apariencia externa de una
expresion revela un orden interno determinado por las relaciones entre las partes que
componen su estructura. Sin embargo, en el caso de estos estudiantes no logran discernir ni
el orden ni las relaciones presentadas en este criterio de la division y de la tarea en general.

En la siguiente figura 4.95 se muestra la respuesta obtenida del equipo E3.
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Figura 4.95. Respuesta de Ivan y Liliana (E3)

En el caso de la segunda ecuacion propuesta 11x + 13y = 173, se realiza una
variacion en el término by, para que en esta caso corresponda al caso 2% Es decir,
cuando el término by es mayor que ax, se tiene que descomponer el término mayor en
funcion del menor de los coeficientes, para posteriormente poder aplicar el criterio de la
divisiéon ax +(ay +by) = c.

Los equipos El, E4, E6, E7 y E8 lograron focalizar su atencién en la variacion
realizada en el término by, el cudl es ahora mayor que el término ax. Por lo que, aplicaron

correctamente la descomposicion del término mayor en funcidén del coeficiente menor y

16 Caso 2: by > ax donde es necsario descomponer el término mayor en funcién del término menor ax +(ay +by) = ¢
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factorizaron los términos comunes. Estos operaron de acuerdo con lo sefialado por el video
tutorial sobre el criterio de la division, por lo que, al parecer en estos estudiantes el video
tutorial si favorecio y contribuyo a su aprendizaje, esto de acuerdo a lo que sefala Fernandez,
Diaz, Del Carmen y Recio, (2013: 1994) al favorecer la realimentacion, comprobacion,
aplicacion, y demostracion en resolucion de ejercicios de una manera interactiva brindando
un juego de iniciativas a través de organizadores graficos y animaciones hacia la busqueda
de fundamentacion cientifica y su ejecucion, para conseguir ademds un aprendizaje
significativo que implica un cambio en los esquemas de conocimientos que se poseen
previamente los estudiantes, estableciendo nuevas relaciones entre dichos elementos,
mejorando de esta manera el proceso de ensefianza-aprendizaje.

A continuacion, en las siguientes figuras 4.96, 4.97 y 4.98 se presentan algunas de las

respuestas obtenidas de los estudiantes.

Encontrar una primera solucion | Encontrar una primera solucion o
d*q+r=D l X
11x + 13y =173 ‘
11x + (11y +2y) =173 ‘
1 (x+y) +2y =173 2y=8 |
Y=4 ‘
173 11 (x+y)=15
] 15 11+4 =15 : ! v
x=11 ‘ 13
11(11D)+13(4)=173
Figura 4.96. Respuesta de Nadia y Dafné (E1) Figura 4.97. Respuesta de Flor y Brenda (E6)

Encontrar una primera solucion

L. £ 1

Figura 4.98. Respuesta de Yarinka y Gabriel (E8)
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En esta Tarea 6 los equipos restantes E2, E3 y ES al igual que con la primera ecuacion
continian tratando de encontrar una solucién particular aplicando simplemente el método
por tanteo. Como se hace notar en sus respuestas no lograron discernir el criterio de la
division y mucho menos focalizar su atencion en la variacion aplicada al término by. Por lo
que, las soluciones escritas en las hojas de trabajo son incorrectas, al parecer no visualizaron
el video tutorial propuesto sobre el criterio de la division. En seguida en las figuras 4.99 y

4.100 se muestra un ejemplo de sus respuestas.

Encontrar una primera solucion

X=27 Y=-10

Figura 4.99. Respuesta de América y Eduardo (E2) Figura 4.100. Respuesta de Ivan y Liliana (E3)

Para concluir con esta Tarea 3C, se solicito a los estudiantes encontrar otras
soluciones en cada una de las ecuaciones. Nuevamente los equipos E1, E4, E6, E7 y
E8 teniendo ya una solucion particular, recurrieron correctamente la regla aritmética utilizada
en las tareas anteriores, para obtener otras soluciones enteras (Xo+b, yot+/-a) y probaron que
efectivamente satisfacen a cada una de las ecuaciones propuestas. En la siguientes figuras

4.101 y 4.102 se muestran algunas de las respuestas obtenidas.
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Encontrar otras soluciones Encontrar otras soluciones

1316383 L3173

)
2-5(17)H-2)=83 2.-11(24)+13(-7=173
3138173
)

3-5(18)H(-7)=83 4.-11(50)+13(:29)=173

4-5(19)H-12)=83

ERE
11 13

oy

N
>
(=

plEn

Encontrar otras soluciones

i Encontrar otras soluciones

Figura 4.101. Respuestas Nadia y Dafné (E1)

Figura 4.102. Respuestas Yarinka y Gabriel (ES)

En el equipo E2, intentaron encontrar otras soluciones, pero al parecer sélo aplicando

el tanteo, pero no lograron encontrar alguna de manera correcta. El equipo ES si aplica la

regla aritmética (Xo+b, yot/-a) aunque de manera incorrecta y escribe ecuaciones que no

corresponden a la tarea asignada En las siguientes figuras 4.103 y 4.104 se muestra las

respuestas de estos estudiantes.

En(.on[mr o[ms soluciones Encontrar otras soluciones

**********

X=40 Y=-21

X=53  Y=-32

Encontrar otras soluciones

Encontrar otras soluciones

15y 13 8y3
ﬂ 4 Eb £
ok M%L %@ 2y o082z 5@
D 0 E} _g ) AP )
C 0 ) C 6 6
Figura 4.103. Respuesta América y Eduardo (E2) Figura 4.104. Respuesta de Sergio y Jesus (ES)
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En el caso del equipo E3, aplica correctamente la regla aritmética (xo+b, yot+/-a). Sin
embargo, al no lograr obtener desde un inicio una solucion particular correcta, las soluciones
encontradas no satisfacen las ecuaciones propuestas. A continuacion en la siguiente figura

4.105, se muestra la respuesta obtenida.

Figura 4.105. Respuesta de Ivan y Liliana (E3)

Dentro de nuestro andlisis se presentan las evidencias de las respuestas obtenidas
(objeto de aprendizaje vivido) a través de las hojas de trabajo de los estudiantes en esta Tarea
3C, donde se focalizé en los aspectos y caracteristicas criticas de las ecuaciones diofanticas
lineales con dos incognitas del tipo general y de la variacion procedimental al aplicar el
criterio de la division para obtener una solucion particular entera.

De igual manera, se muestra el discernimiento logrado por los estudiantes al aplicar
la regla aritmética para obtener otras soluciones enteras de las ecuaciones propuestas en esta
tarea. Es por ello, que de igual manera que en las tareas anteriores en esta sexta tarea, se
logro categorizar el nivel cognitivo estructural de los alumnos de acuerdo a la clasificacion

SOLO. En seguida, se muestra la tabla 4.2 donde se especifica dicha clasificacion.

Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)

No logra identificar los coeficientes | Las respuestas que proporcionan
a, by el término independiente ¢ de | los alumnos ante una determinada
las ecuaciones. No encuentra el | tarea son erroneas o inexistentes.

M.C.D de (ab) y no aplica la
caracteristica critica del cociente de
¢/M.C.D de (a, b) para determinar si

Pre-estructural:

No se domina ningun E3 yE5
aspecto crucial de la tarea
El estudiante atin no comprende
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las ecuaciones tienen o no solucioén
entera.

No discierne el Criterio de la
Divisién para obtener una primera
solucion (particular) y tampoco
aplica la regla aritmética (xo + a) y
(yo +/- b) para obtener otras
soluciones.
Identifica algunos los coeficientes @, | El resultado del alumno, pese a
by el término independiente ¢ de las | poder ser cierto, s6lo se centra en
ecuaciones. No encuentra el M.C.D | un determinado aspecto que, por
de (a, b) y no aplica la caracteristica | otro lado, no tiene por qué ser
critica del cociente de ¢/M.C.D de | relevante
(a, b) para determinar si las
Uniestructural: ecuaciones tienen o no solucion
Se domina so6lo un aspecto E2 entera.
crucial de la tarea

Identifica s6lo un aspecto del
concepto.

No discerne el Criterio de la
Divisién para obtener una primera
solucion (particular), pero aplica de
manera incorrecta la regla aritmética
(X0t a) y (yo t/- b) para obtener otras
soluciones.

Identifica los coeficientes a, b y el | En este caso el alumno es capaz de
término independiente ¢ de las | enumerar una serie de aspectos
ecuaciones. Encuentra el M.C.D de | correctos, pero no va mas alla
(a,b) y aplica la caracteristica critica
del cociente de ¢/M.C.D de (a, b)
para determinar si las ecuaciones
tienen o no solucion entera.
Discerne el Criterio de la Division

Identifica varios aspectos del
concepto, pero no tiene aun una
vision completa.

Multiestructural:
Se dominan varios
aspectos cruciales de la

tarea . .
para obtener una primera solucion
(particular), pero no  aplica
correctamente la regla aritmética (x,
+ a) y (yo /- b) para obtener otras
soluciones.
Identifica los coeficientes a, b y el | Elalumno no sélo identifica varios
término independiente ¢ de las | aspectos correctos, sino que
ecuaciones. Encuentra el M.C.D de | también es capaz de relacionarlos
(a,b) y aplica la caracteristica critica | entre si.
L del cociente de ¢/M.C.D de (a, b)
Relacional: . . !
Relaciona entre si varios El, E4, E6, para determlnar',s1 las ecuaciones Tiene una vision completa del
aspectos cruciales de la E7yE8 tienen 0 no solucion entera. concepto conformada por los
tarea diferentes aspectos del concepto.

Discierne el Criterio de la Division
para obtener una primera solucion
(particular), y aplica correctamente
la regla aritmética (X, + a) y (yo /-
b) para obtener otras soluciones.

Tabla 4.8. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la tarea 3C

En la educacion matematica se da gran importancia a la comprension del conocimiento.
En las experiencias de aprendizaje con estas tareas 3A, 3B y 3C utilizamos distintas

variaciones a partir de los patrones de variacion (contraste, separacion, generalizacion y
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fusion). Asi mismo, aplicamos variacion conceptual y procedimental, para responder a la
cuestion planteada inicialmente en esta unidad de discernimiento que fue ;cuando una
ecuacion diofantica lineal con dos incognitas tiene solucion? Y en caso de tenerla ;como
encontrar una solucion particular?.

De acuerdo con Lai & Murray, ( 2012), el objetivo de aplicar en estas tareas la variacion
conceptual fue focalizar en los estudiantes, los aspectos y caracteristicas criticas de los
conceptos matematicos desde multiples perspectivas y experiencias. En el caso de la
variacion procedimental, su objetivo fue proveer un proceso de formacion etapa por etapa en
el cual la experiencia de los estudiantes con las caracteristicas criticas se manifiesta por la
variacion de problemas y en la variedad de transferencia de estrategias (Lai & Murray, 2012).

En particular, enfatizamos la atencion de los estudiantes, en la variacion procedimental
con el uso de diversos métodos de solucion para un problema dado (criterio de Divisibilidad
o multiplicidad, criterio de cifras términales y criterio de la divisién). Segin Lim (2007), esta
variacion da a los estudiantes una amplia oportunidad de trabajar y perfeccionar sus
habilidades matematicas. Li et al. (2011), sefiala que los tipos de variaciones usadas son muy
importantes y deben enfocarse en la comprension de conceptos y salir paso por paso de
acuerdo al nivel cognitivo de los estudiantes y de este modo tener una substancial mejora de

la calidad del aprendizaje de los estudiantes, como lo fue esta unidad de discernimiento tres.

4.1.4 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO CUATRO

,Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general)

Una vez que hemos analizado el aprendizaje vivido (a partir de las respuestas de los
estudiantes en las hojas de trabajo) en las Tareas anteriores. Es decir, sintetizando en la
unidad de discernimiento uno, se trabajo la cuestion sobre ;como son los coeficientes en una
ecuacion diofantica lineal con dos incognitas?, en la unidad de discernimiento dos, sobre
[cuando tiene solucion entera? y en la unidad de discermiento tres, sobre ;como encontrar

una solucion particular?
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Ahora en esta unidad de discernimiento cuatro, responderemos a la cuestion
¢ Cudntas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general). Para ello, esta unidad de

discernimiento cuatro estuvo compuesta por las tareas 4A y 4B.

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 4A!7

Experiencia de Aprendizaje

El disefio y contenido que constituye esta tarea 4A, fue seleccionado y variado al aplicar un
patron de variacion por contraste, separacion y generalizacion al proponer una ecuacion
diofantica lineal (del tipo, id. Bezout) donde la caracteristica critica que varia es el término
independiente ¢ que ahora es igual a 1 (ax+by =1).

Al igual que en algunas de las tareas anteriores, en este caso se utilizé el videotutorial
como herramienta de aprendizaje, que como sefiala Castillo y Carrillo (2012), ha permitido
superar la presencia en la escuela facilitando la continuidad de adquirir el conocimiento de
manera autonoma, dado la pandemia por COVID-19.

Con esto, los estudiantes pueden visualizar y discernir, por un lado el algoritmo de
Euclides y por el otro la identidad de Bezout como un método mas que les permitira encontrar
una solucion particular y posteriormente lograr discernir el aspecto critico que es encontrar
el modelo general para obtener todas las soluciones enteras de la ecuacion propuesta.

En la primera seccion de esta tarea 4A, se solicitd a los estudiantes aplicar el algoritmo
de Euclides, tal como se decribe en el video tutorial, para encontrar el M.C.D. de dos pares
de numeros dados.

En esta primera parte los equipos El, E4, E6, E7 y E8 lograron discernir las
caracteristicas criticas del algoritmo de Euclides para obtener correctamente en ambos casos
el M.C.D. de los dos pares de nimeros asignados. Cabe destacar que en esta primera seccion
de esta tarea el equipo E3, que presentaban dificultades en general para discernir las tareas y
procedimientos matematicos, en esta ocasion si logra obtener el M.C.D de los nimeros dados,
al parecer el video tutorial n esta ocasion si tuvo buenos efectos. En seguida, en las siguientes
figuras (de 1a4.106 a la 4.110) se muestran las respuestas correspondientes a algunos de estos

equipos.

17 Ver tarea 4A en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en el Anexo 1 de esta tesis
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1.Calcular el Maximo Comun Divisor (M.C.D) de ( 525, 100) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes 5 4

Divisores/Dividendos 525 100 25
Resdiuos 25 0

Procedimiento

525/100=5 con un residuo de 25
100/25=4 con un residuo de 0

EIMCD=4

Realizar la comprobacion de la division de cada una de las divisiones realizadas r
=D-d*C
1)25=525-100(5)

25=25

2) 0=100-25(4)
0=0

Figura.4.106. Respuestas de Nadia y Dafné (E1)

Figura 4.107. Respuestas de Ivan y Liliana (E3)

1.Calcular el Maximo Comun Divisor (M.C.D) de ( 525, 100) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes S u

—/
Divisores/Dividendos 5’1 5 ) 33 QB
Resdiuos ) 5 J

Procedimiento ot 1100 1§ = 100+ 5% 75
,’; = -
n D) (
N 100 2 ’ZS'H*;O/—/J
\DOL;i
5 U

Realizar Ia comprobacién de la division de cada una de las divisiones realizadas

SZS N m\} (C.))
90 - 15¢0

r=D-d*C

"

5
02

I Calcular el Maximo Comun Divisor (M.C.D) de ( 525, 100) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes R L o {

Divisores/Dividendos g 1[\ loc 1 15 |

Resdiuos 1 1
R |

Procedimiento

i ')('\ZV"/.('J‘?\“
500 PR TR
[ e K |
| 23 9 |
|
|
160 L2

Realizar la comprobacién de la division de cada una de las divisiones realizadas
r=D-d*C

< . Cc
AERINN

oy

Figura 4.108. Respuestas de Monserrat y J. de Dios (E4)

Figura 4.109. Respuestas de Flor y Brenda (E6)
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|.Calcular el Maximo Comin Divisor (M.C.D) de (525, 100) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes

Divisores/Dividendos

Resdiuos |

Procedimiento

Realizar la comprobacion de la division de cada una de las divisiones realizadas

r=D-d*C

Figura 4.110. Respuestas de Yarinka y Gabriel (E8)

En el caso del equipo E2 de America y Eduardo, como el E5 de Sergio y Jesus al
parecer compartieron respuestas ya que al visualizar sus respuestas son muy parecidas. De
primera instancia todo indica que logran discernir en parte los aspectos criticos del algoritmo
de Euclides, ya que pueden concretar la obtenciéon del M.C.D del primer par de nimeros
asignados.

Sin embargo, en el segundo par de niimeros que involucran una mayor grado de
complejidad, aunque intentan seguir el algoritmo no logran obtener correctamente el M.C.D
Posteriormente, al solicitarles aplicar la comprobacion de la division mediante la regla del
residuo, en ambos casos no lograron reliazarlas correctamente, debido a que presentan
dificultades para identificar las partes de la division (dividendo, cociente, residuo, etc.), que
les permitiria llevar acabo este procedimiento matematico y comprobar su resultado final. En

las siguientes figuras 4.111 y 4.112 se muestran las respuestas de estos dos equipos.
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1. Caleutar el Maximo Comn Divisor (M.C.D) de ( 525, 100) uilizando el algoritmo de Euclides 2.Calcular el med ( 66, 550) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes 4 Cocientes 8 s

Divisores/Dividendos 525 100 05 Divisores/Dividendos 6 550 i

- Residuos 0
Residuos A
Procedimient AxBemedxmem
Procedimiento
Mt Mmed e
g XB=m.c.dx mem
Mcm= AxB
m.cd
Pl —
med
Realizar la comprobacion de la divisién de cada una de las divisiones realizadas

Realizar la comprobacion de la division de cada una de las divisiones realizadas =D dC.

1=D-d¢*C Mem=AxB/med=1,650

men= AxBlned =00 SISRI00=5250 635022

52,50025=,100 6655036300
525x100/25=2,100 36,300122=2,100
Figura 4.111. Respuestas de America y Eduardo (E2) Figura 4.112. Respuestas de Sergio y Jesus (E5)

En la segunda seccion de esta tarea 4A, se pidio a los estudiantes aplicar el algoritmo
de Euclides y la identidad de Bezout para obtener una solucion particular (entera) de la
ecuacion diofantica lineal (del tipo, id. Bezout) propuesta, donde la variacion aplicada a dicha
ecuacion es en el término independiente ¢ que ahora es igual a 1. Una vez encontrada lograr
discernir la caracteristica critica que es encontrar el modelo general para obtener otras
soluciones enteras de la ecuacion.

En esta seccion los equipos E1, E4, E6, E7 y E8 lograron obtener el M.C.D de los
coeficientes a y b (127, 52) de la ecuacion diofantica lineal /127x — 52y = 1, pero solo los
equipos E1 y ES8 lograron discernir del todo las caracteristicas criticas del algoritmo de
Euclides y de la Identidad de Bezout, para encontrar una solucion particular. Lograron

discernir que si X, y, €s una solucion particular de la ecuacion, todas las soluciones estan

dadas por: x = x,, + (b/d)t, y =y, — (a/d)t, para cualquier nimero entero t.
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Banerjee y Subramaniam (2005), consideran que desarrollar un sentido estructural de
las expresiones requiere el uso de procedimientos y reglas en situaciones y contextos
variados, que le permitan a los estudiantes encontrarle el sentido a las relaciones entre los
componentes de diversas expresiones que compartan los mismos aspectos estructurales.
Como es el caso de esta tarea.

En las figuras 4.113 y 4.114 que se presentan en seguida se muestra un ejemplo de las

respuestas del equipo E1 y ES.

Veamos a continuacion, como hallar una solucion (Xe, yo) cualquiera para ecuaciones diofanticas. En este casof
de la siguiente ecuacion 127x — 52y = 1. Pero antes revisa el siguiente video referente a la identidad de bezout,|

https://youtu.be/jbH7 SqY

Para ello comenzaremos calculando el algoritmo de Euclides.

Cocientes 2 2 3 | 1 5
Divisores/Dividendos 127 52 23 6 | 5 I 1
Resdiuos 23 6 l 5 | I 1 0
Procedimiento

127/82=2 con residuo de 23
S2/23=2 con residuo de 6
23/6™3 con residuo de S
6/8=1 con residuo de 1

5/1=5 con residuo de 0O

Reanlizar In comprobacion de Ia division de cada una de Ias divisiones realizadas r
- D —d*C

23=127-52(2)

6=82-23(2)

S=23-6(3)

1=6-5(1)

O=5.5(1)

X= -9 y=- -22

Ahora toma una solucion particular y aplicando la identidad de Berzout encuentra la forma general, para toda
las soluciones en NOMEros enteros.

. n
{ x rvo + medcan !
a

V= yo med(a.nt

Soluciéon general Prueba cuando t = 2 Demuestra que si os soluciéon
sustituye en 127x - 52y = 1

Figura 4.113. Respuestas de Nadia y Dafné (E1)
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Veamos a continuacion, como hallar una solugion (x.. yo) cunlguicra para ecuaciones diofanticas. Fn este caso
de la siguiente ecuncion 127x — 52y = 1. Pero antes revisa el siguiente video reforente o 1n identidad de bezout.

https:/ivouty. be/ibH7fvavSayY

Para ello comenzaremons calculando ¢l algoritmo de Euclides.

’ | \ N _~fr
(T X ~-Sey =\ ( - S .

\

Ahora toma una solucion particular y aplicando la i«kmi&a& de Berzout encuentra I forma general, para todas

las soluciones en nimeros enteros.

we =9+ (-0 =

| Coclentes | 2 > ]i“ '""__ ;\j
mvhon‘ll)lvldcndln—" \ 2 A(L - 2 -V‘VV"“ . - - _l
Resdivos e ~ S -
. 23 S \ |
Procedimiento 2 7. d ’\
52 1\ 23 23152 . 123 B
2 = " 4 -
| R N
¢
Realkear la comprobacion de tn division de eadn una de las divisiones realizadns
r=D-d*C l= 6= 1(85)
o N ) s ‘-I(?J'B(HS
- ‘ \—_6-1'5*3(}‘\
(4 ¢ - (’/(<'J/ = ‘-\LL\—ZS
. _
' (6) L= HBz-ta)) 223
< ) - 23
\ N I - ) '\ = q':l\'kd(l_,}) (
V= qsy=Ces
s - 5 V) \ .,(5)\—‘{(\13“(:‘))
_qLsy) = 40w -3y
= 2 -10])

u\ e
f“’;lé

{ T = To + giamyt \
V= e Y= =27 - 11 - -r2-13 &
)
Solucion general Prueba cuando t = 2 Demuestra  que si es  solucion,
sustituye en 127x — 52y = |

—
X |=a-s2& “9-52(2) = -2
< .

=22 -\l3 % |-22-\R(V)--13¢8l -1435

¥ \4 322

Figura 4.114. Respuestas de Yarinka y Gabriel (E8)
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En el caso del equipo E3 de Ivan y Liliana sus procedimientos y respuesta muestran
que lograron discernir las caracteristicas criticas del algoritmo de Euclides para encontrar
que el M.C.D. de los coeficientes a, b de la ecuacion.

Sin embargo, no lograron discernir las caracteristicas criticas de la Identidad de
Bezout, para obtener la solucion particular (xo, yo) y con ella encontrar todas las soluciones

enteras que estan dadas por: x = x, + (b/d)t, y =y, — (a/d)t, para cualquier ¢ entero. En la

siguiente figura 4.115 se muestra las respuetas obtenidas por este equipo.

Figura 4.115. Respuestas de Ivan y Liliana (E3)

Los equipos E2 y ES5 en esta tarea 4A, no lograron encontrar correctamente el M.C.D.
de los coeficientes a, b cometiendo errores en las divisiones dentro del algoritmo de Euclides.

También presentaron errores al aplicar la identidad de Bezout. De tal manera, que en sus
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procedimientos y respuestas se visualiza que no lograron discernir las caracteristicas criticas
de ambos precedimientos matematicos. Por lo que, no llegaron a encontrar una solucién
particular (Xo, yo) de la ecuacion, ni el modelo general para obtener otras soluciones dejando

en blanco esta parte de la tarea. En la siguientes figuras 4.116 y 4.117 se muestran las

respuestas de los equipos 2y 5.

Veamos a continuacién, como hallar una solucién (Xo, Yo) cualquiera para ecuaciones diofanticas. En este caso
de la siguiente ecuacién 127x — 52y = 1. Pero antes revisa el siguiente video referente a la identidad de bezout.

https://youtu.be/ibH7fygySqg¥Y

Para ello comenzaremos calculando el algoritmo de Euclides.

Cocientes 2 2 2 1 o
Divisores/Dividendos 126 52 22 S 6 8
Residuos 22 8 6 8 o

i Procedimiento
AxB=m.c.d x m.c.m Mcd=8

Mcm= AxB
m.c.d

Realizar la comprobacién de la divisién de cada una de las divisiones realizadas
r=D—d*C

Mcm=AxB/mcd=819

126x52/8=819

126x52=6,552

6,552/8=819

Ahora toma una solucidén particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma general, para todas
las soluciones en niimeros enteros.

8 b
= Xx = x0 + t
mcd(a, b
= j— a
= yo—F——1t
Yy Y mcd(a,b)
Soluciéon general Prueba cuando t =2 Demuestra que si es solucidon,
sustituye en 127x — 52y =1
X 127 X2
Y 52 X-2

Figura. 4.116. Respuestas de America y Eduardo (E2)
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Veamos a continuacion, como hallar una solucion (X, yo) cualquiera para ecuaciones diofanticas. En este caso
de la siguiente ecuacion 127x — 52y = 1. Pero antes revisa el siguiente video referente a la identidad de bezout.

https://youtu.be/ibH7fyqySaY

Para ello comenzaremos calculando el algoritmo de Euclides.

Cocientes 2 2 2

Divisores/Dividendos 126 52 22 8

Residuos 22 3 6 3

Procedimiento

AxB=m.c.d x m.c.m Mcd=8

Mcm= AxB
m.c.d

Realizar la comprobacion de la divisiéon de cada una de las divisiones realizadas
r=D—-d*C

Mcm=AxB/mcd=819

126x52/8=819

126x52=6,552

6,552/8=819

Ahora toma una solucidn particular y aplicando la identidad de Berzout encuentra la forma general, para todas
las soluciones en nimeros enteros.

=x=x0+_" t
mcd(a,b)
- a
Y Yy mcd(a,b)
Solucion general Prueba cuando t =2 Demuestra que si es solucion,
sustituye en 127x — 52y =1
127 X2
52 IX-2

Figura 4.117. Respuestas de Sergio y Jesus
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Entre los errores que puede cometer un estudiante al contestar un ejercicio, hay algunos

que tienen una relacién mas evidente con un sentido estructural poco desarrollado, es decir,

que no distinga las estructuras que observa y/o no sepa cudles son las manipulaciones validas

segun dicha estructura, ni cual de ellas es la més eficiente.

Las actividades disefiadas incluyeron un énfasis en contrastes y variaciones que

facilitaran a los alumnos discernir las diferencias estructurales y procedimentales que les

permitieran evitar dichos errores. Kieran (2018) coincide en que desarrollar la capacidad de

ver la estructura es un proceso largo que necesita reinventarse con cada nuevo objeto

matematico que se observa.

De esta manera, se analizan las respuestas dadas por los estudiantes a la luz de la

taxonomia SOLO y los enfoques del aprendizaje. En la siguiente tabla 4.9 se muestra la

clasificacion de los niveles de las respuestas dadas por los estudiantes en esta tarea 4A.

crucial de la tarea

Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)
No discierne el algoritmo de | Las respuestas que proporcionan
Euclides para obtener el M.C.D de | los alumnos ante una determinada
(a, b) y tampoco realiza la | tarea son errOneas o inexistentes.
comprobacion de las divisiones
D=d*q+r. El estudiante atin no comprende
Pre-estructural: No iQentiﬁca correctamentre }os
. . coeficientes a, b y el término
No se domina ningtin E2 yE5 . . .,
. independiente ¢ de la ecuacion.
aspecto crucial de la tarea
No Aplica la identidad de Bezout
para obtener una primera solucion
(particular). Por lo que, no obtiene el
modelo general para encontrar todas
las soluciones enteras de la
ecuacion.
Discierne en parte el algoritmo de | El resultado del alumno, pese a
Euclides para obtener el M.C.D de | poder ser cierto, sélo se centra en
(a, b), pero no realiza la | un determinado aspecto que, por
comprobacion de las divisiones otro lado, no tiene por qué ser
D=d*q+r. relevante
Upiestructural: i((i)zlgcl:?eﬁes z}gultllos}] eldetérmill(l)cs) Identifica s6lo un aspecto del
Se domina s6lo un aspecto E3 concepto.

independiente ¢ de la ecuacion.

No Aplica la identidad de Bezout
para obtener una primera solucion
(particular). Por lo que, no obtiene el
modelo general para encontrar todas
las soluciones enteras de la
ecuacion.
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Discierne el algoritmo de Euclides | En este caso el alumno es capaz de
para obtener el M.C.D de (a, b) y | enumerar una serie de aspectos
realiza la comprobacion de las | correctos, pero no va mas alla

divisiones
D=d*q+r. Identifica varios aspectos del
. . concepto, pero no tiene ain una
Multle§tmcturql: Identlﬁca correctamente }os vision completa,
Se dominan varios E4,E6y coeficientes a, b y el término
aspectos cruciales de la E7 independiente ¢ de la ecuacion.
tarea
No Aplica la identidad de Bezout
para obtener una primera solucion
(particular). Por lo que, no obtiene el
modelo general para encontrar todas
las soluciones enteras de la
ecuacion.
Discierne el algoritmo de Euclides | Elalumno no sélo identifica varios
para obtener el M.C.D de (a, b) y | aspectos correctos, sino que
realiza la comprobacion de las | también es capaz de relacionarlos
divisiones entre si.
D=d*q+r.
. Tiene una vision completa del
Identlﬁca correctamente ' }os concepto conformada por los
Relacional: coeficientes a, by el t€rmino | giferentes aspectos del concepto.

) o independiente ¢ de la ecuacion.
Relaciona entre si varios

aspectos cruciales de la
tarea

ElyE8
Aplica la identidad de Bezout para

obtener una primera solucion
(particular) y obtiene el modelo
general para encontrar todas las
soluciones enteras de la ecuacion.

— b
{ T =20+ mcd(afb)t

Y=Y — mcd(za,b)t

Tabla 4.9. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la tarea 4A

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 4B'3

Experiencia de Aprendizaje

El disefio de esta tarea 4B, se incluyd el empleo del software de geometria dindmica
Geogebra como herramienta de apoyo para la elaboracion de la grafica que representa la
ecuacion propuesta y que ademas tiene la potencialidad de no reducir el trabajo académico a
practicar algoritmos, sino que interesd que éste ayudard a los estudiantes a descubrir,

construir conceptos y técnicas mediante la focalizacion de la atencion de los estudiantes en

18 Ver tarea 4B en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en el Anexo 1 de esta tesis
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encontrar puntos (Xo, o), como soluciones enteras de la ecuacion y a partir de una de ellas
(solucion particular) encontrar el modelo general que permita obtener otras soluciones
enteras. En esta tarea se propuso una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas (del tipo,
general ax+by= ¢ donde ¢ # 0).

La eleccion del objeto de aprendizaje en esta tarea destaca la importancia de involucrar
a los alumnos en experiencias que requieren la conexion de diferentes representaciones de
conceptos matemadticos como un umbral para el aprendizaje (por ejemplo, Goldin 1998;
NCTM 2000; Duval 2006; Askew et 1997; Swan 2007, 2011).

En la primera parte de esta tarea 4B, se comenzo solicitando a los estudiantes obtener
el MCD de los coeficientes a, b de la ecuacion 5x+3y=16, aplicando el algoritmo de Euclides.
En el caso de los equipos El, E3, E4, E6, E7 y E8 lograron identificar correctamente los
coeficientes a, b y obtener su M.C.D. En las siguientes figuras (de la 4.118 a la 4.121) se

muestran las respuestas obtenidas por parte de estos equipos.

. Considera la siguiente ccuacion Sx+3y=16 1. Considera la siguiente ecuacién 5x+3y=16
Calcula el Maximo Comin Divisor (M.C.D) de ( 5, 3) utilizando el algoritmo de Euclides Calcula el Méximo Comiin Divisor (M.C.D) de ( 5, 3) utilizando el algoritmo de Euclides
Cocientes 1 1 2 Cocientes
Divisores/Dividendos 5 3 2 1 MCD=1 Divisores/Dividendos
Resdiuos
Resdiuos 2 1 0
Figura.4.118. Respuesta de Nadia y Dafné (E1) Figura.4.119. Respuesta de Yarinka y Gabriel (E8)

1. Considera la siguiente ecuacion 5x+3y=16

Calcula el Maximo Comiin Divisor (M.C.D) de ( 5, 3) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes | & l | )

Divisores/Dividendos g ;’
|

Resdiuos

|
— = i
|

Figura.4.120. Respuesta de Ivan y Liliana (E3) Figura. 4.121. Respuesta de Flor y Brenda (E6)
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En el caso del equipo E2 de America y Eduardo en esta tarea al parecer si logran
aplicar correctamente el algoritmo de Euclides. Sin embargo, en su respuesta no especifican
cudl es el M.C.D de los coefiecientes (5, 3) y se puede observar que colocan algo relacionado
con el mcm que no tiene nada que ver con lo solicitado en esta Tarea 4B. En la siguiente

figura 4.122 se muestra la respuesta obtenida de este equipo.

1. Considera la siguiente ecuacion 5x+3y=16

Calcula el Maximo Comun Divisor (M.C.D) de ( 5, 3) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes 1 1 2
Divisores/Dividendos 5 3 2 1
Residuos 2 1 0

Mcem=AxB/mcd=16

Figura. 4.122. Respuesta de America y Eduardo (E2)

Para el equipo E5 conformado por Jesus y Sergio se puede observar en su respuesta
que no han logrado discernir por un lado, el concepto de M.C.D y por otro el algoritmo de
Euclides, dado que los niimeros que colocan en la tabla no corresponden a los coeficientes a,
b de la ecuacion planteada.

Es evidente que no han logrado focalizar las caracteristicas criticas de las ecuaciones
de primer grado con dos incdgnitas. En la siguiente figura 4.123 se muestra la respuesta

obtenida de este equipo.

1. Considera la siguiente ecuacion 5x+3y=16
Calcula el Maximo Comun Divisor (M.C.D) de ( 5, 3) utilizando el algoritmo de Euclides
Cocientes 677 678 |45 98 |54
Divisores/Dividendos 990 867 666 1 89 34 65
Resdiuos 83 231 62 23 34

9

7 54
3

Figura. 4.123. Respuesta de Jests y Sergio (ES)
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En la segunda parte de esta tarea 4B, se solicitd a los estudiantes echar mano del
software de geometria dindmica Geogebra, para realizar la grafica correspondiente a la
ecuacion y localizar un punto (Xo, yo) en el plano que corresponda a una solucién particular.
Posteriormente, a partir de la solucion particular obtener el modelo general que permita
obtener otras soluciones.

Los equipos E1 y E8 discernieron el uso y manejo de Geogebra para realizar
correctamente la grafica. De esta manera, lograron obtener una solucion particular mediante
la localizacion de un punto (Xo, yo) en la grafica y comprobar que efectivamente cumple con
la igualdad en la ecuacion. Finalmente, ambos equipos obtienen el modelo general que les
permitio encontrar otraslas soluciones enteras de la ecuacion. En las siguientes figuras (de la

4.124 a la 4.127) se muestran las respuestas obtenidas de estos dos equipos.

GRAFICA @ wlisxiiy=16 N 3 e Py
t (22
+ Sx+3y =16
8 = Puniofecl
- (5.3)
€ = Puofecl]
- (6.9)
" L]
Q
Q
=
Figura. 4.124. Grafica de Nadia y Dafné (E1) Figura. 4.125. Grafica de Yarinka y Gabriel (ES)
Solucical! Sl Stlagiton 2 [Solucin 1 Solucién 2 Solucién 3 |
X=2 Y=2 X=5 Y=-3 X=-1 Y=7 X Y X ‘Y ‘-\ Ty -
Comprobacién Comprobacion Comprobacién [ . 4 N I _
Comprobacion | Comprobacion Comprobacion
5(5)+3(-3)=16 5(-1)+3(7)=16 |
25-9=16 -5+21-16 - e el
16=16 16=16
5(2)+3(2)=16 | |
10+6=16 ["Ahora toma una solucién BZ!;T\CII!EI( y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma gcncr’u\tmi‘
16=16 | todas las soluciones en niimeros enteros
T =1Ty+ —b__t

Ahora toma una solucién particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma general, para todas| ¥
las soluciones en nimeros enteros.

Y=~ meant

w4 b |
{ =20+ paant | ) p
N\ ] -

Yy=yo  mcd@bt

f Solucién general [ Prueba cuandot= -3~ [ Demuestra qﬂe i es solucion sustituye |
1 | en 5x+3y=16
Solucion general Prueba cuando t = -3 Demuestra que si es solucion |
sustituye en 5x+3y=16 X » [ \
247 | L2 (. -
X 2+3/1 %t 2+33)=11 [y ] k .
5(11)+3 (-13) =16 | | 2L-54% ‘ L3 I+ | =3
Y 2-5/1 %t 2-5(3)=-13 55-39=16 E—
16=16
Figura. 4.126. Respuestas de Nadia y Dafné (E1) Figura. 4.127. Respuestas de Yarinka y Gabriel (E8)
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En el caso del equipo E3, no utilizaron Geogebra, ellos decidieron realizar la grafica

de manera tradicional con papel y lapiz. En la grafica no se presenta informacion sobre la

localizacion de los puntos (xo, yo), pero se observa que logran identificar tres puntos y

comprueban que son solucion de la ecuacion.

Sin embargo, no logran discernir el modelo general que les permita obtener otras

soluciones enteras, dejando inconclusa la tarea. En los equipos E4, E6 y E7, tampoco utlizan

el software Geogebra, al parecer ellos aplican el método por tanteo utilizado en la primera

tarea encontrando algunas soluciones enteras distintas de la ecuacidon y a partir de una de

ellas disciernen el modelo general para encontrar otras soluciones enteras de la ecuacion. En

las siguientes figuras 4.128 y 4.129 se muestran algunas de las respuestas obtenidas de estos

equipos.

Figura. 4.128. Respuesta de Ivan y Liliana (E3)

Solcicn | Solucin? Soicidn 3
o S AR N SR N R
Comprobacidn Comprobcidn Comprobacidn
N e300) 216 B RSERIME (L) e (d el
AN A0 |
04634 20+ 816 Bl zle
L 626

{0das as soluciones en nimeros enteros.

b

Ahora toma una solucion particular y aplcando f identidad de Bezout encuentra la forma general para

I=0t mrw\a“l]!'
1=t~ =
h=h med ()
|
Solucidn general Prucbacuandot=-3 | Demuesta que si es solcidn
sustituye en 5x+3y=16
X ) | ) (| Jad (1) s (¢
A { E /1 0 'L / 3 \0 )Y
| [
bi r & I \4
Lgof (150 I
B [ -

Figura.4.129. Respuesta de Flor y Brenda (E6)
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El equipo de America y Eduardo (E2) en esta seccion de la tarea no realizan la grafica

correspondiente a la ecuacidon y al parecer intentan encontrar algunas soluciones de la

ecuacion por algun otro método (hipotesis, tal vez por tanteo), sin éxito.

Por lo que, las respuestas dadas no son soluciones de la ecuacion, pese a su intento de

resolver la tarea, esta no tiene sentido. El equipo de Sergio y Jesus (ES) si logran realizar la

grafica utilizando Geogebra. Sin embargo, los puntos que presentan no son soluciones a la

ecuacion. Por lo que, tampoco logran obtener el modelo general para obtener otras soluciones

enteras. En las siguientes figuras 4.130 y 4.131 se muestran las respuestas obtenidas.

Solueign | Soluci6n2 Solucin3
X3 V=6 X Y=3 X5 ¥=3
Comprobacidn Comprobacidn Comprobacion

Grifica —

Ahora toma una solucion particular y aplicando 1 identidad de Bezout encuentra la forma general, para
fodas 25 sohuciones en nimeros enteros.

—— ;
Solucion 1 Solucion 2 Solucion 3
X= Y= X= Y= X= Y=
5 -4 -3 4 S 3
Comprobacion Comprobacion Comprobacion
no no no

Ahora toma una solucion particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma general, para
todas las soluciones en niimeros enteros.

B b
r=xt mr;d(u,’))t

— a
y*yo—mt

<r=mt 't
med(b)

-

/= med(a,b)

Solucion general Prucbacuandot= -3 | Demuestra que i es solucidn

sustituye en Sx+3y=16

X |3 =10 10
V|3 X0+ o

Solucion general Prueba cuando t=-3 Demuestra que si es solucion sustituye
en 5x+3y=16
X 34 66 45
Y 56 3 12

Figura.4.130. Respuestas de America y Eduardo (E2)

Figura.4.131. Respuestas de Sergio y Jests (ES)
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Nuestro andlisis presenta las evidencias del objeto de aprendizaje vivido por los
estudiantes, que enfatiz6 en los aspectos y caracteristicas criticas de la resolucion de las
ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas, a partir del algoritmo de Euclides y la
identidad de Bezout para encontrar primero una solucion entera particular y segundo del
modelo general que permita obtener totras las soluciones enteras de la ecuacion.

De esta manera, se analizan las respuestas dadas por los estudiantes a la luz de la

taxonomia SOLO y los enfoques del aprendizaje. En la siguiente tabla 4.10 se muestran los

niveles de la clasificacion de las respuestas de los estudiantes en esta tarea 4B.

Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)
No logra discernir el algoritmo de | Las respuestas que proporcionan
Euclides para obtener el M.C.D de | los alumnos ante una determinada
Pre-estructural: (a, b), tampoco utirliza Geogqbra tarea son erroneas o inexistentes.
. para elaboarar la grafia y localizar
No se domina ningtin ¢ lucid )
aspecto crucial de la tarea un punto que sea una SOWCION | gy estydiante atn no comprende
particular, Por lo que, no logra
discernirel modelo general para
encontrar otras soluciones.
Logra discernir el algoritmo de | El resultado del alumno, pese a
Euclides para obtener el M.C.D de | poder ser cierto, sélo se centra en
. (a, b), o utiliza Geogebra para | un determinado aspecto que, por
Uniestructural: elaboarar la gréifica, pero no logra | otro lado, no tiene por qué ser
Se domina s6lo un aspecto E2YES | |ocalizar un punto que sea una | relevante
crucial de la tarea solucion particular, Por lo que, no
logra discernir el modelp general | rqentifica sélo un aspecto del
para encontrar otras soluciones. concepto.
Logra discernir el algoritmo de | En este caso el alumno es capaz de
. Euclides para obtener el M.C.D de | enumerar una serie de aspectos
Multiestructural: (a, b), no utiliza Geogebra para | correctos, pero no va més alla
Se ?omlnat} ‘I’angs | E3, Eg% E6 | claborar la grafica, pero si encuentra
aspectos f;}:;a es de la y una ?011101011 particular  para | yqentifica  varios aspectos  del
discernir el mode}o general 'y concepto, pero no tiene aun una
encontrar otras soluciones. vision completa.
Logra discernir el algoritmo de | Elalumno no sélo identifica varios
Euclides para obtener el M.C.D de | aspectos correctos, sino que
(a, b), utiliza Geogebra para elaborar | también es capaz de relacionarlos
la graficay localizar algunos puntos | entre si.
que sean solucion (particular) de la
ARelacionaIA: . eguaci(’)p y aplicar una de ellas para | Tiene una visién completa del
Relaciona entre si varios El,yE8 discernir el modelq general para concepto conformada por los
aspectos cruciales de la encontrar otras soluciones. diferentes aspectos del concepto.
tarea
{ T = x5+ mf
Y="Yo— mf

Tabla 4.10. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la tarea 4B
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En esta unidad de discernimiento cuatro conformada por las tareas 4A y 4B fue
importante comunicar u ofrecer a los estudiantes actividades que promovieran el desarrollo
de técnicas que les permitieran transformar expresiones algebraicas, encontrar expresiones
equivalentes, pasar de una forma de representacion a otra (de la grafica a la tabla, de la tabla
a la expresion algebraica, etc.).

Todas éstas son fuentes importantes de significado matematico. En particular,
enfatizamos la atencion de los estudiantes, en la variacion procedimental con el uso de
diversos métodos de solucion para un problema dado a través del algoritmo de Euclides y la
identidad de Bezout. Li et al. ( 2011), sefala que los tipos de variaciones usadas son muy
importantes y deben enfocarse en la comprension de conceptos y salir paso por paso de

acuerdo al nivel cognitivo de los estudiantes, como lo fue esta unidad de discernimiento.

4.1.5 UNIDAD DE DISCERNIMIENTO CINCO

Resolucion de problemas con ecuaciones diofanticas Lineales

Leung (2012, p.436) propuso la idea de una unidad de discernimiento que representa una
unidad de un proceso pedagogico impulsado por los cuatro tipos de conciencia Contraste,
Separacion, Generalizacion y Fusion (C, S, G y F) provocados en una interaccion de
variacion.

Segun Leung, en una situacion pedagogica, estos cuatro tipos de interaccion de
variacion actlian juntos de manera concertada para generar discernimiento. En esta Gltima
seccion se presenta el analisis de los resultados obtenidos referentes a la unidad de
discermiento cinco que se conformo de las Tareas SA y 5B, donde el aprendizaje previsto
fue aplicar los conocimientos adquiridos sobre la resolucioén de las ecuaciones diofanticas

lineales.
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ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 5A"

Experiencia de Aprendizaje

Gracidn (2013) sefiala que el interés que encierra la resolucion de una ecuacion diofantica
lineal est4 en relacion directa con la naturaleza de las incdgnitas. Por ejemplo, si lo que se
plantea en una ecuacion hace referencia al volumen de un liquido no importard, en principio,
que la solucién incluya cantidades fraccionarias; pero si se trata, por ejemplo, del nimero de
personas que pueden asistir a una reunion, estd claro que Unicamente tendran sentido las
soluciones enteras, ya que careceria de sentido dividir a una persona en trozos.

De este modo, el estudiante estaria en condiciones de reconocer la importancia de las
matematicas para su vida, pues las estaria movilizando mediante el uso de un lenguaje para
el reconocimiento de patrones, para arribar a su simbolizacidon y la generalizacion que
constituyen los elementos del algebra basica.

Esta tarea 5A, se disefio para que los estudiantes lograran discernir la construccion de
una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas a partir de un problema de palabras llamado
las garrafas, asi como su interpretacion, reescritura y simplificacion, que de acuerdo con
Herscovics y Linchevski 1994; Linchevski y Herscovics 1996; Sfard 1995, se denominan
dificultades clave en el aprendizaje del algebra.

Los equipos E1, E4, E6, E7 y E8 lograron discernir correctamente el planteamiento la
ecuacion algebraica que representa el problema y notar que se trata de una ecuacion
diofantica lineal con dos incégnitas. Por lo que, estos estudiantes procedieron primero a
identifcar los coeficentes a, b y el término independiente ¢ de la ecuacidn; segundo,
obtuvieron el M.C.D de (a, b) y tercero focalizaron su atencién en la caracteristica critica del
cociente de ¢/M.C.D de (a, b) focalizada en las tareas anteriores, para comprobar que la
ecuacion que plantearon si tiene soluciones enteras.

En este caso estos equipos utilizaron correctamente la herramienta digital de Geogebra
en la elaboracion de la grafica que representa a la ecuacion. La localizacion de un punto en
la representacion grafica les permitié encontrar una solucion particular.

Cabe sefialar que algunos equipos (E1 y ES8), identificaron que la ecuacion planteada

tiene la caracteristica critica de que uno de sus coeficientes es 5, razén por lo que,

19 Ver tarea 5A en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en el Anexo 1 de esta tesis
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discernieron que también se podria aplicar el criterio de cifras terminales, para obtener una
solucidn particular.

Sin embargo, sélo el equipo E1, decidio aplicar también dicho criterio y comparar la
solucion particular encontrada con este método, con la solucion encontrada mediante la
respresentacion grafica de la ecuacion. En general, estos equipos utilizaron correctamente la
solucidn particular, para obtener el modelo general y asi encontrar otras soluciones enteras
de la ecuacion.

Finalmente, los estudiantes de estos equipos pudieron discernir que en este problema
una caracteristica critica es que cuando la incognita "y ™ es negativa significa vaciar y cuando
es positiva significa agregar liquido de las garrafas. En la siguientes figuras 4.132, 4.133 y

4.134 se muestran las respuestas escritas de los equipos E4, E7 y E8 en esta tarea.

”j 1 o o Lauri Mz de Cumnc amblind 0 1 gy Meskura DOMEX
6 £51A00 02 MExicO 4 WICIAL NUM 171 “GLOC Punto D % N
Pero queremos una solucion general, es decir, se quiere expresar de manera general cudles son todas las
de las ecuaciones diofinticas lineales que se puedan resolver. Escribe el procedimiento para
Ilegar a la solucion general
0 '
estas expresiones nos dan todas las soluciones de la Ecuacion

COMPROBACION

BY -\ X Yg
C g Cuando t
Tenemos que: | Tenemos que: Tenemos que Tenemos que:
X 3eg 3| v=s =3a) e X SUS\=2Q |V
| Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. | Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. Original
| Original
Comprobacién ok | Comprobacién
L 13) xS )
|
|
|
En este problema la “y” negativa significa la garrafa de 5 litros y la “y
positiva, seria cuantas veces deberiamos

Figura.4.132. Respuestas de Monserrat y J. de Dios (E4)
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commocy, 000N 8 Laurs Wendes oo Cumnca. et o s mugr Vosaerne  EDOMEX PumoD:  x= - y
HHTASC DF MiXCO ESCUELA PREPARATORIA OFICIAL NUM. 171 GLOCALIA® e e R :
CCT e T2 L —

Pero queremos una solucion general, es decir, se quiere expresar de manera

soluciones de las ecuaciones diofénticas lineales que se puedan resolver. Escribe el procedimiento para
r ! llegar a la solucion general
311 mdcimen MACTH K AT ondcres s ccwoon & 1o v ) — |
D. ¥+ -
Pars averipanr s soluciomes. grimere e hacenon de fomma prifica. En ene coso uiles Geegriva. Pars dle
represeames b recTa que Geesenas 2 partie de b ecuachin o lnrhox X
LCwhende i comciin el iigo an t By <€ enlnger 3y b o mhesron enkeron difesestes de cove y € e
|
@ dioky o N I
- g [
|
0 Pemdal |
e |
|
[ 1
13 ‘ [
. < estas expresiones nos dan todas las soluciones de la Ecuacion |
e COMPROBACION [
LB L - — - - |
Xo= 5 B Xq 31 [¥o e
PN A Cuandot= 2 Cuando t = |
Tenemos que: Tenemos que;, Tenemos que: [T |
| 5 e & |
X=5¢ 8 2T V3| v =3(2)= | x- 3+
Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. | Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. Original
| Original £ 5 e
e — B |
\ | € Mo - | Comprobacit e |
| =% 16) { |
I cano e by sobaciin. camo enconmrarka (sbacion partioutar? 3 U/B\ 3L 7} 8 3 |
| b ) ] B -
Corprobcdem
V) =Y u=4
Th)
Pt A N ’ X .
1 u o o
— - 0 y . y-4
3 En este problema la "y negativa significa oi Uah on la garrafa de 5 litros y la *y”

Poeo N

positiva, seria cuantas veces deberiamos 2. nar (a 3(¢,\/,Lx

Figura. 4.133. Respuestas de Jaqueline y Ariadna (E6)

EDOAAEX Ptk

30) +s V= 4

Punto B: 3 (2) 45 (’1,‘3 - q
F Punto C: (8 3 +5C=Y ‘) = “f
Punto D 3I-7 \‘; ys (s V, C ‘/

Pero queremos una solucion general, es decir, se quiere expresar de manera general cudles son todas las

soluciones de las ecuaciones diofénticas lineales que se puedan resolver. Escribe el procedimiento para llegar

a la solucién general

$i ko reedcdures TakTiicaTeni toader

[ Sy 43%TY = Tyrsys h= Yot 2k e=3 Y=l

mea

£3 ocEnchn

sebxches, primere le huscrsn de foerm grifica. £n v s 1t Grogeia, Pass b S ) s
2 2 £

@ pertrde ln ecvacion Cillare ) -

Geafice

==t ¥3t V- 1-3¢
[

estas expresiones nos dan todas las soluciones de la Ecuacion

COMPROBACION

P ——— TR T e < T =3

_?mpdwt Sy Cuandot= 3
[ - - —— enemos que: I Tenemos que:, Tenemos que: Tenemos que: i
. 4_y e Soluti X S ESie @ [ v=m\oal)e s x--245(3): \3 [v- 2~ (3)s -1
| Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. | Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. Original
. ente Original
. S e

C

B = - -
JEncana ce bemer solu e, 20 e eraonarara (han patic by 3‘3) A"*«SC"") : 3 03) + s (-3 )
Coeprubaciés | 1\{ —70’ = Y ; N - 38 < /

Figura.4.134. Respuestas de Yarinka y Gabriel (E8)

265




De acuerdo con Li (2011), se cree que la ensefanza de las ecuaciones algebraicas
basada en la teoria de la variacion es apropiada (representadas como un espacio de problemas
estratificado multivariante que consiste en problemas sistémicos y deliberadamente
variables) ya que puede ayudar a los estudiantes a entender el concepto de ecuacion y facilitar
su desarrollo a través de multiples representaciones y estrategias de resolucion de problemas,
haciendo asi que el aprendizaje de las ecuaciones algebraicas por parte de los estudiantes sea
significativo.

De este modo, no so6lo ayuda a los estudiantes a comprender los "dos fundamentos"
(conocimientos basicos y habilidades bésicas) del aprendizaje de las ecuaciones algebraicas,
sino que también mejora su capacidad de resolucion de problemas. Por otro lado, se cultiva
y desarrolla la capacidad de razonamiento algebraico de los alumnos (es decir, la capacidad
de imaginar, representar y pensar en las conexiones de los conocimientos algebraicos y las
estrategias de resolucion de problemas siguiendo determinados procedimientos y
estructuras).

En el caso del Equipo (E2) de America y Eduardo, no lograron discernir la ecuacion
que permite modelar el problema planteado y como consecuencia tampoco realizar
correctamente la grafica. Por lo que, no identificaron ningun punto que fuera una posible
solucién de la ecuacion y al parecer solo intentaron aplicar el procedimiento de tanteo
utilizado en la tarea 1. En las preguntas formuladas aplican deducciones sin argumentos
matematicos dando respuestas erroneas. En la siguiente figura 4.135 y 4.136 se muestra las

respuestas dadas por este equipo.

1.Ejemplo de Aplicacion. Grafica
I
Una garrafa de 5 litros y otra de 3 litros de capacidad. ;Como podemos utilizar las medidas exactas de estas [
garrafas para conseguir una tercera garrafa de 4 litros de manera exacta? ‘
T £ |
s (| o n—p| |
R=al de 5 se le vocean 3 para que

(Cuantas veces tendria que llenar o vaciar la garrafa de 5 litros? . . . . o
¢ q & queden 2 ,Cuando una ecuacion del tipo ax + by = ¢, en la que a y b son nimeros enteros diferentes de cero y ¢ un

¢y cuantas llenar o vaciar la garraf: litros? h mimero entero cualquiera, tiene solucion? si
g euantas llenar o vaciar a garrafa de 3 litros R=al de tres se le quita 1 para que le

queden 2 igual
(En caso de tener solucion, como encontrarla (solucion particular)?
Y haci quedan 2 de cada uno y se
Ilenan los 4 sumando los mismos nameros y restindolos

Figura.4.135. Respuestas de América y Eduardo (E2)
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Comprobacion

Punto A: x =3 y=2
Punto B: x =4 y=1

Punto C: x=-3 y=4
Punto D: x=3 y=_-7

Solamente se dividen

a la solucioén general.

Pero queremos una solucién general, es decir, se quiere expresar de manera general cuales son todas las

soluciones de las ecuaciones diofanticas lineales que se puedan resolver. Escribe el procedimiento para llegar

En primera se tiene que atar el nimero equivalente que de ciertos numero que
al sumarlos de el resultado y para sacar mas soluciones se tienen sumar de un
lado pero cruzado y del otro lado se tiene que restar y haci susesiva mente

lestas expresiones nos dan todas las soluciones de la Ecuacion.

ICOMPROBACION
Xo=3 I Yo=4 Xo=3 | Yo=7
Cuando t =43 Cuando t =
Tenemos que: Tenemos que: Tenemos que: Tenemos que:
X=3 Y=10 X=12 Y=5

Original 3x + 4y =43

Sustituyendo el valor obtenido en la Ec.

Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. Original
3x -5y =7

Comprobacion Comprobacion
3x1=3 3x4=12
“¥x10=40 40+3=43 5x1=5 12-5=7

Figura. 4.136. Continuacion de las respuestas de América y Eduardo (E2)

En el caso de Sergio y Jestus (ES), lograron plantear la ecuacion que modela el problema

y construir la grafica utilizando correctamente Geogebra. Sin embargo, no identificaron

puntos en la grafica que representaran posibles soluciones a la ecuacion. Por lo que, las

respuestas dadas al igual que con el caso de America y Eduardo (E2) no tienen sustento

matematico, ya que no focalizan su atencidn en las caracteristicas criticas de la ecuacion

dioféntica lineal planteada.
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En la siguiente figura 4.137 se muestra las respuestas obtenidas.

PuntoA:  x=3  y=6

/F‘\ _ = PmoB  x<1__ y-B
3 I/’\ £ PumoC: x=6  y=2

v {20+ x [ \‘: “l P x93

Pero queremos una solucion general, es decir, se quiere expresar de manera general cuales son todas las
soluciones de las ecuaciones diofanticas lineales que se puedan resolver. Escribe el procedimiento para llegar

ala solucion general.

Si lo modelamos matematicamente tendremos una ecuacion del tipo: ecuacion de primer y segundo grado

@A

< ABRRSESON

5y mas 3y=4

B ¢ @ <« BB 2 %

Para averiguar las soluciones, primero lo hacemos de forma grafica. En este caso utiliza Geogebra. Para ello

representamos la recta que obtenemos a partir de la ecuacion diofantica:

Grifica § . .
arc 0 EN
= GeoGebro Cals <
RSy
festas expresiones nos dan todas las soluciones de la Ecuacion.
OMPROBACION
a
evacm oE =) [¥es X7 [Vl
Cuando t =43 Cuando t=
Tenemos que: Tenemos que: Tenemos que: Tenemos que:
X=es 13 Y=es64 X=16 Y=21
; Cuando una ecuacion del tipo ax £ by = c, en la que a y b son nimeros enteros diferentes de cero y ¢ un
imero entero cualquiera, tiene solucion? Su§li}uyendo el valor obtenido en la Ec. Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. Original
Original
Comprobacid Comprobacio
no
no se 1o s

Figura. 4.137. Respuestas de Sergio y Jesus (ES)

La matematica es una de las herramientas mentales mas influyentes para ser utilizada
en la vida de un hombre durante siglos (Skemp, 1985). Los estudiantes necesitan adquirir
conocimientos y habilidades matematicas para competir y sobrevivir en la vida; estas
habilidades incluyen razonamiento logico, habilidades para resolver problemas y la
capacidad de pensar de manera abstracta (INEE, 2017).

Por otro lado, en México se insta a los maestros a que incorporen varios enfoques de
enseflanza en su enseflanza y aprendizaje, sin embargo, los informes de estudios locales

(Rojano y Solares, 2017) han demostrado que la exposicion y el ejercicio siguen siendo el
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enfoque de ensefianza mas comun adoptado por los maestros de matematicas y esto se ve
reflejado en los resultados de sus estudiantes.

Todo nuestro analisis anterior sugiere que el objeto de aprendizaje vivido (presentado
en las respuestas de los estudiantes obtenidas en las hojas de trabajo durante la
experimentacion de esta Tarea 5A) enfatizd en las caracteristicas criticas que lograron
discernir los estudiantes sobre la aplicacion de los conocimientos adquiridos en la resolucion

de las ecuaciones diofanticas linealesa través de la aplicacion de la teoria de la variacion

(Marton, 2015).

En la siguiente tabla 4.10 se muestra la categorizacion de los niveles de las respuestas

de los estudiantes en esta tarea SA a partir de la taxonomia SOLO.

Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)
No logra discernir la ecuacion que | Las respuestas que proporcionan
modela el problema, tampoco utiliza | los alumnos ante una determinada
Pre-estructural: Geogebra para elaborar la grafica y | tarea son erroneas o inexistentes.
No se domina ninedn E2 local1;ar un punto que sea una
. & solucion particular. Por lo que, no : -
aspecto crucial de la tarea X : . ’ El estudiante ain no comprende
s6lo no logra discernir el modelo
general para encontrar  otras
soluciones, si no el problema en si.
Logra discernir la ecuacion que | El resultado del alumno, pese a
modela el problema, utiliza | poder ser cierto, s6lo se centra en
. Geogebra para elaborar la grafica, | un determinado aspecto que, por
Uplesh:uctural: pero no localiza al menos un punto | otro lado, no tiene por qué ser
Se domina slo un aspecto ES que sea una solucién particular. Por | relevante
crucial de la tarea lo que, no logra discernir el modelo
genergl para  encontrar  OUas | [dentifica sélo un aspecto del
soluciones. concepto.
Logra discernir la ecuacion que | En este caso el alumno es capaz de
. modela el problema, utiliza | enumerar una serie de aspectos
Multiestructural: Geogebra para elaborar la grafica y | correctos, pero no va més alla
Se ?omlnat} ‘I’angsl E3 localiza al menos un punto como
aspectos (t:;’;l:;a es de la ima solgc1on partlcular. Por lo que, Identifica varios aspectos del
ogra discernir el modelp general concepto, pero no tiene agn una
para encontrar otras soluciones. vision completa.
Logra discernir la ecuacion que | Elalumno no sélo identifica varios
modela el problema, utiliza | aspectos correctos, sino que
Geogebra para elaborar la grafica y | también es capaz de relacionarlos
. localiza  varios puntos como | entre si.
Relacicl){ne;i:i?rgasli: varios EL E4. E6 solucion particular. Por lo que, logra
aspectos cruciales de la E7yE8 S:if;ggr el Olgrlgselosol%sggisparz Tiene una vision completa del
tarea ; concepto conformada por los
1r}terpretar correcta'mente qUe€ | diferentes aspectos del concepto.
significa la “y” negativa y positiva
en el problema.
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— - b
{ T =2+ mcd(a,b)t

Y=Y — mcd(za,b)t

Tabla 4.10. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la tarea SA

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA TAREA 5B?°

Experiencia de Aprendizaje

Para llevar a cabo esta tarea 5B, presentamos a nuestros estudiantes otro problema
modelizable mediante una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas. Estas situaciones
favorecen, entre otras cosas, la construccion de las nociones de variable y generalizacion, y
ponen a los estudiantes en mejores condiciones para abordar lo algebraico.

Sin embargo, la ecuacion propuesta en esta tarea (del tipo, general) tiene una
caracteristica critica que los estudiantes tienen que discernir, la cudl limita a considerar
obtener soluciones unicamente en nimeros enteros positivos.

En la primera parte de esta Tarea 5B, los equipos E1, E3, E6, E7 y E8 lograron discernir
la ecuacidén que modeliza el problema planteado, discerniendo que se trata de una ecuacioén
dioféantica lineal con dos incdgnitas. Estos equipos identifican correctamente los coeficientes
a, by el término independiente ¢ de la misma. Lo que les permitié obtener el M.C.D de (a,
b) y focalizar su atencion en la caracteristica critica del cociente entre ¢/M.C.D de (a, b), para
determinar que esta ecuacion si tiene soluciones enteras.

En este problema algunos de estos equipos al parecer intentaron primero, el método del
tanteo y segundo el método de cifras terminales, dado que lograron focalizar su atencion en
que otra vez uno de sus coeficientes es 5. De esta manera, encontraron una solucion particular
que satisface la ecuacion.

En la segunda seccion de esta tarea 5B, para el caso de encontrar otras soluciones
enteras, aplicaron primero el método aritmético y posteriormente comprobaron sus
soluciones mediante la realizacion de la grafica en Geogebra y la localizacion de los puntos

(X0, yo), demostrando que han alcanzado el aprendizaje previsto, al discernir las

20 Ver tarea 5B en las hojas de trabajo para los estudiantes, las cuales aparecen en el Anexo 1 de esta tesis
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caracteristicas criticas tanto de las ecuaciones diofanticas lineales con dos incdgnitas, como
de los procedimientos matematicos planteados.

El término sentido estructural, junto a los de sentido numérico (Sowder, 1992), sentido
operacional (Slavit, 1998) y sentido simbodlico (Arcavi, 1994), son términos asociados a una
vision de la ensefianza y del aprendizaje centrada en promover la comprension de las
matematicas, que parte de la consideracion de los alumnos como pensadores, como personas
capaces de comprender los dominios matematicos (Molina, 2006).

Estos constructos se enmarcan dentro de una concepcion pedagdgica del aprendizaje
en la que se considera que un conocimiento no puede ser funcional sino en la medida en que
es portador de sentido para quien lo posee, es decir, en la medida en que el sujeto es capaz
de identificar un campo de aplicacion de este conocimiento (Peltier, 2003).

En las siguientes figuras (de la 4.138 a la 4.142) se presentan las respuestas obtenidas

por parte de estos equipos.

) E] emplo de Aplicacio’n Encuentra una primera solucion Encontrar otras soluciones
209)45(12)=T8 234)15(2)=T8
Aldo ingresa a una papeleria para comprar ldpices de 2 pesos y correctores de 5 pesos; éldispone de 76 pesos i(ii)g(g)j:
para realizar dicha compra. Indique el niimero de formas que Aldo puede comprar, gastando todo el dinero 2219; +5Eg;;7x
que tiene, si debe comprar al menos un articulo de cada tipo.
Plantea la Ecuacion s una ecuacion diofantica?
tSy=T8 Si sus coefiecientes son numeros enteros ) 5

LN
[ ]
EN

Coeficientes | A B C
) 5 i
;

MCD (ﬁ, b) ¢ Ahora toma una solucion particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma general, para toda:
=78 las soluciones en nimeros enteros.
M.CD X =x0+b/med *t
X=34+5/1*t
1

X=34+5t

Y =yo - a/ med*t

(Tiene solucion? St
Y=2-2/1%

La division de c/med es un numero exacto

Figura. 4.138. Respuestas de Nadia y Dafné (E1)
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[ Realiza la grafica de la ecuacion dada echando mano de Geogzebra o de Excel. También se susgsiere utilizar |
Ixrafica para verificar las soluciones enteras encontradas en la secci®don anterior.
—_— e e
L]
S -
-
-
== === == == == = = = = = = == 3= == =
—- ==
L OUuE punto (x. ¥) coincide con tus resultados?
== =l
-
-
=
AC3A.2)
B(24.6)
. . .y . ,
Figura. 4.139. Continuacion de las respuestas de Nadia y Dafné (E1)
2.Ejemplo de Aplicacién. MCD (a,b) Y
M.C.D
. . Py e 2 3 p——
Aldo ingresa a una papeleria para comprar ldpices de 2 pesos y correctores de 5 pesos; ¢l dispone de 78 pesos | \
- . ) T ,
para realizar dicha compra. Indique el nimero de formas que Aldo puede comprar, gastando todo el dinero b 1
que tiene, si debe comprar al menos un articulo de cada tipo. -
1% ;
Plantea la Ecuacion : cion dioféntica? — [
(Es una ecuacion diofantica? “Tiene solucion? los aoluciwwe n
- U 08 Sol\u RN
2% 4 §y= 3§ 2 18 ‘ JSelven el o
7»- ' - | "\)\ Quq,\n‘» Q8¢ NuMeria
. i - l» V\asa b \ue  we wau | (129
e> w bngrp eatero eXattd o \
> e W Wega b\ yesl O Cave Cha viR
- - 3 -
Encuentra una primera solucion Encontrar otras soluciones
. YaN = T8
’ )
7(1“’ veu \ - /( 18 )
- X rYIN |
Coeficientes | A B |
L \ [~
TR : b |
1D, [
L | § | wo v |

B grifica de la ecuacion dada echand
pera verificar ks soluciones emeras

1 1u)
o s i sy YO 4 oL1Y) W +5y=)
: : . " | Ok Y=g
Vi Gt 4 N

16 ¥ 140 =154

s “'{1
‘ i +S < [ ] El

Ahora toma una solucién particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma general, para |

todas las soluciones en niimeros enteros.

Xe= RNt = Y45l
\)~~ !L(

Ve weal [y -2k ]

Figura. 4.140. Respuesta de Yarinka y Gabriel (ES)
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Figura. 4.141. Respuestas de Ivan y Liliana (E3)

2 Ejemplo de Aplicacion.

|

Aldo ingresa a una papeleria para comprar lipices de 2 pesos y correctores de 5 pesos; €] dispone de 78 |

pesos para realizar dicha compra. Indique el nimero de formas que Aldo puede comprar, gastando todo el |

dinero que tiene, si debe comprar al menos un articulo de cada tipo.

Plantea la Ecuacion

+Es una ecuacion dioféntica?

Y& =19
X ) &\
ala) ¢S )
Coeficientes | A B
g | o | B
MCD (a,b) [0y
[MLD wem T\§
i ¢
1
b |

¢ Tiene solucion?

S\

Encuentra una primera solucion | Encontrar otras soluciones

2% 6a =38 209 )~ 58y =18
209)¥sLi2) =18 2034 )+ S (2) 798
\§ L 6D = A2 A S ()-8
| \ ¢ 8 2029 + s @ t
[ \ S :
[
2 % = 3R

1
SPiS
B
=P

Ahora toma una solucién particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma general, para

todas las soluciones en nimeros enteros

\ - _Q
X="2e ¥ o __ =W\o -
wed * t 2=1 . Cid
\ 9
x =R Fo b 4=2- 2.t

Figura. 4.142. Respuesta Jaqueline y Ariadna (E7)
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El equipo de America y Eduardo (E2), esta vez lograron discernir la ecuacion que

modeliza el problema. Sin embargo, nuevamente no identifican correctamente los coeficentes

a, by el término independiente ¢, y por consecuencia el M.C.D de (a,b) y el cociente de

¢/M.C.D de (a, b) es incorrecto.

Por otro lado, cuando se les solicita encontrar una primera solucion particular de la

ecuacion planteada, ellos aplican el método del tanteo correctamente y obtienen una primera

solucion.

Posteriormente aplican la regla aritmética para encontrar otras soluciones cometiendo

un error (en una de las restas de Xo). A pesar del intento de solucion no lograron discernir el

modelo general y tampoco realizaron la grafica de la ecuacion para comprobar sus conjeturas.

En la siguiente figura 4.143 se muestra las respuesta obtenidas del equipo 2.

2.Ejemplo de Aplicacion.
Aldo ingresa a una papeleria para comprar lapices de 2 pesos y correctores de 5 pesos; ¢l dispone de 78 pesos
para realizar dicha compra. Indique el numero de formas que Aldo puede comprar, gastando todo el dinero que

tiene, si debe comprar al menos un articulo de cada tipo.

Plantea la Ecuacion

;Tiene solucion? Si

Encuentra una primera solucion

X=19 Y=8

Encontrar otras soluciones
X=24 Y4
X=29  Y=2

Plantea la Ecuacion (Es una ecuacion diofantica?
2x +5y=T78 Si
Coeficientes | A B C
14 10 78
M.CD (a,b) C _195
M.C.D
A(1)B(3)

@1?9

¥SC v

SANED

Ahora toma una solucién particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma general, para
todas las soluciones en nimeros enteros.

Figura. 4.143. Respuestas de America y Eduardo (E2)

En esta Tarea 5B, Sergio y Jesus (E5), no lograron plantear la ecuacién que modeliza

el problema presentado. Por lo que, es evidente que no lograron discernir el problema y que

las respuestas presentadas no tienen ningun argumento matematico solido.
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El analisis de las respuestas de estos euipos E2 y E5 nos conduce a plantear cuestiones
abiertas de interés para avanzar en la comprension del conocimiento algebraico necesario
para un trabajo eficiente con expresiones algebraicas y de la forma en que diferentes
componentes del mismo se ponen en juego en actividades algebraicas particulares. En las

siguiente figura 4.144 se muestra las respuestas obtenidas del equipo ES.

M.C.D (a, b) C

2 Ejemplo de Aplicacion. e~

Aldo ingresa a una papelerfa para comprar lapices de 2 pesos y correctores de § pesos; ¢ dispone de 78 pesos

¢ Tiene solucion?

para realizar dicha compra. Indique el nimero de formas que Aldo puede comprar, gastando todo el dinero
e tiene, si debe comprar al menos un articulo de cada ipo.

si

Encuentra una primera solucion Encontrar otras soluciones

Plantea la Ecuacion 4Es una ecuacion diofintica? 12y31 12y27

110 No s una ecuacion diofantica, 0 si,nolo se?

o

C )1
Co o?

Ahora toma una solucion particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma general, para
todas las soluciones en nimeros enteros.

=
=
o

Coeficientes

Figura. 4.144. Respuestas de Sergio y Jesus (ES)

El sentido estructural se manifiesta en este trabajo de tesis como un constructo
importante y util para profundizar en la complejidad de los aprendizajes necesarios para
abordar tareas algebraicas escolares.

De esta manera, se analizan las respuestas dadas por los estudiantes a la luz de la
taxonomia SOLO vy los enfoques del aprendizaje. En la siguiente tabla 4.11 se muestra la
clasificacion de los niveles de las respuestas de los estudiantes a partir de la taxonomia SOLO

en esta tarea 5B.
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Nivel de razonamiento Equipo Criterio Interpretacion y analisis
alcanzado (taxonomia
SOLO)

No logra discernir la ecuacion que | Las respuestas que proporcionan
modela el problema, tampoco utiliza | los alumnos ante una determinada
Geogebra o Excel para elaborar la | tarea son erroneas o inexistentes.
grafica y localizar un punto que sea
una solucion particular. Por lo que,
no solo no logra discernir el modelo
general para encontrar  otras
soluciones, si no el problema en si.
Logra discernir la ecuacion que | El resultado del alumno, pese a
modela el problema, utiliza | poder ser cierto, s6lo se centra en
Geogebra o Excel para elaborar la | un determinado aspecto que, por
grafica, pero no localiza al menos un | otro lado, no tiene por qué ser
punto que sea una solucion | relevante

particular. Por lo que, no logra
discernir el modelo general para
encontrar otras soluciones.

Pre-estructural:
No se domina ningtin E2

aspecto crucial de la tarea El estudiante atin no comprende

Uniestructural:
Se domina s6lo un aspecto ES
crucial de la tarea

Identifica s6lo un aspecto del
concepto.

Logra discernir la ecuacion que | En este caso el alumno es capaz de
modela el problema, utiliza | enumerar una serie de aspectos

Multiestructural: Geogebra o Excel para elaborar la | correctos, pero no va mas alla
Se dominan varios E3 grafica y localiza al menos un punto
aspectos cruciales de la como una solucion particular. Por 10 | [4entifica  varios aspectos  del
tarea que, logra discernir el modelo concepto, pero no tiene atn una
general para encontrar  otras

A vision completa.
soluciones.

Logra discernir la ecuacion que | Elalumno no sélo identifica varios
modela el problema, utiliza | aspectos correctos, sino que
Geogebra o Excel para elaborar la | también es capaz de relacionarlos
grafica y localiza varios puntos | entre si.

como solucion particular. Por lo que,
Relacional: logra discernir el modelo general

g S ara encontrar otras soluciones e
Relaciona entre si varios El, E4, E6, p

aspectos cruciales de la E7yE8 interpretar “ ?,orrectamente que
tarea

Tiene una vision completa del
concepto conformada por los

) . ] diferentes aspectos del concepto.
significa la “y” negativa y positiva

en el problema.
r—_r b
{ T =20+ et
Y=Y — rm‘,da(a,b)t

Tabla 4.11. clasificacion SOLO del nivel de estructura cognitiva de los estudiantes en la tarea 5B

Tomando como marco a la teoria de la variacion de Marton (2015) y de Leung (2012)
la unidad de discernimiento pedagogico, esta unidad conformada por las Tareas SA y 5B tuvé
como objetivo examinar hasta qué punto los estudiantes tenian oportunidad de desarrollar
conceptos matematicos, para lograr la construccion de ecuaciones diofantica lineales a partir
de problemas de palabras, asi como la interpretacion, reescritura y simplificacion de

expresiones algebraicas.
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4.4 DISCUSION DE LOS RESULTADOS

4.4.1 ;CUAL FUE LA VENTAJA DE LLEVAR ACABO LA CLASIFICACION DE LAS
RESPUESTAS OBTENIDAS DE LOS ESTUDIANTES A LO LARGO DE LAS TAREAS MEDIANTE
LA TAXONOMIA SOLO?

En este trabajo de tesis se ha presentado una propuesta que plantea el disefio e
implementacion de un conjunto de tareas de aprendizaje relacionadas con la resolucion en
nimeros enteros de ecuaciones de primer grado con dos incognitas y coeficientes enteros,
para plasmar el aprendizaje previsto y vivido de una manera novedosa a partir de la teoria de
la variacion de Marton (2015) que, como en el caso Mexicano, es poco considerada en los
distintos niveles escolares y en nuestro caso en el bachillerato.

Ademas, se considera que la propuesta presentada es consonante con la variacion y la
focalizacion de los aspectos y caracteristicas criticas del objeto de aprendizaje.

Por otra parte, y teniendo en cuenta el enfoque metodolégico adoptado, el trabajo
ejemplifica la conjugacion de la utilizacion del experimento de ensefianza a través del disefio
de cinco unidades de discernimiento de acuerdo con lo planteado por Leung, (2012) y con la
incorporacion de la taxonomia SOLO como una manera de clasificar y evaluar los resultados
de una tarea de aprendizaje, a partir de una organizacion estructural de la misma. Es mediante
esta clasificacion que se describe esencialmente los diferentes niveles en los cuales se
selecciona, se procesa y se comunica la informacién, desde un nivel que va de lo insuficiente
a un nivel de experto escolarmente hablando. De esta manera, tanto los niveles sugeridos por
la taxonomia SOLO, como los procesos que se consideraron, sirvieron como referente para
valorar la experimentacion realizada y sopesar los aciertos y dificultades encontradas.

De la clasificacion realizada en cada una de las tareas integradas en las cinco unidades
de discernimiento, en la Tabla 4.12, se presenta en un primer momento la sintesis de la
clasificacion de las respuestas de los estudiantes en las cuatro primeras unidades, de las cuales
directamente se puede sentar varias ideas.

La primera, tiene que ver con la calidad de las respuestas obtenidas, por los equipos de
estudiantes de la poblacion indagada, alli se revela que los aprendizajes alcanzados por los
equipos de America y Eduardo (E2) y Sergio y Jesus (ES5) a lo largo de cada una de las tareas

mayormente son a nivel preestructural o uniestructral, que de acuerdo a la taxonomia SOLO,
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significa que el nimero de elementos cruciales y relevantes para dar solucion a la tarea, que
utilizan los estudiantes, es de uno o dos, los cuales no logran relacionar y son nombrados
bajo acciones como: identificar, nombrar, describir, etc., poniendo de manifiesto en los
mismos, habilidades que s6lo se atafien a los conocimientos basicos de matematicas.

La segunda, es que las respuestas que proporcionan estos estudiantes en las unidades
de discernimiento conforme aumentaba el nivel de complejidad de las tareas en las unidades
1, 2y 3 pese a poder ser ciertas, sdlo se centran en un determinado aspecto que, por otro lado,
no tiene por qué ser relevante o critico, dado que contienen datos informativos obvios, los
cuales han sido extraidos directamente de los enunciados de la tarea. Incluso, no reconocen
la estructura de las ecuaciones en su forma maés simple, se confunden con un término
compuesto como una Unica entidad. Por lo que, no lograron discernir que tipo de
manipulaciones algebraicas son apropiadas en estas tareas.

La tercera, tiene que ver con las respuestas dadas en la unidad de discernimiento 4 (la
de mayor complejidad) son centradas en aspectos irrelevantes, con contestaciones evasivas
o vacias que hacen evidente la falta de dominio de las propiedades de los nimeros y el
algoritmo de Euclides.

De tal manera, que esta tarea tampoco logran focalizar su atencion en las conexiones
mutuas entre estructuras y reconocer qué transformaciones es posible realizar y cuales de
¢éstas son de utilidad para la obtencion de una solucion entera (particular) de las ecuaciones
de primer grado con dos incognitas dadas.

Todo lo anterior nos indica que al parecer la practica autonoma que llevaron a cabo los
estudiantes para resolver las tareas, la falta de conocimientos previos consolidados y el
confinamiento sanitario debido a la pandemia por COVID-19 realmente tuvo un impacto en
su aprendizaje, ya que pese a que las tareas fueron disenadas bajo el enfoque de la teoria de
la variacion (focalizacion de los aspectos y caracteristicas criticas) y la implementacion del
entorno hibrido de aprendizaje (p.e. el uso de video tutoriales y geogebra), no se logro que
estos dos equipos tuvieran un avance efectivo hacia los niveles multiestructural y relacional.

Esta discusion muestra que el objeto de aprendizaje previsto y el aprendizaje vivido, es
decir lo que fue posible aprender en las tareas, habia cambiado.

La siguiente Tabla 4.12 originada del analisis de cada una de las tareas sintetiza el como

y por qué se relacionan o asocian estos niveles de clasificacion de la taxonomia SOLO con
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las respuestas de los estudiantes obtenidas de las hojas de trabajo a lo largo de las unidades

1,2,3y4.

Unidades de NIVEL SOLO
discernimiento | L\ ceag PRE- UNI- MULTI- RELACIONAL EQUIPOS
ESTRUCTURAL | ESTRUCTURAL ESTRUCTURAL
Unidad Uno 1 E2, E5 E3, . . E4, “ Nadia y
Dafl
A | B &3 BEEE | "®
Unidad Dos 2B ES E3 E2, E4, " " Americay
Eduardo (E2)
3A E3, E5 E2 E4 .m Ivan y Liliana
(E3)
- 5 | Bs | B & | WEEE | o
Unidad Tres ’ ). de Dios (E4)
3C E3, E5 E2 Sergio y Jesus
(E5)
an E2, ES E3 E4, 6 B B E Flory .Brenda
. (E6)
Unidad Cuatro -
4B E2, E5 E3, E4, ., . ., : . Jaqueline y
Ariadna (.)

Tabla 4.12. Consolidado de la clasificacion SOLO de las respuestas dadas por los diferentes equipos de estudiantes en las
unidades de discernimiento 1,2,3 y 4

Por otro lado, en el caso los equipos E3, E4, E6 y E7 en las unidades de discernimiento
1, 2 y 3 se encuentran en el nivel mutiestructural, logrando en ocasiones ascender al nivel
relacional como es el caso de los equipos E4, E6 y E7, pese a que la complejidad de las tareas
aumenta conforme se vanza en cada una de ellas.

En este caso los estudiantes son capaces de discernir una serie de caracteristicas criticas
correctamente, las cuales fueron focalizadas directamente en cada una de las tareas, através
de la aplicacion de los diferentes patrones de variacion, de la variacion en su representacion
y de la variacion procedimental implementada a lo largo de las diferentes unidades de
discernimiento.

Es decir, los estudiantes no so6lo identifican varios aspectos correctos, sino que también
son capaces de relacionarlos entre si, alli las respuestas de los estudiantes dan cuenta de
acciones como: identificar, transformar, probar, etc. las cuales demuestran habilidades que

son propias del algebra basica.
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Sin embargo, en la unidad de discernimiento 4 (que consideramos la tarea mas
compleja), en particular en la tarea 4A, los estudiantes ain cuando proporcionan
manifestaciones empiricas del manejo de las propiedades de los numeros presentan
dificultades al operar con el algoritmo de Euclides al no lograr discernir la interpretacion de
la estructura de las expresiones y la realizacion de transformaciones que preserven la
equivalencia, para obtener una solucion particular entera de la ecuacion de primer grado con
dos incognitas propuesta.

Y por ultimo, los equipos E1 y E8 lograron mantenerse en cada una de las tareas de las
cuatro unidades de discernimiento en el nivel relacional. Estos estudiantes no s6lo identifican
varios aspectos y caracteristicas criticas correctamente, sino que también son capaces de
relacionarlos entre si, evidenciando que han desarrollado su sentido estructural.

Sus respuestas son extraidas tras el analisis de la situacion planteada de las ecuaciones
de primer grado con dos incognitas integrando la informacion en un todo comprensivo. Los
resultados que presentan estos dos equipos se organizan formando una estructura.

Alli las respuestas de los estudiantes dan cuenta de acciones como: identificar,
focalizar, aplicar, probar, argumentar, justificar, etc. las cuales manifiestan la utilizacion de
un principio general y abstracto que puede ser inferido a partir del andlisis sustantivo de la
resolucion de las ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas y que es generalizable a
otros contextos.

Por otro lado, en la tabla 4.13 se presenta la sintesis de la clasificacion de las respuestas
de los estudiantes en las primeras unidades de discernimiento que contribuyeron a consolidar
las respuestas de la unidad de discernimiento 5, referente a la resolucién de problemas de
aplicacion que tiene que ver con la construccion de ecuaciones a partir de problemas verbales,
asi como la interpretacion, reescritura y simplificacion de expresiones algebraicas, se
menciona lo siguiente:

En el caso de los equipos E2 y E5 al igual que en las otras unidades, en esta unidad 5
sus respuestas los ubican en los niveles preestructural y uniestructural, dado que no lograron
discernir los problemas con claridad y analizar adecuadamente las relaciones existentes en
ambos problemas (verbales). Por lo que, no lograron obtener las ecuaciones diofanticas

lineales que modelizan la situacion y que permiten resolver los problemas.
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Las respuestas en la mayoria de los equipos (E1, E4, E5, E6, E7 y E8) en esta unidad
de discernimiento 5, muestran que el disefio y la focalizacion de los aspectos y caracteristicas
criticas de la resolucidon en niimeros enteros de las ecuaciones diofanticas lineales con dos
incognitas ayudo a los estudiantes a formar procedimientos correctos de “resolucion de
problemas con ecuaciones” a lo largo de cada una de las tareas, las cuales aumentaban su
nivel de complejidad hasta que pudieron usarlos mas facilmente.

Este disefio a partir de la aplicacion de la teoria de la variacion ayudo a estos estudiantes
a recordar conocimientos previos, aplicar representaciones aprendidas y disefiar estrategias
de resolucion de problemas para sentar las bases para analizar y resolver preguntas y reducir
sus dificultades de aprendizaje, posicionandolos en esta unidad 5 dentro del nivel estructural
relacional.

En la siguiente tabla 4.13 se muestra nuevamente el consolidado de la clasificacion
SOLO de las respuestas dadas por los diferentes equipos de estudiantes en las unidades de

discernimiento 1, 2, 3 y 5.

Unidades de NIVEL SOLO

discernimiento | p\peag PRE- UNI- MULTI- RELACIONAL EQUIPOS
ESTRUCTURAL | ESTRUCTURAL | ESTRUCTURAL

Unidad Uno 1 B E5 =] 4, Nadia y

Dafne (.)

Americay
Eduardo
(E2)
lvany
Liliana (.)
Monserrat
y J. de Dios
(E4)
Sergioy
Jesus (E5)
3C B2, 65 E2 E4, Flory
Brenda
(E6)
E2 E5 . E4, Jaqueliney
Ariadna
(&
E2 E5 . , E4, EB, B, Yarinka y
Gabriel

(E8)

Tabla.4.13 Consolidado de la clasificacion SOLO de las respuestas dadas por los diferentes equipos de estudiantes en las
unidades de discernimiento 1,2,3y 5.

2A E2, E5 =] E4

Unidad Dos

28 ES E3 E2,£4,E6 B

3A B3 65 E2 E4

3B

Unidad Tres . = E2 =

FEEE
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4.4.2 ;CUAL FUE LA VENTAJA DE APLICAR LA TEORIA DE LA VARIACION EN LA
RESOLUCION EN NUMEROS ENTEROS DE LAS ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS
INCOGNITAS?

La investigacion en torno a la resolucion de las ecuaciones lineales en dos incognitas produce
que se puedan interpretar relaciones matemadticas entre ellas. En la resefia que en seguida
haremos de sus resultados, interesa recalcar el nivel de dificultad encontrado en los
estudiantes a raiz de la ensefianza convencional de las ecuaciones lineales con dos incognitas,
aln en estudiantes que cursan los primeros afos del bachillerato.

En el bachillerato se aborda este concepto de manera muy general y a través de métodos
convencionales. Es decir, mayormente aplicando el método de sustitucion, donde
la solucion de una ecuacion lineal con dos incdgnitas es un par de valores (X, y) que hacen
cierta la igualdad. En el método de sustitucion lo que los estudiantes aprenden es que se debe
despejar una de las incognitas de la ecuacion original y sustituir su valor en la otra incognita.
Por ejemplo: en el caso de la ecuacion 2x+3y = 6.

Los estudiantes notan que si despejan una incognita las soluciones dependen del valor
que le dan a la otra incognita. Por lo que, proceden a despejar comunmente a la incognita

[

X

2x=6—3y, entonces, | X= >

Las soluciones de la ecuacion dependen de los valores que le den a la incognita “y”. Si

[

le dan el valor dena “y” : 6 — 3 (n)
-T2

Sin embargo, la mayoria de los estudiantes mexicanos de bachillerato evaluados en la
prueba Planea (2017), se ubican en el nivel [ y II, y solo el 8% cae en el nivel III, nivel en
el que se puede considerar que queda ubicado la resolucion de problemas que requieren el
uso de ecuaciones. De tal manera, que estas y otras dificultades se agravan a medida que las
ecuaciones se vuelven mas complejas y cuando los estudiantes intentan resolver problemas
verbales.

En la investigacion sobre el aprendizaje y la ensefianza del algebra escolar, Kieran

(1992, p. 390) plantea estas preguntas: ;Qué hace que la comprension del dlgebra escolar
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sea una tarea dificil para la mayoria? ;Es el contenido del dlgebra la fuente del problema?
(O es la forma en que se enseria lo que hace que los estudiantes no puedan entender la
materia?

La propuesta de ensefianza —actual y usual en nuestro pais— en la cual el algebra se
introduce desde la escuela secundaria, a través de las ecuaciones de primer grado con una
incognita, muestra que, a partir del conjunto de tareas que los alumnos realizan, elaboran una
concepcidn segun la cual la ecuacion es una igualdad numérica y las letras son numeros a
develar (Panizza, Sadovsky y Sessa, 1996).

Estos resultados coinciden, de alguna manera, con lo que ya habia anticipado Kieran a
proposito de las ecuaciones: Presumimos que las concepciones primitivas de los nifios de lo
que es una ecuacion no contienen, en general, la idea de que tengan términos literales a
ambos lados del signo igual. Las ecuaciones de ese estilo carecen de sentido a la vista de la
presunta concepcion ingenua de los nifios de una ecuacion como un hecho numérico
ligeramente disfrazado con la falta de algun componente (Kieran y Filloy, 1989).

La influencia de dicha concepcion en la comprension de otros objetos de ensehanza
que aparecen mas adelante en el bachillerato como es el caso de las ecuaciones lineales con
dos incdgnitas, los estudiantes presentan dificultades en el tratamiento de objetos algebraicos
con infinitas soluciones o aun con varias soluciones, objetos tales como ecuaciones con dos

incdgnitas que no estan estan escritas en el formato estandar de ax +by = ¢, por ejemplo:

§(48x+36y=48) 23x + 4y — Tx =3y +15 y=-2x+8 I15x+10y—-20=0

O con més incdgnitas y ecuaciones de grado mayor que uno:

x?-3x=20 2x*+ 5y —3z=120 x2-3y=20 2x3 + 5y* - 3x =120

Nuestra experiencia frente a grupo, el conocimiento del curriculo y el andlisis de los
libros de texto usuales en el bachillerato en nuestro pais, nos permiten afirmar que la escuela
considera el objeto «ecuacién lineal con dos incognitas» en dos situaciones especificas: o
bien como ecuacion de la recta, donde la misma aparece entonces como «la etiqueta del
dibujo de una recta» o bien como una de los componentes en los sistemas lineales de 2x2,

por ejemplo:
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=

Ejemplo de sistema de
ecuaciones

Por otro lado, Panizza, M. & Sadovsky, P. & Sessa, C. (1999), senalan que la mayoria
de los estudiantes enfrentan las ecuaciones lineales con dos incognitas extendiendo
conocimientos producidos sobre otros objetos: ecuaciones de una variable y sistemas lineales
con dos variables. Lo que confirma la dificultad de comprension de las ecuaciones lineales
en dos incognitas por parte de los estudiantes en el tramo escolar de 12 a 16 afos.

En el caso de nuestra investigaciéon que aqui se ha presentado, una vez que los
estudiantes se enfrentan a ecuaciones fuera del formato estandar ax+by=c, la mayoria de los
ellos no logran identificar y separar los coeficientes de las incognitas. Incluso presentan
dificultades para identificar si se trata o no de una ecuacion con dos incognitas, y cuando
comienzan a manipularla -infructuosamente— para obtener el formato estandar, empiezan a
tomar conciencia de que se trata de un objeto con el cual nunca antes habian interactuado.

Regresando al trabajo de Panizza et. al. (1999), estos autores sefialan que casi todos
los alumnos que participaron en su investigacion anticipaban que una ecuacion como las que
son de interés en este trabajo debia tener solucidon uUnica. Estos autores se basan

principalmente en dos cuestiones:

e Lasrepresentaciones que tienen los alumnos acerca de los problemas que se resuelven
con ecuaciones, les hacen ver en el contexto del problema una justificacion a la
unicidad de las soluciones.

e Las representaciones de las letras como numeros ya determinados pero desconocidos
contribuyen a que los alumnos busquen el valor de la “x” y el valor de la “y .

Estos investigadores constataron que en la busqueda de soluciones de las ecuaciones
lineales con dos incognitas, casi todos los estudiantes adaptan al nuevo objeto los
procedimientos aprendidos para un objeto cercano: como los sistemas de ecuaciones. Los

autores sefialan que el procedimiento de solucion de los estudiantes resulta incorrecto y a ese
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procedimiento le llaman sustitucion en si misma (p.456), y deriva en que los alumnos no
ven, ni a priori ni a posteriori, que eso los conduce a una identidad.

Finalmente estos investigadores concluyen que desde las ensefianzas convencionales para
la resolucion de una ecuacion lineal con dos incognitas no se prepara a los estudiantes para
enfrentar un niimero infinito de soluciones.

En contraste con ese acercamiento escolar tradicional a la resolucion de ecuaciones
lineales en dos incognitas, nosotros, en este trabajo de tesis, deliberadamente abordamos el
problema de que los estudiantes encontraran una primera solucion entera llamada solucion
particular, enseguida encontraran otras soluciones enteras y finalmente llegaran al modelo o
forma general para todas las soluciones en nimeros enteros.

Fue el enfoque basado en la teoria de la variacion de Marton (2015), lo que nos hizo
concebir como situacion adecuada de observacion el disefio e implementacion de tareas de
aprendizaje sobre este tipo de ecuaciones, el cual fue planteado a los estudiantes de segundo
afio de bachillerato.

En general, la idea, con respecto a la dinamica de trabajo a seguir, fue dejar a los
jovenes estudiantes experimentar, permitirles descubrir por ellos mismos, y ver qué
encontraban de interesante en las tareas que se les proponian mientras se trataba, tanto como
fuera posible, de que expresaran lo que aprendian y discernian de dichas tareas, con una
intervencion minima o nula de parte del profesor-investigador, quien esto escribe.

Algunos de los resultados obtenidos se presentan acontinuacion, a manera de sintesis
de este capitulo.

Entre los resultados de la investigacion llevada a cabo resalta todo lo relativo a lo que
los estudiantes discernieron al enfrentar las tareas que se les propusieron. En particular
interesa presentar las distintas dificultades manifestadas por los estudiantes respecto de la
resolucion en nimeros enteros de las ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas.

En la primera unidad de discernimiento, se encontrd que casi todos los estudiantes al
incicio de la experimentacion no le prestaban atencion a la estructura de las ecuaciones y a
las relaciones existentes entre los diferentes elementos que las conforman, confundian los
coeficientes con las incdgnitas e incluso las tomaban como uno sélo (pensaban que eran lo

mismo).
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Recuerdese que el texto de la unidad de discernimiento uno es el siguiente:

1. ;Como son los coeficientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas?

TAREAS ECUACIONES PLANTEADAS PROCEDIMIENTO
4x +3y =25 4x+3=25
1.9x-2y=10 2x -2y =10
9x -2y =1 9x—2y=1
cemimer S TP PNt
discernimiento 1 x—3y—20=0 x2—3y =20 e 0y
1 2x3+5y—3z=120 2x + 5y — 3x = 120 ) (ei errrcllllnot
i (48x + 36 y = 48) 23x + 4y —Tx =3y +15 independiente
y=-2x+8 ~(42x +36y = 48)
15x + 10y —20=0 x?—3x=20

Tabla 4.14. Ecuaciones presentadas a los estudiantes en la unidad de discernimiento uno

En la implementacion de la teoria de la variacion por constraste, separacion y generalizacion
realizada con los coeficientes @, b y ¢, con la escritura de las ecuaciones y con los exponentes
de las incognitas, se obtuvo, por un lado, que la mayor parte de los estudiantes (E1, E4, E6,
E7 y E8) lograron focalizar su atencion en las caracteristicas criticas e identificaron a simple
vista si se trataba o no de una ecuacion de primer grado con dos incognitas y con coeficientes
enteros.

Por otro lado, realizaron manipulaciones algebraicas simples para obtener el formato
estandar ax+by=c, y determinaron si se trataba o no de una ecuacion del tipo sefialado, lo que
los introduj6 al fortalecimiento del sentido estructural de las ecuaciones.

En el caso de los Equipos E2 y E5 presentaron muchas dificultades desde el inicio,
igual para identificar la estructura de las ecuaciones y también para lograr realizar las
manipulaciones algebraicas necesarias en la obtencion del formato estandar. Fue claro que
aun no tenian bases solidas ni ariméticas ni algebraicas, lo que no les permitié completar del

todo correctamente la tarea y terminar de manera adecuada con esta unidad.

En relacién con el texto de la unidad de discernimiento dos, se tiene lo siguiente:

2.;Cuando tiene solucion entera? (M.C.D de (a, b))
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TAREAS ECUACIONES PLANTEADAS PROCEDIMIENTO
. x+y=7 2x— 5y=9
di Umdgd .de t 2A x-y=7 2x— 6y=9 Tanteo
SOETTERO 2x+10y=17 2x-7y=9
2B 2x+3y=2 6x—3y=1 Meétodo grafico

Tabla 4.15. Ecuaciones presentadas a los estudiantes en la unidad de discernimiento dos

De los resultados mdas importantes de la observacion empirica en esta unidad de
discernimiento dos, se encontrd que al solicitar a los estudiantes determinar si las ecuaciones
dadas tienen o no solucion entera, todos los estudiantes en instancia procedieron a buscar una
solucidn aplicando el método por tanteo encontrandose con que no solo se podia encontrar
una solucidn entera unica si no que notaron que podian encontrar otras soluciones.

Este método y la simplicidad de las dos primeras ecuciones dadas les permitié dejar en
segundo plano, la estructura de las ecuaciones y los procedimientos algebraicos aprendidos
en cursos anteriores (como la sustitucion algebraica, para obtener una solucion). Por lo que,
en ese momento no focalizaron su atencion en la caracteristica critica del cociente ¢/M.C.D
de (a, b), evidenciando las marcas de la ensefianza convencional de sdlo avocarse a resolver.

También se encontrd que al pasar de la representacion algebraica a la grafica, los
equipos (E1, E4, E6, E7 y E8) presentaron cierta dificultad al localizar en la recta los puntos
(X0, Yo) que fueran posibles soluciones enteras de la ecuacion 6x — 3y = 1. Por lo que,
nuevamente intentaron aplicar infructosamente el tanteo. Sin embargo, a pesar de muchos
intentos no lograban encontrar soluciones.

Esto los hizo retoceder y revisar como se habia procedido anteriormente, lo que los
llevo a focalizar su atencion en el papel del cociente ¢/M.C.D de (a, b), para determinar que
la ecuacidn no tiene solucion entera, debido a que el cociente de esa ecuacion, a diferencia
de las otras ya resueltas no da como resultado un niimero exacto. Esto sentd un precedente
matematico, importante para determinar si las ecuaciones de este tipo tienen o no soluciones
enteras.

Procediendo de la misma manera al inicio, los equipos E2, E3 y ES se esforzaron en

tratar de encontrar una solucion por tanteo sin lograrlo. Ellos dejaron en segundo plano la
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representacion grafica de la recta de la ecuacion 6x — 3y =1 y el cociente ¢/M.C.D de (a, b).

Lo que confirma de acuerdo a Panizza et. al. (1999), que cualquiera que haya sido el trabajo

realizado alrededor de las representaciones graficas de la recta, esto no parece ser suficiente

para que los alumnos puedan establecer una relacion entre los puntos de la recta y las

soluciones de la ecuacion correspondiente.

Zx + 3y =2 6x — 3y =1

Y N

Soluciones: Puntos en la recta (xo, yo)

W(—5.4). (—2,2), (1,0}, (4,72), (7.7 4

x + 3y —2 6x — 3y =1
MCD (a, b) = 1 MCD (a, b) = 2
z_ 1
i=2 z=o0s

interseccign entera en la recta

(x0, yo)

Sin soluciones: No hay puntos de

Figura 4.145. Variacion en la representacion (de lo simbolico a lo grafico)

Ahora para hacer la sintesis de lo obtenido en el caso de la unidad de discernimiento

tres procederemos como en los dos casos anteriores comenzamos primero presentando el

texto o enunciado de la misma:

3.En caso de tener solucion, ;como encontrarla? (solucion particular)

TAREAS ECUACIONES PLANTEADAS PROCEDIMIENTO
Unidad de 3| sx+2y=126 S5x—7y=125 Criterio de divisibilidad o
di mient multiplicidad
1scern31rmen 0 3B 4x + S5y =98 3x-5y=17 Criterio de cifras términales
3C 5x +y=83 11x + 13y =173 Criterio de la division

Tabla 4.16. Ecuaciones presentadas a los estudiantes en la unidad de discernimiento tres

Entre los resultados maés importantes encontrados en esta tercera unidad de

discernimiento fue que la utilizacion del video tutorial (en youtube) como herramienta, sirvid

para continuar con el trabajo emprico con los estudiantes dado el confinamiento sanitario por

la pandemia por COVID-19.
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Esto ayudo a los estudiantes de los equipos (E1, E4, E6, E7 y E8) a tener la posibilidad
de reforzar el proceso de ensefianza-aprendizaje logrando, primero, mostrar de una manera
simple y desde la aritmética (sin que intervengan maniplaciones algebricas complicadas) tres
procedimientos matemadticos (variacion procedimental) para encontrar una solucion
particular de las ecuaciones dadas.

Segundo presentar a través de esta herramienta visual la regla aritmética (xo + @) y (Yo
+/- b) para encontrar otras soluciones enteras, sin la necesidad de realizar maniplaciones
algebraicas complicadas. De esta manera, se abrid una nueva dimension de variacion para la
resolucion en niimeros enteros de las ecuaciones de primer grado con dos incognitas.

Otro resultado importante se dio con los equipos E2, E3 y E5 donde se evidencio que
estos estudiantes se inclinan mas por buscar resolver las tareas de manera fécil y rapida. Lo
que los llevo nuevamente a tratar de aplicar el método por tanteo para encontrar las soluciones
de las ecuaciones dadas, sin lograrlo.

Estos estudiantes dejaron en segundo plano los procedimientos matematicos
presentados en los tres videos tutoriales, ain cuando estos fueron aritméticos y no
algebraicos. Tampoco le dieron importancia a las diferentes representaciones utilizadas en
las tareas (como la grafica), para apoyarlos a encontrar una solucién particular de las
ecuaciones dadas.

Esto puede ser causa al parecer también de los efectos (el desintéres a las tareas
escolares) que se presentaron en los estudiantes a raiz del confinamiento sanitario por la
pandemia de Covid-19 y por la falta de interaccion en el aula con sus compaiieros y el

profesor, que de acuerdo a la teoria de la variacion esto es llamado aprendizaje en accion.

Criterio de Divisibilidad o Multiplicidad Criterio de Cifras términales Criterio de la Division
S5x +2y =126 4x + 5y =98 Sx+y=283
. . 2 [4x + 5y =98]
2 es multiplo o divisor de 126 8x + 10y = 196 5 3 Pra—
5 no es multiplo o divisor de 126 . 3 16

Cifras terminales de cada término

<_

X « 0
-
-

Convertir 5y como multiplo o divisor de

Y Yy x
126 6 .0 .6
5(2) +2(58)= 126 8(2)+ 10 (18) = 196 5(16) + (=83
10+116=126 16+ 180 = 196 807 3-83

Figura 4.146. Ejemplo de los tres criterios aplicados en la resolucion de cuaciones diofanticas lineales
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Continuando ahora con la sintesis de lo obtenido en el caso de la unidad de

discernimiento cuatro presentamos primero el texto o enunciado de la misma:

4. ;Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general)

TAREAS ECUACIONES PLANTEADAS PROCEDIMIENTO
. MCD ( 525, 100) _ . .
.Umdgd .de 4A MCD ( 66, 550) 127x — 52y =1 Algoritmo de Euclides
MY Algoritmo de Euclides
4 4B 3x+8y=0 e ; Y
método grafico

Tabla 4.17. Ecuaciones presentadas a los estudiantes en la unidad de discernimiento cuatro

En esta cuarta unidad de discernimiento los resultados més destacados que obtuvimos son
que, cuando la carga cognitiva de una tarea es demasiado pesada, los estudiantes tienden a
dividir su atencion (efecto de atencion dividida) y se centran en una sola forma de
representacion (Briinken y Leutner, 2001). En el caso de las Tareas de esta unidad de
discernimiento, el algotrimo de Euclides y la identidad de Bezout represent6 una gran carga
cognitiva en general para todos lo estudiantes.

Los equipos (E3, E4, E6 y E7) presentaron pocas dificultades al discernir el algotimo
de Euclides, pero al final si logaron encontrar una solucion particular de la ecuacion dada del
tipo ax+by=1. Sin embargo, donde tuvieron problemas fue al aplicar la identidad de Bezout
y encontrar el modelo o forma general que permitiera encontrar todas las soluciones enteras
de las ecuaciones dadas. Por lo que, en este caso ellos ya no optaron por aplicar el método
por tanteo sino el método aritmético aprendido en las tareas anteriores encontrando otras
soluciones enteras a las ecuaciones.

En el caso de los equipos (E2 y ES) por la carga cognitiva de las tareas desistieron y
dejaron inclonclusas las hojas de trabajo. Finalmente s6lo los equipos E1 y E8 que
evidenciaron desde tareas anteriores tener un buen desarrollo de su sentido estructural
lograron concretar de manera éxitosa las dos tareas, aplicando correctamente el algoritmo de
Euclides y la identidad de Bezout para encontrar el modelo o forma general que les permitid

encontrar todas las soluciones enteras a las ecuaciones dadas.
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127x-52y=1
cocientes 2 2 3 1 5
dividendo 127 52 23 6 5 1
Residuo 23 6 5 1 0
23= 127 — 2 (52)
6= 52 — 2 (23)
r=D - d*q 5=23 -3 (6)
1= 6 — 1 (5)
0=5-5(1)
1= 6 — 1(5)
1= 6 — 1[ 23 - 3(6)] T =xg+ —o—t
1= 6 — 23 + 3 ©) { 0 mcd (a,b)
1= 4 (6) — 23 = 3o — t
1= 4 [52- 2 (23)] —23 V=" maes
1= 4 (52)— 8 (23) —23
1= 4 (52)— 9 (23)
1= 4 (52)— 9 [127 - 2(52) x=-9 +32, x=-9 - 52t
1= 4 (52)— 9 (127) + 18 (52) B
1= 22 (52)- 9 (127) 127
1= 127(-9) + 52 (22) y=-22- y=-22-127t
xo= -9 yo= -22

Figura 4.147. Aplicacion del algoritmo de Euclides y la Identidad de Bezout

Finalmente, se presenta la sintesis de la quinta unidad de discernimiento referente a la

resolucion de problemas de aplicacion modelados por una ecuacion de primer grado con dos

incognitas y de igual manera procederemos como en los casos anteriores comenzando

primero presentando el texto o enunciado de la misma:

5. Resolucion de problemas con ecuaciones diofanticas lineales

TAREAS |

PROBLEMAS PLANTEADOS

PROCEDIMIENTO

Unidad de
discernimiento
5

Una garrafa de 5 litros y otra de 3 litros de capacidad. ;Coémo podemos
utilizar las medidas exactas de estas garrafas para conseguir una tercera
garrafa de 4 litos de manera exacta?

5A | 3x +5y=4

Aldo ingresa a una papeleria para comprar lapices de 2 pesos y correctores
de 5 pesos; ¢l dispone de 78 pesos para realizar dicha compra. Indique el
numero de formas que Aldo puede comprar, gastando todo el dinero que
tiene, si debe comprar al menos un articulo de cada tipo.

5B | 2x+5y=178

Cualquiera de los
utilizados en las
tareas anteriores

Tabla 4.18. Problemas de aplicacion que se resuelven con una ecuacion diofantica lineal
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Los resultados mas destacados encontrados en esta unidad discernimiento cinco se
encontro que, el disefio y secuencia de las tareas con base en la teoria de la variacion ilustrd
las dos formas de variacion, a saber, la "variacion conceptual" y la "variacion procedimental”,
que se refieren a la comprension de los conceptos desde multiples perspectivas y al posterior
despliegue gradual de las matematicas.

Esto les permitio a los estudiantes (E1, E4, E6, E7 y ES8) fortalecer el proceso de
exploracion de "resolucion de problemas con ecuaciones", logrando de manera positiva
aplicar los conocimientos y procedimientos matematicos adquiridos a lo largo de las tareas
anteriores.

Como lo senala Li, J., Peng, A. & Song, N. (2011), en el proceso de modelar
ecuaciones, las diferentes representaciones ayudan a los estudiantes a profundizar
gradualmente en la comprension de las preguntas: ;la representacion del lenguaje es ttil para
comprender el escenario?; ;la representacion pictorica o grafica es util para visualizar la
relacion entre diferentes cantidades?; y ¢la representacion tabular es util para establecer las
relaciones cuantitativas?

Estos autores mencionan que una consideracion y construccion tan amplia de
relaciones cuantitativas ayudan a los estudiantes a comprender de manera global las
operaciones y procedimientos de resolucion de problemas con ecuaciones.

En el caso de los equipos E2 y ES5, la construccion de ecuaciones a partir de problemas
verbales, asi como la interpretacion, simplificacion y resolucion en nimeros enteros de las
ecuaciones de primer grado con dos incognitas, representaron una tematica dificil de
comprender y una dificultad en el desarrollo del algebra bésica. Los resultados
proporcionaron informacion sobre el bajo desarrollo del sentido estructural de los estudiantes
al operar con expresiones algebraicas y, en particular, sobre como y qué visualizan de las
subestructuras que componen una expresion algebraica.

Por otro lado, los resultados también mostraron que en todos los estudiantes y en
particular con estos falto la interaccion con otros estudiantes y la ayuda del maestro a lo largo
de la experimentacion para formar procedimientos correctos de “resolucion de problemas
con ecuaciones” hasta que pudieran usarlos facilmente.

De acuerdo a la teoria de la variacion esta interaccion llamada aprendizaje en accion

podria haber ayudado a los estudiantes a recordar conocimientos previos, aplicar
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representaciones aprendidas y disefiar estrategias de resolucion de problemas para sentar las

bases para analizar y resolver preguntas y reducir sus dificultades de aprendizaje.

2x+5y=78
Cifras terminales Grafico Triterio de B division
2x + Sy =78 Caso 2:b>a
2 [2x+S5y= 78) 2x+ Sy =78
Cifras terminales
- v = 2x+(2y+ 3y) =78
3x+Sy=4 4x + 10y = 156 (2y+ 3y)
2 [3x+Sy=4] - 6 .0 .6 2(x*y)+3y =78
6x+10y=8 - 4(9) + 10(12) =156 ° e » 2
o
-8 08 - 36+ 120 =156 O I
6(3) + 10(-1) =8 Solucién parcular Punto A (9, 12) S
a sculal *
a-10=8 Punto A (3.-1) P Pusso B (14, 10;
18- = . Pasgo C (4, 14) ye =
Punto B (8. -4) =9 yw=12 Punio D (-1, 16)
Solucién particular - bt Jd
Punto (-2, 2) Modelo general
xo=3 wyo=-1
Modclo goncral { Sl R ~
{- o + ==t w =
v = et Solacién particalar xe=9 yo= 12
Solucicn pasticular xo—3  ye— -1
- 9=t 9+ 5t
x=312e x—34st
y=12-2¢ y=12-2t
y—-1-3¢ y—-1-31

Figura 4.148. Ejemplo de la resolucion de problemas con ecuaciones diofanticas lineales

De manera concreta podemos decir que los resultados mas importantes encontrados en la

observacion empirica de este trabajo de tesis son:

Los estudiantes llegan y transitan el bachillerato con un bajo nivel acerca del
entendimiento de la estructura de las ecuaciones y con un sentido estructural poco
desarrollado. Esto es, que los estudiantes participantes mostraban un proceder mas
operacional que estructural, probablemente debido a las decisiones pedagdgicas de sus

profesores anteriores como lo sefialan (Hoch 2003, Mason et al.,, 2009 y Skemp 1976).

Los estudiantes tienen como concepcidn primaria que las ecuaciones so6lo tienen una
solucion. Como lo senala Panizza, M. & Sadovsky, P. & Sessa, C. (1999), la ecuacion
lineal con dos incdgnitas no es reconocida por los alumnos como un objeto que define

un conjunto de infinitos pares de nimeros.

En los estudiantes prevalece lo aritmético antes que lo 4lgebraico y lo simbolico antes
que lo grafico. Esto lo podemos afirmar como resultado del andlisis explicitamente

de los efectos de las tareas concretas en términos de espacios de variacion
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multidimensional y en conexion explicita con el conocimiento previo de los alumnos.
Segun Mayer (1997), los estudiantes también pueden obtener mejores resultados
cuando aprenden con representaciones multiples, sin embargo, hay pruebas practicas
y empiricas de que no siempre esto se implementa en la ensefianza convencional en

el aula, como evidencian algunas de las respuestas obtenidas en este trabajo.

e El numero de elementos, el contenido y la manipulaciones algebraicas, generan una
carga cognitiva en las tareas. Briinken y Leutner, (2001) sefialan que si la carga
cognitiva es demasiado pesada, los estudiantes tienden a dividir su atencion (efecto
de atencion dividida) y se centran en una sola forma de representacion. Esto afecta en

la focalizacion de los aspectos y caracteristicas criticas del objeto de aprendizaje.

Y finalmente, algo que surgid a raiz de la suspension de las clases por la situacion de
pandemia por COVID-19 y el confinamiento sanitario, es que para que los estudiantes logren
discernir con exit6 el objeto de aprendizaje, ademas de focalizar su atencion en los aspectos
y caracteristicas criticas como lo sefiala Marton (2015), es fundamental el aprendizaje en
accion que en palabras de Marton (2015) constituye la interaccion entre los alumnos y el
profesor o entre los alumnos y ellos mismos, y denota lo que es posible aprender en una
situacion particular dentro del aula escolar.

Es decir, un objeto de aprendizaje en accion denota un conjunto de experiencias que
ofrece la interaccion, que en este caso no se pudo llevar acabo y que es claro que tuvd

consecuencias en el aprendizaje de los estudiantes.
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CAPITULO V. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este apartado se enuncian las conclusiones del presente trabajo de tesis, misma que tuvo
como eje central la exploracion de la ensefianza de resolucion en numeros enteros de
ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas (EDL) desde la teoria de la variacion, a
través de cinco unidades de discernimiento (Leung, 2012), las cuales implicaron episodios
de ensefanza.

La aportacién de este estudio es la propuesta y puesta a prueba de las tareas de
ensefanza-aprendizaje, con base en la Teoria de la Variacion (Marton, 2015) en ambientes
hibridos, que fomentaron la focalizacion de los aspectos y cracteristicas criticas de las
ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas y como consecuencia el desarrollo del
sentido estructural en estudiantes de bachillerato general, las cuales tuvieron un efecto
positivo, como se presento en el andlisis y discusion de los resultados (ver capitulo IV).

La variacién, como medio, puede ser una forma poderosa de ayudar a los estudiantes a
desarrollar el pensamiento matematico, independientemente de como el contenido y el
problema sean "variados" por el profesor. Ademads, también muestra que, para llevar a cabo
mejor la ensefianza del algebra con variacion, las lecciones deben estar bien estructuradas y
la variacion debe ser elegida cuidadosamente.

Para comprender plenamente las dificultades de aprendizaje de los alumnos, los
profesores deben adoptar un enfoque de indagacion y considerarse a si mismos como
aprendices. Si todos los profesores se toman en serio las formas de ver el objeto de
aprendizaje de los alumnos y adoptan un enfoque de investigacion-accion para identificar las
caracteristicas criticas del objeto de aprendizaje, los alumnos tendran mejores oportunidades
de aprender y, para algunos alumnos, el aprendizaje que antes era imposible puede llegar a

ser posible.

5.1 CONSIDERACIONES EN EL DISENO DE LAS TAREAS DE APRENDIZAJE

El proceso secuencial del disefio de las tareas de la resolucion en ntimeros enteros de las
ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas en este trabajo de tesis nos ensefld que, a fin

de preservar el papel central del trabajo "conceptual" (en nuestro caso, las propiedades y
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conexiones de los conceptos basicos de las propiedades de los nimeros enteros y del dlgebra),
las tareas no deberia sobrecargarse con elementos que pueden requerir "resoluciones
complejas" mediante técnicas matemadticas (en nuestro caso, por manipulaciones y
transformaciones algebraicas).

También discernimos que es beneficioso incluir una pequefia cantidad de elementos
matematicamente desafiantes, para que puedan crear una sensacion de sorpresa para los
estudiantes y servir de base para la comparaciéon con otros elementos mas estandar o
convencionales (en nuestro caso, los diferentes procedimientos matematicos y la
representacion grafica de las ecuaciones cumplieron este rol).

La secuencia de las diferentes tareas y el aumento de la complejidad de las mismas, se
formula como el proverbio "a veces menos es mas" donde "menos" se refiere a: (1) al nimero
de caracteristicas criticas para su focalizacion y (2) el nimero de representaciones diferentes,
y el "mas", a las experiencias de focalizacion de los estudiantes.

Primero, observamos que la reduccion en el numero de caracteristicas criticas para
focalizar el objeto de aprendizaje enriqueci6 el espacio de variacion vivido y evoco diferentes
tipos de experiencias al ordenar las mismas caracteristicas criticas.

En segundo lugar, observamos que la inclusion de las representaciones graficas y
simbolicas del conjunto de caracteristicas criticas mejord la experiencia de buscar
propiedades estructurales y conexiones entre los conceptos convencionalmente
representados.

Por otro lado, concluimos que los estudiantes tienden a tomar en la resolucion de las
tareas decisiones complicadas (y mas significativas) partir de decisiones faciles e inmediatas,
por ejemplo, a partir de focalizar su atencion en el cociente ¢/M.C.D de (a,b) para determinar
una ecuacion de primer grado con dos incognitas tiene o no soluciones enteras.

Es decir, las decisiones faciles de tomar pueden sobre-sombrear o apoyar el objeto de
aprendizaje previsto; por lo tanto, se debe hacer un esfuerzo para focalizar su atencion y
organizar las decisiones de los estudiantes, de modo que sirvan como puntos de referencia en
el camino hacia decisiones mas significativas.

Dado que en practicamente cualquier version de las tareas que podamos pensar, los
estudiantes probablemente siempre comenzarian considerando algunas caracteristicas

criticas faciles de ver o de discernir.
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5.2 CONCLUSIONES

Esta seccion tiene el fin de enunciar las conclusiones del presente trabajo de tesis, misma que
tuvo como eje central la exploracion de la ensefianza de resolucion en niimeros enteros de
ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas (EDL) desde la teoria de la variacion, a
través de cinco unidades de discernimiento (Leung, 2012), las cuales implicaron 10 episodios
de ensefanza.

La aportacion de este estudio es la propuesta, puesta a prueba y el analisis de lo
realizado por los estudiantes alrededor de las tareas de ensefianza-aprendizaje sobre la
resolucion de ecuaciones diofanticas lineales con dos incdgnitas con base en la Teoria de la
Variacion (Marton, 2015) en ambientes hibridos.

Las tareas fomentaron la focalizacion de los aspectos y caracteristicas criticas de las
ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas y como consecuencia el desarrollo del
sentido estructural en estudiantes de bachillerato general. Dichas tareas tuvieron un efecto
positivo en el aprendizaje de las ecuaciones diofanticas lineales, como se presentd en el
analisis y discusion de los resultados (ver capitulo IV).

Asi mismo, todo lo elaborado por los alumnos en las hojas de trabajo (aprendizaje
vivido) fue objeto de andlisis y clasificacion. En concreto, utilizamos la taxonomia SOLO
(Biggs y Collis, 1982), para analizar y reflexionar sobre los resultados observables del
aprendizaje de los estudiantes que los sitlia en niveles de complejidad cognitiva ascendente
(preestructural, uniestructural, multiestructural, relacional, abstracta ampliada) que van de un
conocimiento superficial a un conocimiento mas profundo.

En este trabajo los primeros cuatro niveles nos sirvieron para clasificar las respuestas
de los estudiantes, con el fin de identificar refinamientos y validacion de concepciones sobre
el objeto de estudio, logradas o incluidas en el aprendizaje previsto.

La variacioén, como medio, puede ser una forma poderosa de ayudar a los estudiantes a
desarrollar el pensamiento matematico, independientemente de como sean "variados" por el
profesor el contenido y el problema. Ademas, el analisis lo elaborado por los estudiantes
muestra que, para llevar a cabo mejor la ensefianza del algebra con variacion, las lecciones
deben estar bien estructuradas y la variacion debe ser elegida cuidadosamente.

Para comprender plenamente las dificultades de aprendizaje de los alumnos, los

profesores deben adoptar un enfoque de indagacion y considerarse a si mismos como
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aprendices. Si todos los profesores se toman en serio las formas de ver el objeto de
aprendizaje desde la perspectiva de los alumnos y adoptan un enfoque de investigacion-
accion para identificar las caracteristicas criticas del objeto de aprendizaje, los alumnos
tendran mejores oportunidades de aprender y, para algunos alumnos, el aprendizaje que antes

era imposible puede llegar a ser posible.

5.3 CONSIDERACIONES FINALES

Este trabajo de tesis corrobora y brinda evidencia empirica de la presencia de un sentido
estructural poco desarrollado en probablemente en todos los estudiantes del bachillerato, lo
que sugiere la necesidad de que el sentido estructural sea promovido desde las primeras
etapas de la ensefianza-aprendizaje de las matematicas; con actividades que tengan un disefo
con una base similar a la presentada en este trabajo, en la que se tomen en cuenta los errores
comunes que cometen los estudiantes, las caracteristicas criticas propias de los temas
algebraicos y la determinacidon de sus aspectos, asi como los contrastes y los patrones de
variacion e invariacion necesarios para tematizarlos, como propone la Teoria de la Variacion
(Marton, 2015).

El desarrollo del sentido estructural debe continuar durante toda la formacion
académica de los estudiantes, para que éstos aprovechen las ventajas que ofrece el adquirir
este tipo de sentido a lo largo de su formacidn, para que lleguen mejor preparados a la
universidad.

Con el disefio e implementacion de las tareas de ensenanza-aprendizaje basadas en la
Teoria de la Variacion (Marton, 2015), se logré un avance significativamente mayor en
cuanto a focalizacion de aspectos y caracteristicas criticas de las ecuaciones diofanticas

lineales con dos incdgnitas, en particular los estudiantes lograron discernir:

1. Los coeficientes en una ecuaciéon diofantica lineal con dos incognitas
2.La existencia de soluciones enteras (el papel del M.C.D. de (a,b))
3.Como encontrar una solucion particular (en el caso de que la haya)

4.El nimero de soluciones enteras que tiene una ecuacion (usando un modelo general)
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Los resultados obtenidos después de la intervencion realizada son congruentes con lo que
se ha reportado sobre lo complejo y tardado que resulta desarrollar el sentido estructural en
los estudiantes, ya que requiere abstraer las relaciones dentro de una expresion y entre varias
expresiones, como concluyeron Banerjee y Subramaniam (2005). Kieran (2018) coincide en
que desarrollar la capacidad de ver la estructura es un proceso largo que necesita reinventarse
con cada nuevo objeto matematico que se observa.

Por otro lado, también se logrd que los estudiantes modificaran la concepcion primaria
de que las ecuaciones en estudio solo tienen una solucion. Como lo sefala Panizza et al.
(1999), la ecuacidn lineal con dos variables no es reconocida por los alumnos como un objeto
que define un conjunto infinito de pares de nimeros.

Este trabajo de tesis ha demostrado que la teoria de la variacion es compatible con
muchos principios de ensefianza que se promueven cominmente. Los maestros pueden tener
diferentes estilos, enfoques y personalidades de ensefianza, y las caracteristicas de los
estudiantes en cada clase también son diferentes, pero es posible que los mismos patrones de
variacion identificados puedan manifestarse mediante una variedad de estrategias de
ensefianza y actividades de aprendizaje.

Eluso de la Teoria de la Variacién como principio rector del disefio pedagogico asegura
que los docentes empleen una estrategia de ensefianza eficaz y tareas que se centren en el
objeto de aprendizaje y sus aspectos criticos.

En las tareas usadas en la intervencion con los estudiantes se incluyeron patrones de
variacion (contraste, separacion, generalizacion y fusion) y andamiajes cuidadosamente
planeados, los cuales mostraron ser significativamente mas utiles para integrar
intencionadamente el desarrollo del sentido estructural dentro del aprendizaje de la
resolucion en nimeros enteros de las ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas, en
comparacion con actividades tradicionales que no tienen ese disefio.

Aunque los resultados fueron obtenidos al trabajar con ecuaciones diofanticas lineales
y sus prerequisitos, una hipotesis que se puede avanzar es que se pueden conseguirse
resultados similares o mejores al elaborarse y probarse actividades con disefios semejantes a
los usados en esta investigacion, para diversos temas algebraicos. Por lo que, el aporte a la

matematica educativa abarcaria el dlgebra en general, no solo las ecuaciones mencionadas.
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Por otro lado, los estudiantes pueden ser ayudados en el aprendizaje del algebra, si los
profesores implementan apropiadamente la ensefianza con variaciéon adoptando diferentes
tipos de variacion y niveles de representacion de acuerdo con los objetivos de aprendizaje
del algebra, construyendo sobre el conocimiento y la habilidad existente de los estudiantes.

De acuerdo con Li (2011), se cree que los conceptos algebraicos se caracterizan por su
funcionamiento concreto, su estructura abstracta y su amplia aplicacion, y viceversa, por lo
que el aprendizaje de los conceptos algebraicos debe centrarse en los aspectos operativos,
estructurales y de aplicacion.

En la ensefianza de las ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas utilizando la
teoria de la variacion, podemos destacar estos pasos. En una primera fase, la ensefianza debe
ser disefiada para promover la formacion y asimilacion de conceptos de los estudiantes a
través de la variacion, para obtener una formacion inicial del concepto de ecuacion.

Enseguida, se debe apoyar a los estudiantes en entender la naturaleza abstracta del
concepto de ecuacion. Finalmente, es necesario avanzar en las conexiones del concepto de
ecuacion dentro del sistema de conceptos algebraicos, para aclarar su posicion y funciéon en
este sistema.

En una segunda fase, se pide a los alumnos que apliquen el concepto de ecuacion para
resolver problemas con variacion sistémica. Esto conduce a hacer del concepto de ecuacion
un objeto operativo. Lo que permite experimentar la funcion estructural y enriquecer los
pensamientos del concepto de ecuacion a través de la operacion y la reflexion de la formacion
del concepto de ecuacion. Por lo tanto, al ensefiar el concepto de ecuacion con variacion, es
necesario construir la estructura de las componentes de una ecuacion y desarrollar la
capacidad de aplicacion de este concepto y el pensamiento algebraico de los estudiantes.

La introduccion y comprension de los conceptos algebraicos, requiere proporcionar a
los estudiantes varios ejemplos de diferentes tipos (homogéneos o heterogéneos) y
explicaciones verbales, incluso con graficos y conexiones entre simbolos para aumentar las
representaciones algebraicas de los estudiantes. EI nimero de ejemplos de cada tipo estd
sujeto al cambio de objetos didacticos, contenidos y entorno.

Estos ejemplos se establecen para ayudar a los estudiantes con su clasificacion gradual,
induccidn, abstraccion, comprension profunda y aplicacion de las variaciones. Por ejemplo,

la introduccidn al concepto de ecuacion necesita algunos ejemplos con ligeras diferencias en
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la forma, lo que facilita a los estudiantes identificar, inducir y resumir, en lugar de consumir
demasiada energia de los estudiantes al estudiar a través de ejemplos. De hecho, el profesor
deberia ser flexible a la hora de decidir la cantidad y dificultad de los ejemplos seglin la teoria
de la variacion, dependiendo del nivel real de comprension de los estudiantes para animarlos
a lograr representaciones algebraicas relativamente abstractas en un futuro préoximo.

Concluimos que el presente estudio es novedoso en dos aspectos. En primer lugar,
analiza explicitamente los efectos de focalizar los aspectos y caracteristicas criticas de tareas
concretas (resolucion en nimeros enteros de ecuaciones de primer grado con dos incognitas)
en términos de espacios de variacion multidimensional y en conexion explicita con el
conocimiento previo de los estudiantes.

Esta conexion ain no se ha analizado en estudios basados en la teoria de la variacion
del aprendizaje. En segundo lugar, en este estudio se intent6 revelar no solo el potencial de
aprendizaje de las tareas, como han hecho un niimero considerable de estudios, sino también
las experiencias reales de los estudiantes con diferentes versiones de tareas, lo que aumento
su complejidad, y el nivel de detalle fue mas fino en relacion con la toma de decisiones.

Y finalmente, algo que surgio a raiz de la suspension de las clases por la situacion de
pandemia por COVID-19 y el confinamiento sanitario, es que para que los estudiantes logren
discernir con exito el objeto de aprendizaje, ademas de focalizar su atencion en los aspectos
y caracteristicas criticas como lo sefiala Marton (2015), es fundamental el aprendizaje en
accion, lo que en palabras de Marton (2015) esta constituido por la interaccion entre los
alumnos y el profesor o entre los alumnos y ellos mismos, y denota lo que es posible aprender
en una situacion particular dentro del aula escolar.

Es decir, un objeto de aprendizaje en accién denota un conjunto de experiencias que
ofrece la interaccion, lo que en este caso esta bastante limitado, sin duda es mas facil obtener
evidencias de la interaccion en las clases presenciales o teniendo a la mano otros medios,
como los electrénicos. Por lo que, es probable que futuras investigaciones similares, estando
sujetas a otras condiciones contribuyan a evaluar las fortalezas y fallas de este estudio, en

aras de consolidar los hallazgos de la investigacién que aqui sean presentado.
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HOJAS DE TRABAJO PARA LOS ESTUDIANTES (AGRUPADOS EN PAREJAS)

Una ecuacion es toda igualdad entre dos expresiones algebraicas, es decir, que contienen una o mas
letras que llamaremos incdgnitas. Resolver una ecuacion es buscar todos los valores de las
incégnitas que satisfacen la igualdad. Dichos valores se llaman solucion a la ecuacién. Si los
miembros de la ecuacidn son polinomios se llama ecuacion algebraica.

Llamamos ecuacion lineal diofdntica con dos incognitas a las ecuaciones que tienen la
siguiente forma: ax + by = c donde a, b, son nimeros diferentes de cero y c un nimero cualquiera.
El campo de sus posibles soluciones (x, y) pertenecen a los nimeros enteros (Z). En una ecuacién
lineal, ninguna de las variables tiene exponentes mayores a 1.

Tarea 1l

1. Veamos inicialmente las siguientes ecuaciones y determinemos cuadl de ellas pertenecen a las
ecuaciones lineales con dos incégnitas y con coefiecientes enteros:

4x +3y =25 4x+3=125
a b c a b c
(Tiene coeficientes enteros? [Tiene coeficientes enteros?
(Es una ecuacién con dos incognitas? (Es una ecuacién con dos incognitas?
1.9x-2y=10 2x -2y =10
a b c a b c
(Tiene coeficientes enteros? (Tiene coeficientes enteros?
(Es una ecuacién con dos incognitas? (Es una ecuacién con dos incognitas?
9x -2y =1 Ox— 2y=1
3
a b c a b c
(Tiene coeficientes enteros? [Tiene coeficientes enteros?
(Es una ecuacién con dos incognitas? (Es una ecuacién con dos incognitas?

(Cuando una ecuacion tiene dos incdgnitas?

(Cuando una ecuacidn tiene coeficientes enteros?




2. Veamos ahora estas otras ecuaciones y determinemos cual de ellas pertenecen a las ecuaciones lineales

con dos incégnitas y con coefiecientes enteros:

Sx +ty=34

V5 x—y=25

a b c

a b C

[Tiene coeficientes enteros?

[Tiene coeficientes enteros?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

x—3y—-20=0

x? -3y =20

A b c

a b C

(Tiene coeficientes enteros?

(Tiene coeficientes enteros?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

2x3+ 5y —-3z2=120

2x+ 5y —-3x=120

a b c

a b C

(Tiene coeficientes enteros?

(Tiene coeficientes enteros?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

(Cuando una ecuacion tiene dos incognitas?

(Cuando una ecuacion es lineal?

(Como son los coefientes en una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas?
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3. Finalmente, veamos las siguientes ecuaciones y determinemos cudl de ellas pertenecen a las ecuaciones

lineales con dos incégnitas y con coefiecientes enteros:

~(48x +36 y=48)

23x +4y —Tx =3y +15

A b c

a b C

(Tiene coeficientes enteros?

(Tiene coeficientes enteros?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

y=-2x+38

~(42x + 36 y = 48)

a b c

a b C

(Tiene coeficientes enteros?

(Tiene coeficientes enteros?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

15x +10y—-20=0

x2—3x=20

a b c

a b C

(Tiene coeficientes enteros?

(Tiene coeficientes enteros?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

(Es una ecuacién con dos incognitas?

(Cuando una ecuacion tiene dos incognotas?

(Cuando una ecuacion es una ecuacion es lineal?

(Cuando una ecuacién es una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas?
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HOJAS DE TRABAJO PARA LOS ESTUDIANTES (AGRUPADOS EN PAREJAS)

Reciben el nombre de ecuaciones diofanticas aquellas ecuaciones polindmicas, con coeficientes
enteros, cuyas soluciones son numeros enteros. Vamos a estudiar aqui las ecuaciones diofanticas del
tipo ax = by = £ c, en la que a y b son nimeros enteros diferentes de cero y ¢ un nimero entero
cualquiera.

Tarea 2A

Aprendizaje previsto

a) (Cuando una ecuacion del tipo ax £ by ==x ¢, en la que a y b son nimeros enteros diferentes de
cero y ¢ un numero entero cualquiera, tiene solucion entera?

Actividades Propuestas

Consulta el video mostrado en el siguiente enlace llamado “Introduccion a las Ecuaciones
Diofénticas”
https://youtu.be/oUXIghktJGo

Para responder a la primera pregunta, resolveremos la siguiente tarea.

1. Encuentra las soluciones en niimeros enteros de las siguientes ecuaciones utilizando el
procedimiento de tanteo, formulando tus conjeturas y probandolas.

ACTIVIDAD I1

1. Deseamos encontrar todas las parejas de enteros (x, y) que satisfagan la siguiente
ecuacion.

Consideremos la ecuacion: x+y=7

Coeficientes a b c

Encuentra el Maximo Comun Divisor de (a, b)

M.C.D. (a, b)

(EIM.C.D. (a, b) divide de manera exacta al c

coeficiente ¢? M.C.D

(La ecuacion propuesta tiene solucion [en que te basas para dar tu respuesta?
entera?
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Escribe una posible solucion y pruebala.

Xi= Y= Solucion

(Es esta solucion la inica?, o hay més soluciones, conjetura y prueba
Xo= Yo=

X3= Y=

Xq4= Y4=

2. Ahora encuentra todas las parejas de enteros (x, y) que satisfagan la siguiente ecuacion.

Consideremos la ecuacion: x-y=17

Coeficientes a b c
Encuentra el Maximo Comun Divisor de (a, b)

M.C.D. (a, b)

(EIM.C.D. (a, b) divide de manera exacta al c

coeficiente c? M.C.D

(La ecuacion propuesta tiene solucion [en que te basas para dar tu respuesta?
entera?
Xi= Y= Solucion

(Es esta solucion la Uinica?, o hay mas soluciones, conjetura y prueba
Xo= Yo=
X3= Ys=
Xq4= Y4=

Comparen las ecuaciones 1y 2, ; en qué se diferencian?
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(Ambas tienen solucién en niimeros enteros?

(Tienen las mismas soluciones?

3.Ahora analicemos la ecuacion 2x+ 10y =17
Coeficientes a b c
Encuentra el Maximo Comun Divisor de (a, b)
M.C.D. (a, b)
(EIM.C.D. (a, b) divide de manera exacta al c
coeficiente c? M.C.D

(Tiene solucion en niameros
enteros?

ecuacion?

(qué parejas de enteros (X, y) satisfacen la

Consulta el video mostrado en el siguiente enlace, donde se detalla el procedimiento que
sirve para resolver de forma aritmetica la ecuaciones de primer grado con dos incognitas.

https://youtu.be/fZfmWyt0d8U

3.Deseamos ahora saber cudl de las siguientes ecuaciones tiene soluciéon en nimeros

enteros.
a)2x— S5y=9 b) 2x— 6y=9 ¢)2x-T7y=9
a B C a b c a b c

M.C.D M.C.D M.C.D
(a,b) (a,b) (a,b)

C B C B C B
M.C.D M.C.D M.C.D
Encontrar una pareja de niumeros enteros (x, y) para cada ecuacion, que satisfagan la
igualdad.
Solucién Solucién Solucién
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(Qué puedes deducir de lo anterior?

Comparen las ecuaciones a, b y ¢, jen qué se diferencian?

(Se pueden relacionar?

(De qué manera?

(Cuando una ecuacion de este tipo (diofantica) tiene solucion en nimeros enteros?
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Tarea 2B

Aprendizaje previsto

a) ¢Cudndo una ecuacién del tipo ax* by ==+ ¢, enla que ay b son nimeros enteros diferentes de
cero y c un numero entero cualquiera, tiene solucion entera?

Otra forma de averiguar las soluciones es de forma gréfica, por ejemplo, con un programa
de geometria dinamica en el cual se puedan representar ecuaciones. En este caso hemos
utilizado un programa llamado Geogebra, de Markus Hohenwarter. Para ello,
representamos la recta que obtenemos a partir de la ecuacion diofantica:

Actividades propuestas
ACTIVIDAD III

1. Consideremos la ecuaciones en enteros

a)2x+3y=2 b) 6x—3y=1
a b c a b c
M.C.D (a, M.C.D (a,
b) b)
C C
M.C.D M.C.D

Graficamente, las soluciones enteras corresponden a los pares (x, ) € Z contenidos en la
representacion grafica de cada recta.

i

e
)
-

e

L

L

..

L

. LA

- LI

e - . = o

.'b. .J'.
. " L
e .
.. .
L :
L -

e Enelcasode 2x + 3y = 2, en la gréfica se puede observar que (-5,4), (-2,2), (1,0), (4,-2), (7,-4) son
algunas soluciones.
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Prueba alguna de las soluciones y demuestra que efectivamente si cumple con la igualdad en la ecuacion.

En el caso de la recta 6x — 3y = 1, no se observan soluciones; ;tendra alguna?

Comprueba tu conjetura

(Cuando una ecuacion de este tipo (diofantica) tiene solucion en nimeros enteros?
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Tarea 3A

Aprendizaje previsto

a) Cuando una ecuacion del tipo ax £ by ==* ¢, enla que a y b son ntimeros enteros diferentes de cero
y ¢ un nimero entero cualquiera, tiene solucion.
b) En caso de tener solucion, como encontrarla (solucioén particular)

Actividades propuestas

ACTIVIDAD IV

El objetivo: Sera determinar si las ecuaciones propuestas tienen solucidon en nimeros
enteros, de ser asi hallar algunas soluciones a las ecuaciones diofanticas de primer grado
con dos incdgnitas, aplicando algunos métodos que agilicen el proceso.

Consultar el video mostrado en el siguiente enlace, donde se detallan los tres criterios
(propiedades de los nimeros enteros) que sirven para resolver de forma aritmetica la
ecuaciones de primer grado con dos incognitas.

https://youtu.be/v0le8CgcQJo

a) Criterio de Divisibilidad o Multiplicidad (ax + by = c donde a o b son multiplos de c)
Se busca si a o b son multiplos de c, si alguno no lo es se convierte ese numero a
multiplo de c.

Analizemos la siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacion

S5x +2y =126 S5x—-Ty=125

Coeficientes a b C Coeficientes a b C

M.C.D (a, b) c M.C.D (a, b) c

M.C.D M.C.D

(Tiene solucion? (Tiene solucion?

Encontrar una primera solucion Encontrar una primera solucion

Encontrar otras soluciones Encontrar otras soluciones
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Si has encontrado una solucion particular, ahora puedes encontrar otras soluciones
utilizando el método aritmético.
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Tarea 3B

Aprendizaje previsto

a) Cuando una ecuacion del tipo ax = by =c, en la que a y b son nimeros enteros diferentes de cero
y ¢ un nimero entero cualquiera, tiene solucion.
b) En caso de tener solucion, como encontrarla (solucioén particular)

Actividades propuestas

ACTIVIDAD V

a) Criterio de Cifras Terminales (ax + by = c donde a o b es multiplo de 5)

Cuando uno de los coeficientes (a, b) sea multiplo de 5, se multiplica por 2 ambos
términos de la ecuacion. Ahora se analizan las cifras terminales de a, b y ¢ de la
ecuacion.

Analizemos la siguiente ecuacion Analizemos la siguiente ecuacion
4x + 5y =98 3x-5y=7

Coeficient a b c Coeficientes a b c

es

M.C.D (a, b) c M.C.D (a, b) c

M.C.D M.C.D

(Tiene solucion? (Tiene solucion?

Encontrar una primera solucion Encontrar una primera solucion

Encontrar otras soluciones Encontrar otras soluciones
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Si has encontrado una solucion particular, ahora puedes encontrar otras soluciones
utilizando el método aritmético.
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Tarea 3C

Aprendizaje previsto
a) (Cuando una ecuacion del tipo ax = by =+ c, en la que a y b son niimeros enteros diferentes de cero
y ¢ un nimero entero cualquiera, tiene solucion?
b) En caso de tener solucion, como encontrarla (solucioén particular)
Variacion: Resolviendo ecuaciones con diferentes métodos
Actividades propuestas

ACTIVIDAD VI

a) Criterio de la Division (ax+ by=cdondeb=10b <3, peroa<d)

Recordar
dgq+r=D
D d
Dividendo Divisor
r q
Residuo Cociente
v v
Y X
Analizemos ahora la siguiente ecuacion Analizemos ahora la siguiente ecuacion
Sx+y=283 l11x+ 13y =173
Coeficientes A b c Coeficientes a b c
M.C.D (a, b) c M.C.D (a, b) c
M.C.D M.C.D
(Tiene solucion? (Tiene solucion?
Encontrar una primera solucion Encontrar una primera solucion
Encontrar otras soluciones Encontrar otras soluciones
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Si has encontrado una solucion particular, ahora puedes encontrar otras soluciones
utilizando el método aritmético.

333




Tarea 4A

Aprendizaje previsto

b) ¢Cuando una ecuacion del tipo ax + by =+ ¢, en la que a y b son niimeros enteros diferentes de
cero y ¢ un nimero entero cualquiera, tiene solucion entera?
¢) En caso de tener solucion, como encontrarla (solucion particular)

d) ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general)
El algoritmo de Euclides nos dice lo siguiente:

Para calcular el maximo comun divisor entre dos nimeros enteros positivos a y b dividimos
el mas grande, digamos a, entre el més pequeno, digamos b. Esta division nos proporcionara
un cociente, ¢z, y un resto, r;. Sir; = 0, entonces M.C.D (a,b) = b. Si no es cero dividimos
el divisor, ¢;, entre el resto, r; obteniendo otro cociente, ¢z, y otro resto, r2. Sir; = 0,
entonces M.C.D (a, b) = r;. Si no es cero volvemos a dividir divisor entre resto. Y asi
sucesivamente.

Esto es, el maximo comun divisor entre a y b es el ultimo resto distinto de cero que
obtengamos con el procedimiento anterior.

(@,b) =ax by Residuo = Dividendo — divisor por el cociente

7 Cocient r=D-d*C
ociente
Divisor
2 Residuo
Ejemplo:

ALGORITMO DE EUCLIDES

COCIENTES - 3

L 3%
RESTOS n
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Actividades propuestas
ACTIVIDAD VII

1. Consulta los videos mostrados en los siguientes enlaces, donde se detallan los
procedimientos para obtener el Maximo Comun Denominador (M.C.D) a través de aplicar

el algoritmo de Euclides.

e https://www.youtube.com/watch?v=036p0OZ0O0hV4
e https://youtu.be/4Q5VMntl7Do

2.Con base en la informacién y procedimientos mostrados en el video anterior:

1.Calcular el Maximo Comun Divisor (M.C.D) de ( 525, 100) utilizando el algoritmo de
Euclides

Cocientes
Divisores/Dividendos
Resdiuos

Procedimiento

Realizar la comprobacion de la division de cada una de las divisiones realizadas
r=D-d*C

2.Calcular el med ( 66, 550) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes
Divisores/Dividendos
Resdiuos

Procedimiento
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Realizar la comprobacion de la division de cada una de las divisiones realizadas
r=D-d*C

Veamos a continuacién, como hallar una soluciéon (Xo, yo) cualquiera para ecuaciones
diofanticas. En este caso de la siguiente ecuacion 127x — 52y = 1. Pero antes revisa el
siguiente video referente a la identidad de bezout. https://youtu.be/jpH7fyqySaY

Para ello comenzaremos calculando el algoritmo de Euclides.

Cocientes
Divisores/Dividendos
Resdiuos

Procedimiento

Realizar la comprobacion de la division de cada una de las divisiones realizadas
r=D-d*C

Ahora toma una solucion particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la forma
general, para todas las soluciones en nimeros enteros.

_ b
T =To+ mcd(a,b)t

Yy="Yo — mcd{za,b)t

Solucion general Prueba cuando t =2 | Demuestra que si es solucion,
sustituye en 127x — 52y =1

336




Tarea 4B

Aprendizaje previsto

a) (Cuando una ecuacion del tipo ax £ by ==x ¢, en la que a y b son nimeros enteros diferentes de
cero y ¢ un numero entero cualquiera, tiene solucion?
b) En caso de tener solucion, como encontrarla (solucioén particular)

¢) ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion? (modelo general)
Actividades propuestas

ACTIVIDAD VIII
1. Considera la siguiente ecuacion 3x+8y=0

Calcula el Méaximo Comun Divisor (M.C.D) de ( 3, 8) utilizando el algoritmo de Euclides

Cocientes
Divisores/Dividendos
Resdiuos

2. Realiza la grafica de la ecuacion dada echando mano de Geogebra (en esta direecion
puedes descargar geogebra, una vez descargada e instalada se puede utilizar sin
conexion a internet https://www.geogebra.org/download?lang=es ) o de Excel. También
se sugiere utilizar la grafica para establecer hipdtesis sobre las soluciones enteras.

Grafica

Solucion 1 Solucién 2 Solucion 3

X = | Y= X= | Y= X= | Y=
Comprobacién Comprobacién Comprobacién
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Ahora toma una solucion particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la
forma general, para todas las soluciones en niimeros enteros.

— b
T =2Zo+ mcd(a,b)t

Y=Y — mcd(za,b)t

Solucion general

Prueba cuando t= -3

Demuestra que si es solucion
sustituye en 3x+8y=0
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Tarea SA

Aprendizaje previsto

a) Cuando una ecuacion del tipo ax = by =c, en la que a y b son nimeros enteros diferentes de cero
y ¢ un nimero entero cualquiera, tiene solucion.
b) En caso de tener solucién, como encontrarla (solucion particular)

c) Cuantas soluciones tiene la ecuacion (modelo general)

Actividades propuestas (problemas de aplicacion)
ACTIVIDAD IX

Consulta el video mostrado en el siguiente enlace, donde se ejemplifica la aplicacion de las
ecuaciones diofanticas en problemas de la vida cotidiana.

https://youtu.be/s5MOQ197X2w

1. Ejemplo de aplicacion.

Una garrafa de 5 litros y otra de 3 litros de capacidad. ;Coémo podemos utilizar las medidas
exactas de estas garrafas para conseguir una tercera garrafa de 4 litos de manera exacta?

a? st\lx ‘@

(Cuantas veces tendria que llenar o vaciar la garrafa de 5 litros?
Jy cuantas llenar o vaciar la garrafa de 3 litros?

% 5‘]+X@:@
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Si lo modelamos matematicamente tendremos una ecuacion del tipo:

Para averiguar las soluciones, primero lo hacemos de forma grafica. En este caso utiliza
Geogebra. Para ello representamos la recta que obtenemos a partir de la ecuacion

diofantica:

QGrafica

(Cuando una ecuacion del tipo ax £ by =c, en la que a y b son niimeros enteros
diferentes de cero y ¢ un numero entero cualquiera, tiene solucion?

(En caso de tener solucion, como encontrarla (solucion particular)?

Comprobacion
Punto A: X = y=
Punto B: X= y=
Punto C: X = y=
Punto D: X = y=__
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Pero queremos una solucion general, es decir, se quiere expresar de manera general cudles
son todas las soluciones de las ecuaciones diofanticas lineales que se puedan encontrar.

Escribe el procedimiento para llegar a la solucion general.

Estas expresiones nos dan todas las soluciones de la Ecuacion.

COMPROBACION
Xo= | Yo= Xo= | Yo=
Cuando t = Cuando t =
Tenemos que: Tenemos que: Tenemos que: Tenemos que:
X= Y= X= Y=

Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. | Sustituyendo el valor obtenido en la Ec. Original
Original

Comprobacion Comprobacion

[

En este problema la “y” negativa significa la garrafa de 5

(1]

litros y la “y” positiva, seria cuantas veces deberiamos
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Tarea SB

Aprendizaje previsto
a) (Cuando una ecuacion del tipo ax + by =c, en la que a y b son numeros enteros diferentes de cero
y ¢ un nimero entero cualquiera, tiene solucion?
b) En caso de tener solucion, como encontrarla (solucioén particular)
c) Cuantas soluciones tiene la ecuacion (modelo general)
Actividades propuestas

ACTIVIDAD X (problemas de aplicacion)

Consulta el video mostrado en el siguiente enlace, donde se ejemplifica la aplicacion de las
ecuaciones diofanticas en problemas de la vida cotidiana.

https://youtu.be/C_h-mGMXvm4
2.Ejemplo de Aplicacion.

Aldo ingresa a una papeleria para comprar lapices de 2 pesos y correctores de 5 pesos; ¢l
dispone de 78 pesos para realizar dicha compra. Indique el nimero de formas que Aldo
puede comprar, gastando todo el dinero que tiene, si debe comprar al menos un articulo de
cada tipo.

Plantea la Ecuacion (Es una ecuacion diofantica?
Coeficientes | A B C
M.C.D (a, b) c

M.C.D

(Tiene solucion?

Encuentra una primera solucion Encontrar otras soluciones
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Ahora toma una solucion particular y aplicando la identidad de Bezout encuentra la
forma general, para todas las soluciones en nimeros enteros.

Realiza la gréfica de la ecuacion dada echando mano de Geogebra o de Excel. También se
sugiere utilizar la grafica para verificar las soluciones enteras encontradas en la seccion
anterior.

(Qué punto (X, y) coincide con tus resultados?
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ANEXO 2
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ANEXO 2

Las ecuaciones diofanticas no tienen aplicacion practica en el curriculo de secundaria y
Bachillerato en México. En cambio su conocimiento y resolucion es muy interesante pues
muchas veces las soluciones deseadas a un problema son soluciones enteras.

No es habitual que las Ecuaciones Diofantica Lineales (EDL) sea un contenido
curricular (en México no figura de manera explicita en los documentos curriculares),
tampoco es frecuente que en la escuela se presenten problemas con varias o infinitas
soluciones. Sin embargo, en este anexo se resaltan los puntos que consideramos en el plan y
programa de matematica I en los que se tiene relacion y aplicacion de este tipo de ecuaciones
en el bachillerato.

SUBSECRETARIA DE EDUCACION MEDIA SUPERIOR
DIRECCION GENERAL DEL BACHILLERATO

DIRECCION DE COORDINACION ACADEMICA

MATEMATICAS |

PROGRAMA DE ESTUDIOS
PRIMER SEMESTRE

: DGG

DATOS DE LA ASIGNATURA

TIEMPO ASIGNADO: 80 HRS

CREDITOS: 10

CAMPO DISCIPLINAR: MATEMATICAS

COMPONENTE: BASICO

DGB/DCA/06-2017
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FUNDAMENTACION

Teniendo como referencia el actual desarrollo econémico, politico, social, tecnolégico y cultural de México, la Direccion General del
Bachillerato dio inicio a la Actualizacién de Programas de Estudio integrando elementos tales como los aprendizajes claves, contenidos
especificos y aprendizajes esperados, que atienden al Nuevo Modelo Educativo para la Educacién Obligatoria. Ademds de conservar el
enfoque basado en competencias, hacen énfasis en el desarrollo de habilidades socioemocionales y abordan temas transversales
tomando en cuenta lo estipulado en las politicas educativas vigentes.

Considerando lo anterior, dicha actualizacién tiene como fundamento el Programa Sectorial de Educacién 2013-2018, el cual sefiala
que la Educacién Media Superior debe ser fortalecida para contribuir al desarrollo de México a través de la formaciéon de hombres y
mujeres en las competencias que se requieren para el progreso democratico, social y econdémico del pais, mismos, que son esenciales
para construir una nacién préspera y socialmente incluyente basada en el conocimiento. Esto se retoma especificamente del objetivo
2, estrategia 2.1, en la linea de accién 2.1.4.,que a la letra indica: “Revisar el modelo educativo, apoyar la revisién y renovacién
curricular, las practicas pedagdgicas y los materiales educativos para mejorar el aprendizaje”.

Asimismo, este proceso de actualizacién pretende dar cumplimiento a la finalidad esencial del Bachillerato que es: “generar en el
estudiantado el desarrollo de una primera sintesis personal y social que le permita su acceso a la educacioén superior, a la vez que le dé
una comprension de su sociedad y de su tiempo y lo prepare para su posible incorporacion al trabajo productivo™, asi como los objetivos
del Bachillerato General que expresan las siguientes intenciones formativas: ofrecer una cultura general basica; que comprenda
aspectos de la ciencia; de las humanidades y de la técnica; a partir de la cual se adquieran los elementos fundamentales para la
construccién de nuevos conocimientos; proporcionar los conocimientos, los métodos, las técnicas y los lenguajes necesarios para
ingresar a estudios superiores y desempefarse en éstos de manera eficiente, a la vez que se desarrollan las habilidades y actitudes
esenciales para la realizacién de una actividad productiva socialmente Util.

Aunado a ello, en virtud de que la Educacién Media Superior debe favorecer la convivencia, el respeto a los derechos humanos y la
responsabilidad social, el cuidado de las personas, el entendimiento del entorno, la proteccién del medio ambiente, la puesta en practica
de habilidades productivas para el desarrollo integral de los seres humanos, la actualizacién del presente programa de estudios, incluye
temas transversales que segln Figueroa de Katra (2005)?, enriquecen la labor formativa de manera tal que conectan y articulan los
saberes de los distintos sectores de aprendizaje que dotan de sentido a los conocimientos disciplinares, con los temas y contextos
sociales, culturales y éticos presentes en su entorno; buscan mirar toda la experiencia escolar como una oportunidad para que los
aprendizajes integren sus dimensiones cognitivas y formativas, favoreciendo de esta forma una educacién incluyente y con equidad.

! Diario Oficial de la Federaci6n. (1982). México.
?Figueroa de Katra, L. (2005). Desarrollo curricular y transversalidad. Revista Internacional Educacién Global. Vol. 9. Guadalajara, Jalisco. México. Asociacién Mexicana para la Educacion
Internacional. Recuperado de: http://paideia.synaptium.net/pub/pesegpatt2/tetra_ir/tt_ponencia.pdf
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De igual forma, con base en el fortalecimiento de la educacion para la vida, se abordan dentro de este programa de estudios los temas
transversales, mismos que se clasifican a través de ejes tematicos, de los cuales el personal docente seleccionara, ya sea uno o varios,
en funcién del contexto escolar y de su pertinencia en cada bloque. Dichos temas no son Unicos ni pretenden limitar el quehacer
educativo en el aula, ya que es necesario tomar en consideracién temas propios de cada comunidad. A continuacion se presentan los
cuatro ejes transversales:

= Eje transversal Social: se sugiere retomar temas relacionados con la educacion financiera, moral y civica, para la paz (Derechos
Humanos), equidad de género, interculturalidad, lenguaje no sexista, vialidad, entre otros.

= Eje transversal Ambiental: se recomienda abordar temas referentes al respeto a la naturaleza, uso de recursos naturales,
desarrollo sustentable, reciclaje, entre otras.

= Eje transversal de Salud: se sugiere abordar temas relacionados con la educacién sexual integral y reproductiva, cuidado de la
salud, prevencién y consumo de sustancias toxicas, entre otras.

= Eje transversal de Habilidades Lectoras: se recomienda retomar temas relacionados con la lectura, comprension lectora, lecto-
escritura y lectura de textos comunitarios o en lenguas nativas, entre otros.

Asimismo, otro aspecto importante que promueve el programa de estudios es la Interdisciplinariedad entre asignaturas del mismo
semestre, en donde diferentes disciplinas se conjuntan para trabajar de forma colaborativa para la obtencién de resultados en los
aprendizajes esperados de manera integral, permitiendo al estudiantado confrontarse a situaciones cotidianas aplicando dichos
saberes de forma vinculada.

Por otro lado, en cada bloque se observa la relaciéon de las competencias genéricas y disciplinares basicas, los conocimientos, las
habilidades y actitudes que daran como resultado los aprendizajes esperados, permitiendo llevar de la mano al personal docente con
el objetivo de generar un desarrollo progresivo no sélo de los conocimientos, sino también de aspectos actitudinales.

En ese sentido, el rol docente dentro del proceso de ensefanza-aprendizaje, tiene un papel fundamental, como lo establece el Acuerdo
Secretarial 447, ya que es el profesorado quien facilita el proceso educativo al disefiar actividades significativas que promueven el
desarrollo de las competencias (conocimientos, habilidades y actitudes); propicia un ambiente de aprendizaje que favorece el desarrollo
de habilidades socioemocionales del estudiantado, tales como la confianza, seguridad, autoestima, entre otras, propone estrategias
disciplinares y transversales favoreciendo el uso de herramientas tecnolégicas de la informacién y la comunicacion; asi como el disefio
de instrumentos de evaluacién que atiendan al enfoque por competencias.

Es por ello que la Direccién General del Bachillerato a través del Trabajo Colegiado busca promover una mejor formacién docente a
partir de la creacién de redes de gestion escolar, analizar los indicadores del logro académico del estudiantado, generar técnicas
exitosas de trabajo en el aula, compartir experiencias de manera asertiva, exponer problematicas comunes que presenta el
estudiantado respetando la diversidad de opiniones y mejorar la practica pedagdgica, donde es responsabilidad del profesorado:

DGB/DCA/06-2017
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realizar secuencias didacticas innovadoras a partir del andlisis de los programas de estudio, promoviendo el desarrollo de habilidades
socioemocionales y el abordaje de temas transversales de manera interdisciplinar; redisefar las estrategias de evaluacién y generar
materiales didacticos.

Finalmente, este programa de estudios brinda herramientas disciplinares y pedagdgicas al personal docente, quienes deberan, a través
de los elementos antes mencionados, potenciar el papel de los educandos como gestores auténomos de su propio aprendizaje,
promoviendo la participacién creativa de las nuevas generaciones en la economia, en el ambito laboral, la sociedad y la cultura, reforzar
el proceso de formacién de la personalidad, construir un espacio valioso para la adopcién de valores y el desarrollo de actitudes positivas
para la vida.

Enfoque de la disciplina

La disciplina de Matematicas tiene como eje desarrollar el pensamiento légico-matematico para interpretar situaciones reales e
hipotéticas que le permitan al estudiantado, proponer alternativas de solucién desde diversos enfoques, priorizando las habilidades del
pensamiento tales como la bGsqueda de patrones o principios que subyacen a fenémenos cotidianos, la generacién de diversas
alternativas para la soluciéon de problemas, el manejo de la informacién, la toma de decisiones basadas en el andlisis critico de
informaciéon matematica, interpretacién de tablas, graficas, diagramas, textos con simbolos matematicos que se encuentren en su
entorno permitiran, tanto la argumentacién de propuestas de solucién como la prediccion del comportamiento de un fendémeno a partir
del andlisis de su variables. En consecuencia, las estrategias de ensefanza - aprendizaje y la evaluacién que disefie el personal docente
para realizar su intervencién educativa en las asignaturas que conforman el campo de Matematicas deben girar en torno a problemas
significativos para la vida del alumnado, es decir, no deben ser repetitivas o que se resuelvan aplicando un procedimiento o modelo
matematico que no tiene significado, dichas situaciones deben promover la movilizacién de recursos diversos para el disefio de una
metodologia de solucién.

La asignatura Matematicas | promueve el desarrollo del pensamiento l6gico-matematico en el alumnado, mediante el uso de
aritmética, algebra, probabilidad y estadistica, permitiéndole proponer alternativas de solucién a problemas tomados de su vida
cotidiana desde diversos enfoques tales como el determinista o el aleatorio, teniendo en cuenta que los conocimientos no son el fin de
la educacién, sino una herramienta para que el estudiantado desarrolle las competencias que definen el perfil de egreso de la Educacién
Media Superior.
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COMPETENCIAS GENERICAS

:I.Seeomee valona mlsmo aborda lemas y retos teniendo en cuenta los o

1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores, fortalezas y debilidades. CG1.1
1.2 Identifica sus emociones, las maneja de manera constructiva y reconoce la necesidad de solicitar apoyo ante una CG1.2
situacién que lo rebase. c
1.3 Elige alternativas y cursos de accion con base en criterios sustentados y en el marco de un proyecto de vida. CG1.3
1.4 Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones. CGl.4
1.5 Asume las consecuencias de sus comportamientos y decisiones. CG1.S
1.6 Administra los recursos disponibles teniendo en cuenta las restricciones para el logro de sus metas. CG1.6
M@M

2.1 Valora el arte como manifestacion de la belleza y expresion de ideas, sensaciones y emociones. CG2.1
2.2 Experimenta el arte como un hecho historico compartido que permite la comunicacion entre individuos y culturas en G2.2
el tiempo vy el espacio, a la vez que desarrolla un sentido de identidad. '
| 2.3 Participa en practicas relacionadas con el arte. CG2.3
3. Elige y practica estilos de vida saludables.

3.1 Reconoce la actividad fisica como un medio para su desarrollo fisico, mental y social. CG3.1
3.2 Toma decisiones a partir de la valoracion de las consecuencias de distintos habitos de consumo y conductas de riesgo. | CG3.2
3.3 Cultivarelaciones interpersonales que contribuyen a su desarrollo humano y el de quienes lo rodean. CG3.3
4.Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la utill de medios,

|y herramientas apropiados.

4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingiiisticas, matematicas o graficas. CG4a.1
4.2 Aplica distintas estrategias comunicativas segdn quienes sean sus interlocutores, el contexto en el que se encuentra CGa.2
y los objetivos que persigue. ;
4.3 |dentifica las ideas clave en un texto o discurso oral e infiere conclusiones a partir de ellas. CG4.3
4.4 Se comunica en una segunda lengua en situaciones cotidianas. CG4a.4
4.5 Maneja las tecnologias de la informacion y la comunicacién para obtener informacion y expresar ideas. CG4.5
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Piensa critica y reflexivamente.

a
5.1 Sigue instrucciones y procedlmlen(os de manera reflexwa comprendlendo como cada uno de sus pasos contribuye

al alcance de un objetivo. CGs.1
5.2 Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerarquias y relaciones. CGS5.2
5.3 Identifica los sistemas y reglas o principios medulares que subyacen a una serie de fenémenos. CGS.3
5.4 Cons! hipotesis y disena lica modelos para probar su validez. CGS5.4
.5 Sintetiza evidencias obtenidas mediante la experimentacion para producir conclusiones y formular nuevas preguntas. | CGS.S

CGS.6

5.6 Utiliza las tecnologias de la informacion y comunicacion para procesar e interpretar informacion. :
6. Sustenta una postura personal sobre temas de y relevancia general, considerando otros puntos de vista de
manera critica y reflexiva.

6.1 Elige las fuentes de informacion mas relevantes para un propésito especifico y discrimina entre ellas de acuerdo a su
relevancia y confiabilidad.

conocimientos y perspectivas al acervo con el que cuenta.

CG6.1
6.2 EvalGa argumentos y opiniones e identifica prejuicios y falacias. CG6.2
6.3 Reconoce los propios prejuicios, modifica sus puntos de vista al conocer nuevas evidencias, e integra nuevos G6.3

6.4 Estructura ideas y argumentos de manera clara, coherente y sintética.
Aprende de forma auténoma

CG6.4

7.1 Det'ne metas y da segwm:ento a sus procesos de construccion de conocimiento.

7.2 Identifica las actividades que le resultan de menor y mayor interés y dificultad, reconociendo y controlando sus
reacciones frente a retos y obstdculos.

7.3 Articula saberes de diversos campos y establece relaciones entre ellos y su vida cotidiana.

2 manera ene
8.1 Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un provecto en equipo, definiendo un curso de accién con
pasos especificos.

distintos equipos de trabajo.

CG8.1
8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de manera reflexiva. CG8.2
8.3 Asume una actitud constructiva, congruente con los conocimientos y habilidades con los que cuenta dentro de cG8.3
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MATEMATICAS CLAVE

S ™

2. Formulay resuelve problemas matemiticos, apicando diferentes enfoc L CoBM2 |
) COBM 3

COBM 4
5 COBM S

6, Cuanica, epesea y Conrasta xpernenta o Malematcamente, as magnitudes Gl espaci Y s propedades | oo
fisicas de los objetos que lo rodean.

[ 7. Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un proceso o fenomeno, y argumenta su pertinencia, | CDBM 7
8| mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y cientificos. | CDBM 8§

| COMPETENCIAS DISCIPLINARES BASICAS

063

RELACION DE BLOQUES DEL PROGRAMA CON LOS CONTENIDOS DEL NUEVO MODELO

EDUCATIVO DE LA ASIGNATURA DE MATEMATICAS |

De los patrones numéricos a la simbolizacion algebraica.
Sucesiones y series numéricas.
Variacion lineal como introduccién a la relacion funcional. |

Variacion proporcional. I
Tratamiento de lo lineal y lo no lineal (normalmente cuadrético). M
El trabajo simbolico. v
Representacién y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Vi
Conceptos basicos del sistema de coordenadas rectangulares, orientacion y Vi

Del Patrones,
pensamiento | simbolizacion v
aritméticoal | generalizacion:
lenguaje

algebraico.

Reconocimiento y construccion de los lugares geométricos: recta, circunferencia,
elipse, pardbola e hipérbola.

Tratamiento visual y representaciones multiples de los lugares geométricos:
coordenadas rectangulares y parameétricas, puntos singulares, raices y

comportamiento asintotico
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CLAVE | CLAVE

066

G DB Conocimientos Habilidades Actitudes Aprendizajes Esperados
CGS.1 |CDBM 2 | Nimeros Clasifica los nimeros Privilegia el didlogo para | Resuelve y formula de
CGS5.2 |CDBM 3 la construccion de manera colaborativa
CG8.2 o Clasificacion y nuevos conocimientos, | problemas aritméticos

propiedades de eligiendo criticamente una
los nimeros Afronta retosasumiendo | alternativa de solucion que
reales. la frustracion como parte | le permita afrontar retos en
de un proceso, situaciones de su entorno.
« Operaciones con | Explicala solucion de
nimeros reales, | problemas aritméticos. | Se relaciona con sus
semejantes de forma
+ Leyesdelos colaborativa mostrando
Signos. disposicion al trabajo
= Leyes de los metddico y organizado,
exponentes,
= Jerarquia de
operaciones,
=« Minimo
comdn
multiplo.
L]
) n(;()
)
CL&VE C(l:.a\;t Conocimientos Habilidades Actitudes Aprendizajes Esperados
CG14 |CDBM2 | Razonesy Interpreta razones. Toma decisiones de manera | Resuelve problemas de
CGS5.3 [CDBM3 | proporciones. consciente e informada razones y proporciones en
CDBM 5 Calcula porcentajes. [ asumiendo las situaciones cotidianas que
« Porcentajes. consecuencias, requieren de una toma de
« Variacion directa | Resuelve decisiones consciente e
einversa, proporciones, Privilegia el didlogopara la | informada,
construccion de nuevos
conocimientos,
Se relaciona con sus
semejantes de forma
colaborativa mostrando
disposicion al trabajo
metddico y organizado.

Externa emociones e ideas
ante las causas y
consecuencias de sus actos
para la toma de decisiones.
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CLAVE | CLAVE
¢G | CpB

CG82

Conocimientos

Habilidades

Lenguaje algebraico,

Leyes de los
exponentes y
radicales,

Operaciones con
polinomios,

Productos notables.,
Factorizacion,

Fracciones
algebraicas,

Reconoce el lenguaje
algebraico asf como las
leyes de los exponentes
y radicales en la
resolucion de problemas,

Actitudes

Afronta retos asumiendo
de un proceso,

Expresa libremente sus
ideas, mostrando respeto
por las demés opiniones,

Se relaciona con sus
semejantes de forma
colaborativa mostrando
disposicion al trabajo
metadico y organizado,

Maneja y regula sus
emociones reconociendo
sus fortalezas y dreas de
oportunidad,

la frustracion como parte | p

D66

Aprendizajes esperados

Propone procesos de solucion
identificando posibles errores.

CLAVE CLAVE

G CoB

(641
(651
(656
(664

Conocimientos

Tres variables,

Habilidades

Propone problemas a
1esolver con ecuaciones
lineales,

Describe modelos de
solucion de sistemas de
ecuaciones lineales
(analitcos y raficos).

Actitudes

¢ {Reconoce susfortalezas | Resuelve problemas de forma

dreas de oportunidad.

Privilegia el didlogopara
la construccion de nuevos
conocimientos,

Externa un pensamiento
tritico y reflexivo de
manera solidaria.

Afronta retos asumiendo

la frustracion como parte
de un proceso,

Aprendizajes Esperados

ernatvas ae So

Desarrolla estrategias de
manera critica para el
planteamiento y la solucion de
problemas de su contexto,
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