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RESUMEN

La presente tesis reporta la propuesta del disefio de un modelo de ensefianza
para el concepto matematico de funcion y los resultados obtenidos de las
intervenciones didacticas usando el modelo, durante tres afios, en la Universidad

Intercultural Indigena de Michoacén.

La propuesta del modelo se sustenta en la teoria de los Modelos Tedricos Locales
gue propone la elaboracion de un modelo teorico local para la observaciéon en el
aula a través del desarrollo de cuatro componentes: formal, ensefianza, actuacion
y comunicacién. ElI componente de comunicacion se desarrollé mediante
secuencias didacticas basadas en los principios de la Educacion Matematica

Realista.

En este trabajo se comparte la idea de Freudenthal sobre elegir la formacién de
objetos mentales relacionados con los conceptos matematicos en lugar de
pretender ensefiar los conceptos mismos. El objeto de estudio es el concepto de
funcion, pero el objetivo de la tesis es disefiar y probar un modelo de ensefianza
que permita la formacion de objetos mentales ricos y variados.

El monitoreo y evaluacion de las tres intervenciones del modelo se apoya en un
analisis cualitativo previo, con un instrumento de andlisis dirigido al concepto de
funcidn, las intervenciones del modelo se monitorean con video grabaciones para

observar las actitudes y respuestas hacia el modelo.

Este documento se compone de siete apartados y la estructura del trabajo se

compone de cuatro partes con once capitulos:

. Resumen
. Parte |

. Parte Il

. Parte lll




Parte IV
Bibliografia

Anexos

A continuacion se expone brevemente el contenido de los apartados.

El planteamiento del problema y los referentes teoricos (capitulos 1 y 2). El
primer capitulo presenta, de forma introductoria, la problematica y la forma de
afrontarla, por medio de los objetivos planteados. El capitulo nimero dos
expone el marco de referencia, especialmente los fundamentos de la teoria de
los modelos tedricos locales y los principios de la educacion matematica

realista.

El desarrollo del modelo de ensefianza, propuesto bajo la metodologia de
Eugenio Filloy, en esta parte se exponen los cuatro componentes del Modelo
Tedrico Local sobre la funcién (Capitulos 3, 4, 5y 6). En el capitulo niumero
tres, comienza el desarrollo de la propuesta con el componente formal
mediante una sintesis del desarrollo historico del concepto de funcion. En los
capitulos numero cuatro y cinco, se exponen los componentes de ensefianza y
comunicacién que integran al modelo tedrico local propuesto, aterrizados en el
analisis de los libros de texto y revision de las dificultades de aprendizaje
respectivamente . En el capitulo numero seis se desarrolla el componente de
comunicacion a través de secuencias didacticas elaboradas en base a la teoria

de la Educacion Matematica Realista esta teoria contempla seis principios.

La intervencion del modelo y se presentan los materiales obtenidos después
de las intervenciones del modelo, se reportan semi-cuantitativamente debido a
gue una parte de la investigacion es de corte exploratorio y se apoya en el
analisis de actitudes observadas, las respuestas de adopcion a los procesos.
La otra parte reporta de forma cuantitativa la evolucion del modelo a través de
la evaluacion. Se presenta el material didactico que se elaboro y utilizé para la




intervencién del modelo, también se presenta un analisis narrativo de las
actividades en la clase durante una de las Ultimas intervenciones para validar
de la implementacion real del modelo, posteriormente se presenta un informe
con los resultados cuantitativos de las evaluaciones de cada una de las

intervenciones.

IV. Finalmente se presentan las conclusiones.
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PARTE I: ESTRUCTURA CONCEPTUAL







CAPITULO 1: PANORAMA GENERAL

Los problemas de la educacion matematica se ven reflejados en todos los niveles
de educacion, desde los niveles bésicos hasta universitarios. La Universidad
Intercultural Indigena de Michoacédn, donde se desarroll6 el trabajo que aqui se
presenta, no es la excepcion; en la actualidad, no se trata sélo de un problema

regional ni tampoco nacional, sino que es un problema a nivel internacional.

Las preguntas que muchos docentes nos hacemos ante dicha problemética son:
¢cudles son las dificultades a que se enfrentan los alumnos en la educacién de las
matematicas? ¢ Existe un modelo para la ensefianza de conceptos matematicos?
¢, De qué manera puede contribuir un modelo de ensefianza conseguir espacios de
aprendizaje que ayuden a solucionar obstaculos de aprendizaje? El modelo de
ensefianza se entiende como un constructo, justificado bajo una teoria, que puede
planear y disefiar estructuradamente materiales de ensefianza orientados a la

ensefianza en el aula (Joyce y Weil, 1985)

En esta tesis se presenta el desarrollo, y las intervenciones, de un modelo
propuesto para la ensefianza del concepto funcién, en un contexto universitario
intercultural, bajo la luz del marco te6rico metodoldgico de los Modelos Tedricos
Locales (MTL) y la Educacion Matematica Realista (EMR). La pretensidon de este
modelo, y la forma de intervencion, es que pueda ser utilizado como guia para
otras situaciones similares, es decir, misma metodologia diferente concepto

matematico.

La teoria propuesta por Filloy para los Modelos Teoricos Locales (Filloy y Rubio,

1992) es descrita como:

‘un marco tedrico metodoldgico para la observacion experimental en

matematica educativa” (Filloy y Sutherland, 1997, p. 1).

En esta teoria los componentes del modelo son vistos como modelos.

el objeto de estudio se enfoca a través de cuatro componentes

relacionados: (1) modelos de ensefianza, (2) modelos de los procesos
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cognitivos, (3) modelos de competencia formal y (4) modelos de

comunicacion” (Séiz, 2002, p. 4).

El concepto de funcion se tomé como objeto de estudio debido a que es un
concepto matematico muy importante en los programas curriculares de la
licenciatura de Desarrollo Sustentable con terminal de Tecnologias Alternativas en
la Universidad Intercultural Indigena de Michoacan, y se encuentra en la
asignatura de Matematicas Aplicadas a las Tecnologias Alternativas en el tercer
semestre. Los programas curriculares incluyen algunos libros de texto en la
bibliografia recomendada, pero no una metodologia propia para abordar los temas

matematicos.

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El interés de desarrollar un modelo de ensefianza para conceptos matematicos, y
dar cuenta de él, surge al no contar con un modelo propio en la practica docente
cotidiana que ofrezca una educacién de calidad desde la interculturalidad, ademas
de algunas otras actividades académicas, por ejemplo analizar los planes de
estudio con el objetivo de modificar o cambiar programas, planear contenidos
curriculares o estrategias de aprendizaje para mejorar los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las mateméticas. Pero la motivacion principal fue poder
identificar, en la practica docente cotidiana algunas de las dificultades que acarrea
el aprendizaje de las matematicas, particularmente el concepto funcion, y ofrecer

un modelo pertinente al respecto.

La propuesta incluye al concepto de funcibn como objeto de estudio porque
constituye uno de los temas fundamentales en las materias del area de
matematicas, ya que éstas se convierten en las herramientas béasicas para la
aplicaciéon del conocimiento matematico a muchos de los problemas practicos que
surgen de manera transversal en el campo de desarrollo de la licenciatura en
Desarrollo Sustentable y terminal en Tecnologias Alternativas. Ademas de los
supuestos tedricos, de la experiencia educativa del profesorado de esta

universidad y las investigaciones documentadas al respecto, se sabe que los
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alumnos que llegan a esta universidad se enfrentan con dificultades cuando

estudian el objeto de estudio en cuestion.

1.2 OBJETIVO GENERAL

Formular y sustentar un modelo de ensefianza pertinente para alumnos de la

Universidad Intercultural Indigena de Michoacan, tomando como objeto de estudio

al concepto de funcion.

1.2.1 Objetivos particulares:

Posicionar la investigacion en un marco teérico y metodologico.

Indagar sobre los conocimientos matematicos relacionados con la funcion

gue los alumnos poseen antes de la intervencion del modelo.

Construir los componentes del Modelo Teorico Local para la ensefianza del
concepto de funcién, tomando en cuenta las caracteristicas propias de los

alumnos.

Disefar el componente del modelo que incluye la intervencion en el aula.

1.2.2 Objetivos especificos:

Analizar la pertinencia del modelo de acuerdo a la literatura relacionada con

los Modelos Tedricos Locales y la Educacién Matematica Realista.

Revisar resultados de investigaciones relacionadas con el concepto de
funcién y su ensefianza en cualquier nivel educativo, subrayando lo que

sucede con alumnos universitarios.

Diseflar secuencias didacticas a partir de los principios de la Educacion

Matematica Realista para construir el componente de comunicacion.

Aplicar las secuencias didacticas de acuerdo con la Educacion Matematica
Realista.
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e Analizar cada una de las intervenciones, asi como los instrumentos

implementados.

1.3 JUSTIFICACION

En los planes de estudio de matematicas a nivel mundial se incluye el estudio del
concepto funcion. Algunas organizaciones internacionales como el National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM), de los Estados Unidos de
Norteamérica, plantean que uno de los temas centrales en matematicas es el
estudio de patrones y funciones (NCTM, 1989) y su desarrollo y estudio han sido

una parte muy importante para la consolidacion de toda la matematica moderna.

En ambitos académicos, entre matematicos y profesores de mateméaticas se
reconoce que uno de los objetos matematicos abstractos mas importantes de
cualquier nivel educativo es el concepto de funcidén (Guershon y Dubinsky y, 1992;
Da Ponte, 1992; Farfan y Garcia, 2005; Del Castillo y Montiel, 2007). Ademas, la
sociedad tecnoldgica demanda que los ciudadanos aprendan a tratar conceptos
abstractos y relaciones formales (Santamaria, 2006) y el concepto de funcién
cumple con estos propositos. Sin embargo, también se sabe de las dificultades
para su comprension y aprendizaje (Sierpinska, 1992; Garcia, Vazquez e
Hinojosa, 2004), de ahi la importancia de intervenir con un modelo propio que
ayude a conocer el estatus de los alumnos respecto al concepto de funcion y al

mismo tiempo contribuya a superar las dificultades de aprendizaje.

El concepto de funcion esta relacionado, directa o indirectamente, con muchos
campos de las matematicas, es por ello que su enseflanza comienza desde
niveles escolares basicos y contintda en la educacion superior. En el nivel basico,
se considera que el concepto de funcion se trabaja implicitamente dentro de la
aritmética, el algebra y la geometria. En el nivel superior se encuentra,
principalmente, en el estudio del calculo que, por lo general, es una de las
asignaturas dentro de los programas de las ingenierias o licenciaturas que tienen
gue ver con las ciencias exactas. Por todo esto es que existen investigaciones

educativas acerca de una amplia gama de temas relacionados con la funcién.
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Existen trabajos relacionados con las dificultades para el aprendizaje del concepto
de funcion en diferentes niveles. Algunos de ellos estan dedicados a su historia u
origen, otros hablan sobre lo complejo de su comprension, otros mas hacen un
analisis de como los alumnos entienden el concepto (Bravo y Arrieta, 2005;
Carlson, 1998; Cuesta, Deulofeu y Méndez, 2010; Falcade, 2004; Farfan y Garcia
2005; Gomez Bello, 2011; Ochoa, 2008). También existen investigaciones sobre
funciones especificas enfocadas a la fisica o las mateméticas (Guershon y
Dubinsky, 1992).

De las reflexiones que se encuentran en estas investigaciones de por qué existen
dichas dificultades, algunas apoyan la idea que es debido a la formulacién
moderna de la concepcion de la funcién porque el concepto de funcién se ha
venido desarrollando a través del tiempo y no como lo dicta su definicion en
términos de conjuntos. Desde el punto de vista de Freudenthal (1983) y
respaldado con su fenomenologia didactica, dice que resulta contraproducente en
términos educativos. Freudenthal (1983) subraya que el acercamiento a la funcion
por medio de la variable es fundamental porque el origen de la funcion es
"establecer, postular, producir, reproducir dependencia (o0 conexidn) entre
variables que ocurren en el mundo fisico, social o mental" y agrega que esto
sucede dentro y entre estos mundos. Asi, para él el concepto de funcién definido
como ley de asignacién o como un subconjunto particular de pares ordenados,
aunqgue equivalentes matematicamente, son distintos fenomenolégicamente y mas
aun desde una fenomenologia didactica porque la segunda definicion oscurece el
acto de asignacion de un conjunto a otro y "uno puede oponer estas dos

definiciones como dinamica versus estatica”.

En resumen, y apoyando la fenomenologia de Freudenthal la interpretacion
abstracta de conjuntos es lo que la hace estatica, ocultando el origen del
concepto, su caracter dinamico de asignacion, el comportamiento de dos variables
gue cambian de diferente manera, una liboremente y la otra con restricciones, lo
cual es mas cercano a la experiencia de los alumnos como es recomendable de

acuerdo con las nuevas tendencias de la educacion matematica (Sfard, 1992;
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Sierpinska, 1992; Tall, 1996). A pesar de ello, la definicion conjuntista para la
funcion se sigue introduciendo en algunos libros de texto pre-universitarios, como

se vera mas adelante.

Otro origen de las dificultades del aprendizaje de la funcién es la existencia de
varias definiciones (desde el punto de vista del alumno), pues segun el area
académica en el que se utiliza o el nivel educativo, la definicidbn se enuncia de
diferentes formas. Aunque son definiciones equivalentes, de acuerdo con la
fenomenologia didactica de Freudenthal son diferentes. En resumen, como el
concepto de funcidén contiene una amplia gama de representaciones, se convierten

es un problema complejo para su comprension.

Aunque existen muchas investigaciones y propuestas sobre el aprendizaje y
ensefianza de la funcién (Bravo y Arrieta, 2005; Carlson, 1998; Cuesta, Deulofeu y
Méndez, 2010; Falcade, 2004; Farfan y Garcia 2005; Gémez Bello, 2011; Ochoa,
2008; Sierpinska, 1992; Garcia, Vazquez e Hinojosa, 2004), generalmente, en los
libros de texto para la ensefianza del calculo, usados a nivel bachillerato, se
centran en ejercitar técnicas especificas y las lecciones no consideran la realidad
contextualizada de los alumnos ni se toma en cuenta el desarrollo historico del
concepto de funcidon. Ademas, desde el punto de vista didactico, los libros de texto
no consideran la interaccion entre los alumnos, ni entre alumnos y docentes. Todo
esto lleva a generar procesos de ensefianza incompletos, que no permiten la
formacion de objetos mentales ricos y variados asociados al concepto de funcion.
En los planes y programas de los diferentes subsistemas, existe la misma
problematica que en los libros de texto.

La presente propuesta se justifica por varios puntos, uno de ellos es desarrollar un
modelo de ensefianza para el concepto de funcion, que se pueda desarrollar
directamente en el salon de clases como una actividad cotidiana. Generalmente
las investigaciones sobre el tema del concepto de funcién la realizan
investigadores que no se encuentran en las aulas y, por ende, tardardn mas

tiempo en que lleguen a ellas para su intervencion permanente, por lo que esta
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tesis es una aportacion al estado del arte sobre la ensefianza del concepto. Otro
punto consiste en generar un modelo pertinente para la comprension del concepto
de funcion que incluya la generacion de secuencias didacticas particulares para
los alumnos de la UlIM; con caracteristicas especificas de su propio entorno. Al
plantear una investigacion en el aula, es posible dar seguimiento a un modelo de
ensefianza y ver qué pasa con las estrategias aplicadas, observar si son 0 no
aceptadas, entendidas, etc.

1.4 HIPOTESIS

El desarrollo de un modelo de ensefianza para el concepto matematico funcién y
la correspondiente intervencion, facilitaran la constituciéon de objetos mentales
variados en relacion con el concepto de funcion, lo que a su vez favorecera la

comprension del mismo

1.5 METODOLOGIA

Para lograr los objetivos especificos, particulares y generales planteados, esta
tesis tomé de referencia un Modelo Teorico Local (Filloy, 1999).

Asi, la metodologia para el desarrollo de esta tesis abarca varios tipos de tareas:
e Investigacion tedrica
¢ Diagndsticos sobre los conocimientos de los alumnos.
e Disefio de secuencias didacticas.
e Intervencion en el aula.

e Recoleccién de datos.

Andlisis de datos y evidencia.
La metodologia para la investigacion tedrica se realizé a través de
e Busqueda de informacion.

e Lecturay andlisis de la informacion.
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e Redaccion de documentos con los resultados de los pasos anteriores.

En todos los casos la referencia son los objetivos generales, particulares y
especificos planteados; también se toma en consideracion el nivel educativo y las
circunstancias particulares de los alumnos sobre los que esta investigacion se
enfocd, que son los alumnos de la UIIM de tercer semestre, inscritos a la

licenciatura en Desarrollo Sustentable, con terminal de Tecnologias Alternativas.

Para el disefio de los diagnésticos aplicados a los alumnos se precedié de la

siguiente manera:

1 Anadlisis de los instrumentos diagnésticos a los alumnos de nuevo ingreso, para

detectar las preguntas relativas al concepto de funcidén o a sus antecedentes.
2 Eleccién de reactivos para la elaboracion de diagnostico sobre la funcién.
Para la intervencion en el aula, la metodologia fue:

e Elaborar hojas de trabajo.

e Explicar la forma de trabajar, haciendo hincapié en que no se trata de

evaluarlos ni tampoco de divulgar su aprovechamiento académico.

¢ Resolver individualmente los ejercicios de las hojas de trabajo y después

revisar y socializar los resultados con sus compaferos.
¢ Resolver ejercicios de las hojas de trabajo de forma colectiva.
e Elaboracioén y resolver ejercicios similares y socializarlos en el grupo.
e Trabajar el material de apoyo en grupo.

e Re-escribir reactivos propios e identificar y resaltar los conceptos que

encontraron en el material de apoyo.
e Resolver el diagnostico sobre la funcién al final de la intervencién.
Para la recoleccion de datos.

e Para recaudar informacion preliminar se analizaron los diagndsticos

iniciales de generaciones anteriores (2009, 2010 y 2011).
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e Del diagndstico inicial se obtuvieron promedios generales por categoria
(conocimientos y habilidades) y los promedios de los diez reactivos que se

escogieron para elaborar el diagnéstico sobre la funcion.
Para realizar los andlisis cualitativamente:

e Se realizan entrevistas para obtener informacion de los reactivos que fueron

contestados erroneamente.

e Las evaluaciones del diagnéstico de funcion fueron comparadas con las
evaluaciones previas, para encontrar diferencias cuantitativamente y

evaluar el modelo.

e Las sesiones son grabadas para observar actitudes, procedimientos,
confusiones y otros elementos que permiten identificar los momentos clave
que pueden ser asociados con los principios de la Educacién Matematica
Realista, durante todo el proceso. Esto sirve como antecedente para

préximas implementaciones y mejoras del modelo.
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CAPITULO 2: REFERENTES TEORICOS

La teoria de los Modelos Teoricos Locales (MTL) fue desarrollada en el ambito de
la Educacion Matematica, en los afios ochenta del siglo pasado por Eugenio Filloy,
quien la describe como “un marco tedrico metodoldgico para la observacion
experimental en matematica educativa” (Filloy y Sutherland, 1997). Como se
explico en el capitulo anterior, la investigacion aqui planteada pretende
desarrollarse en el aula por lo que se eligié este marco para el desarrollo de la

investigacion que aqui se presenta.

Un modelo teodrico local se caracteriza por el hecho de que no afirma que las
cosas son tal y como las dicta el modelo, sino que, si las cosas fueran como las
organiza el modelo, los fendbmenos se producirian como lo describe el modelo. El
modelo tiene caracter descriptivo, explicativo y predictivo, pero no excluye que los
mismos fendmenos puedan describirse, explicarse y predecirse de otra manera o
mediante otro modelo. Siguiendo la linea de la EMR, se utiliza la metodologia
cualitativa de caracter exploratorio, la cual estd basada en experiencias de aulas
donde se ponen a prueba secuencias didacticas que se observan, registran,
analizando hitos, saltos y discontinuidades en el aprendizaje de los alumnos

(Bressan, Zolkower y Gallego, 2005).

2.1 MODELOS TEORICOS LOCALES DE FILLOY

Los modelos tedricos locales (MTL) dan cuenta de los procesos de ensefianza de
aprendizaje que se desarrollan cuando se ensefia en el sistema educativo; el
caracter local viene dado por el hecho de que el modelo se elabora para dar
cuenta de unos contenidos matematicos concretos, a unos alumnos concretos y
solo se pretende que el modelo sea adecuado para los fendmenos observados
(Puig, 2008).

En el acto educativo intervienen factores esenciales, a saber, el profesor, el
alumno, el contenido y la comunicacion. Los MTL se desarrollan a través de

cuatro componentes, también denominados modelos de los MTL:
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e Componente de competencia formal del MTL o modelo de competencia o,
simplemente, modelo formal.

e Componente de ensefianza del MTL o modelo de ensefanza.

e Componente de cognicion del MTL o modelo para los procesos cognitivos o
modelo de actuacion (denominacién propuesta por Puig, 2008).

e Componente de comunicacion del MTL o modelo de procesos de

comunicacién o, simplemente, modelo de comunicacién.
2.1.1 Modelo Formal

Modelo de competencia formal. Este modelo retne todo el saber en relacion con el
conocimiento matematico que se desea estudiar. EI modelo formal permite situar
el contenido matematico a tratar dentro de la matematica misma y dentro del
curriculum escolar, con el fin de elegir lo que se va a ensefiar y como, y contrastar
con propuestas didacticas ya existentes. También es una herramienta para la
investigacion, obedece a la necesidad contar con elementos para analizar lo que
sucede en el aula, las actuaciones de los alumnos, sus producciones, la
intervencién del docente y asi.
En el caso més extremo, podriamos suponer que el modelo formal es aquel en el que el
sujeto epistémico decodificaria las situaciones observadas; esto es alguien que tuviera
todas las competencias creadas a lo largo del proceso histérico de construccion del
conocimiento matematico (Filloy y Suthwerlan, 1997, p. 4).
La construccion del modelo de competencia formal puede hacerse de muchas
maneras. Puig (1997) refiere tres investigaciones que ha realizado en coautoria
con otros investigadores y, en cada caso, su modelo de competencia ha sido
construido con base en resultados de investigacidon. Por ejemplo, para una
investigacién sobre resolucion de problemas, incorpora lo que denomina el modelo
heuristico a través de las teorias de Polya y Schoenfeld, mientras que para una
investigacion sobre la razon y la proporcion utiliza como base el capitulo de

Freudenthal sobre esos temas.
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Las fuentes para la elaboracién de tales modelos de competencia, a la manera de las teorias
semibticas de segunda generacién, podran encontrarse tanto en el andlisis del dominio
matematico en cuestién, como en las actuaciones concretas de los sujetos reales en ese
dominio,.... Por otro lado, las actuaciones de los sujetos reales también se explican
mediante la elaboracién de modelos de actuacién, que dan cuenta de actuaciones,
competentes o no,... Las fuentes para la elaboracion de tales modelos de competencia, a la
manera de las teorias semitticas de segunda generacién, podran encontrarse tanto en el
andlisis del dominio matematico en cuestion, como en las actuaciones concretas de los
sujetos reales en ese dominio,.... Por otro lado, las actuaciones de los sujetos reales
también se explican mediante la elaboracion de modelos de actuacion, que dan cuenta de

actuaciones,...(Puig, 2010, p. 6).

...Lo que el curriculo pretende no es ensefar los fenédmenos, sino ensefar a organizar los
fenémenos; pero ademas no pretende ensefiar a organizar los fendmenos de cualquier
manera, sino mediante los medios de organizacién histérica, social y culturalmente
establecidos para organizar esos fenédmenos, es decir, mediante los conceptos matematicos
(Puig, 2008, p. 104).

2.1.2 Modelo de ensefanza

Modelo de ensefianza. Se refiere al conocimiento didactico del contenido, es
conformado por resultados de investigacion en cuanto a la ensefianza del
contenido a tratar sugerencias didacticas producto de tales investigaciones, planes
y programas curriculares o libros de texto donde se incluya la funcién como uno de
los contenidos a trabajar. Su funcién es orientar la organizacion y dosificacion de
los temas especificos sobre el concepto a estudiar, las representaciones mas
convenientes para presentar el tema a los alumnos, los conocimientos previos
requeridos para tratar el tema y todo lo que apoye en el disefio de una experiencia
en el aula con los sujetos a observar; sin olvidar que:

Cada modelo de ensefianza plantea su propia postura, por lo que diferentes modelos

pueden tener posturas diferentes entre si. Para que se pueda desarrollar una ensefianza

gue propicie la comprensiéon a los alumnos, en el modelo de ensefianza deben intervenir

los fenomenos presentes en el mundo de los alumnos y los que se proponen en las

secuencias de ensefianza (Filloy, 1999, p. 56).
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Para la construccion de este componente Filloy sugiere tres tipos de analisis: uno
fenomenoldgico, otro epistemoldgico y un tercero sobre libros de texto (Filloy,
1999).

[...] el intercambio de mensajes entre profesor y alumnos “se produce gracias a la lectura /
transformacion de esa secuencia de textos que llamamos Modelo de Ensefianza. Como
consecuencia de esa lectura / transformacion se producen conceptos nuevos a través de la
produccion de nuevos sentidos y el establecimiento de nuevos significados para el SMS
[sistema matematico de signos] (o los SMS) en que se describe y se produce lo ensefiado,

que incluso conllevan la elaboracién de nuevos SMS” (Puig, 2003, p. 184).

[...] y apunta entonces que el que aprende, como consecuencia de su trabajo con ese
conjunto de textos que es un modelo de ensefianza, modifica la gramatica de los sistemas
matematicos de signos que conoce y que esta poniendo en juego, y eso a pesar de que no
esté inventando nuevos conceptos sino re-inventandolos (por usar la expresién de
Freudenthal), ya que ese proceso de re-invencion tiene un componente gramatical (con
respecto a la gramética de los sistemas mateméticos de signos en que se maneja el
aprendiz) (Puig, 2004, p. 5).

El modelo de ensefianza, por su parte, lo elaboramos en la investigacion con el fin de que
los alumnos acaben siendo competentes en el sentido que define la competencia el modelo
de competencia, y lo ponemos a prueba en la investigacion examinando las actuaciones de
los alumnos tras ser ensefiados con tal modelo de ensefianza con respecto al modelo de
competencia. Ademas, en su elaboracion tomamos también en consideracion lo que nos

dice el modelo de actuacién sobre como se comportan los alumnos (Puig, 2004, p. 11).

2.1.3 Modelo de actuacion

Modelo de actuacion. Se refiere a la actuacion de los alumnos, en contraste con la
actuaciéon de un sujeto que domine el modelo de competencia formal. Requiere la
observacion de los profesores e investigadores acerca de como los alumnos
enfrentan las tareas matematicas propuestas en el aula. Reune resultados
reportados acerca de las dificultades que los alumnos enfrentan al trabajar en el
aula con determinado contenido matematico, o producto de la propia practica

docente o de intervenciones exploratorias del investigador.
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2.1.4 Modelo de comunicacion

Modelo de comunicacién. Este componente trata sobre la forma de comunicar el
contenido a los alumnos y tiene que ver con el discurso, las secuencias didacticas,
tareas, actividades, materiales y todo aquello que permite la comunicacion en el

aula.

Aungue la teoria de los MTL se fue refinando desde su surgimiento, el esquema
gue se muestra en la Figura 2.1 muestra sintéticamente la construccion de un
MTL. Es preciso entonces construir cada uno de los componentes del MTL como
ahi se puntualiza. Como plantea el esquema de disefio (Figura 2.1), la
construccion de los componentes requiere diferentes insumos y acciones. Aunque
parece que todo inicia con el modelo de competencia formal, la MTL reconoce que
los componentes se interrelacionan unos con otros y se van transformando en el

transcurso de la investigacion.

2.2 FREUDENTHAL Y LA EDUCACION MATEMATICA

En su libro Fenomenologia didactica de las estructuras matematicas, Freudenthal,
(1983) sintetizo6 gran parte de sus ideas acerca de la educacion matematica, las
cuales ya habia planteado en otras publicaciones pero que no se encontraban
sistematizadas. En este libro él describe lo que denomina ‘analisis
fenomenolégico’, o fenomenologia’, de las estructuras matematicas y muestra el
resultado de la aplicacion de este tipo de andlisis a muchos conceptos
matematicos. Ademas, establece que la fenomenologia es una tarea previa a todo
el desarrollo curricular pues permite conocer cual es el conjunto de fenédmenos

gue hay que tomar en consideracion para presentarlos en dicho desarrollo.

El describe su método de andlisis asi:
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Fenomenologia de un concepto matematico, estructura, o idea significa describir la relacién
con los fendmenos para los que fue creado, y a los que ha sido expandido en el proceso de
aprendizaje de la humanidad, y, hasta donde esta descripcion esté relacionada con el proceso
de la joven generacién, se trata de fenomenologia didactica, una manera de mostrar al maestro
los lugares en los que el alumno puede detenerse en el proceso de ensefianza de la
humanidad (Freudenthal, 1983, p.1).

Aunque el término fendmeno es elegido por Freudenthal (1983) en el sentido dado
por la antitesis noumenon, que significa objetos, y phainomenon, que es la accion
sobre los objetos, no los utiliza con este mismo significado, sino como algo
dinamico, en el que un noumenon puede, por el desarrollo mismo de las
matematicas, pasar a ser un phainomenon, que a su vez puede dar lugar, junto
con otros phainomenon, a un nuevo noumenon Yy asi sucesivamente. Como
explica Puig (1997):
La distancia entre el objeto mental o, mejor, el primer objeto mental y el concepto puede ser un
abismo: es el caso del objeto mental curva y el concepto de curva de Jordan, por ejemplo. En
general, en la topologia los objetos mentales no conducen muy lejos y es preciso formar
conceptos y ademas mediante una formacidon de conceptos que involucra mas que una
organizacién local. Esos conceptos entran en un campo de fenédmenos que son organizados en
un nivel mas elevado por objetos mentales como espacios y variedades de dimension
arbitraria, que a su vez son convertidos en conceptos mediante nuevos procesos de
organizacion y la creacion de sistemas de signos mas abstractos para describirlos. Como
muestra este ejemplo, tras introducir la idea de objeto mental, el proceso de ascenso

progresivo a través de la cadena de pares fenémenos / medios de organizaciéon se engarza

con un proceso de transformacion de objetos mentales en conceptos (Puig, 1997, p. 18).

2.2.1 Fenomenologia Didéactica

Freudenthal (1983) establece cuatro tipos de analisis fenomenoldgicos:
fenomenologia pura, fenomenologia didactica, fenomenologia histérica vy
fenomenologia genética y explica que la fenomenologia pura de las estructuras
matematicas se lleva a cabo si se tiene un conocimiento de las mateméticas y sus
aplicaciones, mientras que la fenomenologia didactica requiere, ademas, conocer

algo sobre la ensefianza.
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Hacer un analisis fenomenoldgico permite conocer una gran parte de lo que es un
concepto. Conocer y analizar sus significados, relaciones, usos, origen, historia,
las transformaciones que ha sufrido en el tiempo, las notaciones matematicas
asociadas, como y por qué se han modificado. Todo ello antes de decidir qué se
va a ensefiar del concepto en determinado nivel educativo, en determinada

especialidad, en determinado momento.

En su Fenomenologia didactica de las estructuras matematicas, Freudenthal
(1983) dedica un capitulo completo al concepto de funcién y para los fines de esta
tesis su analisis fenomenoldgico es exhaustivo; una sintesis de sus hallazgos se
incluye en este documento. Aun asi, se ha buscado méas informacion histérica del
concepto, complementaria a la mencionada por Freudenthal en su andlisis, con el

fin de buscar elementos que apoyen el disefio del modelo de ensefianza.

El segundo tipo de andlisis, especificado como necesario para la construccion del
modelo de ensefianza (Filloy, 1999), tiene que ver con lo que son las matematicas,
como se aprenden y cdmo se valida el conocimiento de las mismas; el tema es

complejo y no sera tratado aqui.

Al elegir el analisis fenomenolégico para desarrollar esta investigacion se puede
avanzar sin “adoptar ningun compromiso epistemolégico” (Puig, 1997, p. 66),
considerando que lo que interesa a esta investigacion es organizar la ensefianza
del concepto de funcidén, de acuerdo con lo sefialado por Freudenthal (1983),
quien subraya que el analisis fenomenoldgico de un contenido matematico tiene
como objetivo servir de base para la organizacién de su ensefianza y no pretende

elaborar una explicacion de la naturaleza de las matematicas.

Ahora bien, al haber elegido la MTL para desarrollar la investigacion se puede
asumir la postura de Filloy y Sutherland (1997) en cuanto a la naturaleza de las
matematicas escolares.

... la matematica escolar se articula en una serie de redes conceptuales, relacionadas unas

con otras y con la caracteristica de que, con el tiempo, los alumnos van logrando ser

competentes en el uso de redes de conceptos cada vez mas abstractos y generales;

19



REFERENTES TEORICOS

competencias que requieren de muchas competencias anteriormente dominadas [...] (Filloy
y Sutherland, 1997, p. 2).
Para una discusion profunda sobre la teoria de los MTL y la fenomenologia
didactica puede consultarse a Puig (ver por ejemplo, 1997) y solo basta presentar

una postura didactica como se explica en el siguiente apartado.

2.2.2 Conceptos y objetos mentales

Al explicar el método de analisis fenomenoldgico, Freudenthal (1983) se detiene
en el significado del vocablo concepto. Explica que, en aleman, la palabra tiene un

doble significado y que ello ha generado confusién.

De manera escueta puede decirse que concepto significa por un lado concepcion
0 nocion y por otro entendimiento. Esto es, concepto de funcidn significa concepto
de funcién en términos de todo lo que es y organiza este vocablo dentro de las
matematicas. Pero también puede significar entendimiento de la funcion esté
segundo significado se perdi6 y ello afectd la ensefianza de las matematicas y lo
seguirad haciendo si la pretensién de los sistemas educativos es que los nifios
construyan conceptos. Por ejemplo, si se pretende ensefiar el concepto de nimero
a nifios pequefios lo que se hace es buscar materializaciones del concepto de
namero para el trabajo en clase, ya que no se podria ensefiar a los nifios todo lo
que es el numero como objeto matematico. Finalmente, lo que se acaba
ensefiando son concretizaciones empobrecidas de dicho concepto que no reflejan

los aspectos esenciales del numero.

Lo que propone Freudenthal es no intentar ensefiar conceptos, no esperar que los
nifos construyan un concepto 0 noumenon, sin0 empezar a trabajar con los
fendmenos que “reclaman ser organizados por el concepto” (Freudenthal, 1983).
Asi, contra la construccion de conceptos el opone la constitucion de objetos
mentales (Puig, 1994).

La fenomenologia didactica es la herramienta ideal para un acercamiento didactico
de este tipo. Al realizarlo se van detectando situaciones que dieron origen al

concepto y éstas se deben seleccionar de tal modo que ‘exijan’ ser organizadas
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por los objetos matematicos que los alumnos deben estudiar. Se trata de
encontrar cdmo puede hacerse accesible el fendmeno para el célculo y la
actividad de pensamiento. Freudenthal no abunda mucho més sobre estas ideas y
lo expuesto basta para los fines de investigacion. La profundizacion sobre estos

aspectos se encuentra incluida en Puig (1997).

2.3 LA EDUCACION MATEMATICA REALISTA

La Educacién Matematica Realista (EMR) es una teoria especifica de instruccion
para la educacidon matematica, centrada en dominios (Treffers y Vonk, 1987; De
Lange, 1996; Streefland, 1991; Gravemeijer, 2000; Van Den Heuvel-Panhuizen,
1996). Esta teoria es la respuesta holandesa a la necesidad, percibida en todo el
mundo, de reformar la ensefianza de las matematicas (Van Den Heuvel-
Panhuizen, 2009).

La Educacion Matematica Realista (EMR) propone el uso de modelos que se ven
como representaciones de situaciones problema que reflejan necesariamente
aspectos fundamentales de los conceptos y estructuras matematicas relevantes
para solucionar la situacion problema, pero que pueden tener diversas
manifestaciones. Vale la pena aclarar que el término modelo no se refiere a la
modelaciébn matematica, o hacer referencia a una teoria, ya que los materiales
didacticos y de otros tipos, como los bosquejos visuales, situaciones
paradigmaticas, esquemas, diagramas e, incluso, simbolos llegan a servir de
modelos (Treffers y Goffree, 1985; Treffers y Vonk, 1987, 1991; Gravemeijer y
Doorman, 1999).

En la EMR se plantea que se debe pasar la fase de experimentacion mediante
situaciones de ensefianza basadas en una metodologia cualitativa/interpretativa
con base en experiencias dentro de las aulas, donde se ponen a prueba las
secuencias didacticas. La metodologia debe contemplar que durante el desarrollo
de la investigacion se requiere de la observacion de los profesores, para registrar

y analizar las dificultades, saltos y discontinuidades que presenten los alumnos,
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porque de acuerdo con la EMR el objetivo es hacer conciencia durante el proceso
de desarrollo y explicarlo.
Volver consciente, por la experiencia, el proceso ciclico de desarrollo e investigacion e
informarlo tan claramente que se justifique por si mismo, y que esta experiencia pueda ser
trasmitida a otros como para que la hagan propia (Freudenthal, 1991, p.161).
La teoria de los MTL coincide con este aspecto de la EMR en cuanto a que en su
definicibn se plantea como un marco metodolégico para una observacion

experimental (cuyos resultados se esperaria fuesen reportados).

La EMR también ha sido reconocida como efectiva para ensefiar matematicas y
para resolver problemas matematicos por organizaciones internacionales que se
dedican a las mateméticas escolares como el Tercer Estudio Internacional de
Matematica y Ciencias Naturales (TIMSS, 2003) o PISA (2001). Sus reportes
muestran que los alumnos de los Paises Bajos, donde surgié y aun se aplica la
EMR, obtuvieron altos logros en matematicas (Martin, Mullis, Beaton, Gonzalez,
Kelly y Smith, 1997), lo mismo que Finlandia (Fauzan Slettenhaar y Plomp, 2002)

donde también se aplica esta teoria.

Es pertinente subrayar que la EMR no es una teoria sobre el aprendizaje en
general, sino una teoria de instruccion de dominio especifico para la ensefianza de
las mateméticas (Treffers y Vonk, 1987; De Lange, 1996; Streefland, 1991; Van
Den Heuvel-Panhuizen, 1996). En ella se usan modelos para provocar el
crecimiento de los alumnos en la comprension de las matematicas. "La teoria
matematica realista es una teoria del aprendizaje y la ensefianza, y sélo sobre las
matematicas. Uno de los componentes clave de la educacion matematica realista
es que los alumnos re-construyan y re-inventen ideas y conceptos matematicos
mediante la exposicion de una gran cantidad y variedad de problemas “del mundo
real” y de situaciones reales que tengan un caracter mundial" (Dickinson y Hough,
2012).

Como se ha visto, la teoria de MTL ha otorgado a esta investigacion una

estructura que favorece la determinacion, paso a paso, de cada uno de los
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elementos necesarios para aplicar la EMR; asi, los principios de la educacion
matematica realista se han ido entretejiendo con los diferentes componentes del
modelo tedrico local.

2.3.1 Los modelos en la Educacion Matematica Realista

Dentro de la EMR, los modelos se utilizan como instrumentos para acceder a un
nivel mas avanzado, son representaciones de las situaciones donde se reflejan
aspectos esenciales para la construccibn de los conceptos matematicos
relevantes para solucionar una situacion. Dicho de otra forma, la actividad de
organizar los contenidos a partir de la realidad o de la matematica misma, o,

simplemente, matematizacion.

En la EMR los modelos sirven como puentes entre la matematica contextualizada
e informal y la formal, para permitir avanzar en distintos niveles donde el
razonamiento l6gico se entiende como un proceso que abarca el analisis, la
clasificacion, la definicion, la conjetura, la generalizacion y la demostracion. La re-
invencion se toma como guia, sin embargo, en este proceso los alumnos deben

sentirse como dirigentes.

El desarrollo de modelos favorece la matematizacion vertical a través de la
reinvencién guiada, en la cual los alumnos pueden experimentar un proceso
similar al proceso por el cual las mateméticas fueron inventadas histéricamente.
Un modelo debe apoyar la progresion en la matematizacion vertical sin obstruir el
camino de regreso a las fuentes que dan origen a una estrategia, es decir, los
alumnos deben tener siempre la posibilidad de volver a un nivel mas bajo (esto

altimo también lo plantea Vygotsky, 1978).

Los modelos se utilizan como herramientas didacticas para la ensefianza y la
matematizacion guiada. El uso de modelos, mediadores entre lo abstracto y lo

concreto. y la interaccion en el aula entre los alumnos y entre alumnos y maestro.

Para la elaboracion de este tipo de modelos es necesario que ellos surjan de los

alumnos, para identificar los problemas que surgen y asi realizar actividades
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pertinentes. La interaccion permite a los maestros preparar sus clases teniendo

en cuenta las aportaciones de los alumnos (Fauzan, Slettenhaar y Plomp, 2002).

Los modelos son vistos como representaciones de situaciones problematicas, las
cuales reflejan, necesariamente, los aspectos esenciales de los conceptos y
estructuras matematicas que son relevantes para la situacion del problema, pero
gue puede tener diferentes manifestaciones; los materiales visuales, situaciones
paradigméticas, esquemas, diagramas y simbolos, pueden servir como modelos
(Treffers y Vonk, 1987).

Los modelos de la EMR tienen por lo menos dos caracteristicas importantes:
deben estar enraizados en contextos realistas e imaginables y deben ser
suficientemente flexibles para ser aplicados en niveles mas generales Los

modelos tienen la cualidad de relacionar el entendimiento informal y formal.

La manera en que trabaja la EMR es revisando continuamente el desarrollo
matematico de los alumnos en dos niveles, en la perspectiva micro-didactica y la
perspectiva macro-didactica. La perspectiva micro-didactica aclara cémo, en el
contexto de una o dos clases, los cambios en la comprension y las habilidades
pueden suceder. La perspectiva macro-didactica reporta los avances en la
comprensién de un periodo mas largo en el tiempo y se enfoca sobre las
trayectorias de ensefianza-aprendizaje, incluyendo los objetivos de rendimiento
gue deben alcanzarse al final de una etapa o a lo largo de una ruta que servira de
marco longitudinal para ensefiar matematicas. Los requisitos para que un modelo

sea viable son:

Apoyar la progresion en la matematizacion vertical.

No bloquear el camino de regreso a las fuentes de donde se origina una
estrategia.

Tener la posibilidad de ser re-inventado por los alumnos.

Comportarse en un entorno natural, esto es, quedarse con las estrategias
informales de los alumnos - como si pudieran haber sido inventadas por

ellos - y ser facilmente adaptados a las nuevas situaciones.
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Permitir que la actividad de matematizar en un nivel inferior pueda ser
objeto de investigacion en un nivel mas alto; las actividades de organizacion
de manera informal, pueden llegar a ser formales para llegar a otro nivel de

esquematizacion.

Aunque los modelos de Freudenthal estaban pensados como modelos para
contextos generales, tales como modelos para las clases, planes curriculares,
descripciones de meta, estrategias de innovacion, métodos de interaccion y
procedimientos de evaluacion (Van Den Heuvel-Panhuizen, 2001), la nocion de
modelo que utiliza la EMR se basa en una teoria representacional de la mente,
donde el lenguaje cumple una funcién de representacién y comunicacion de ideas
que el sujeto construye primero en su mente y en la nocién de aprendizaje como
apropiacion de saberes histérica y culturalmente constituidos.

El modelo es simplemente un intermediario, a menudo indispensable, a través del cual una

realidad o teoria compleja es idealizada o simplificada a fines de volverla susceptible de un

tratamiento matematico formal (Freudenthal, 1991, p. 34).
En un modelo de este tipo se debe

[...] prestar especial atencién al desarrollo de grandes competencias o habilidades como el
pensar matematicamente, saber argumentar, saber representar y comunicar, saber
resolver, saber usar técnicas mateméticas e instrumentos y saber modelar. Aprender a
modelar es saber estructurar el contexto, matematizar y reinterpretar los resultados de esta
matematizacion, revisar el modelo, modificarlo, etc. (Santamaria, 2006, p. 10).
Un ejemplo del uso didactico de modelos bastante conocido en el mundo de la
Matematica Educativa, es el que hoy se conoce como el modelo de van Hiele,
desarrollado por dos alumnos de Freudenthal. Pierre van Hiele fue el disefiador
tedrico del modelo y Dina van Hielen desarroll6 una aplicacion practica de éste, en
la ensefianza de la geometria. En 1959 se publico el articulo en en la Revista de la
Asociacion Francesa de Profesores de Matematicas de la Ensefianza Publica, el
cual representa la primera exposicion publica a nivel internacional del modelo de
van Hiele. A pesar de los esfuerzos de Freudenthal y de los van Hiele el modelo

no logro captar la atencion del mundo occidental. Sin embargo, el articulo resulto
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ser de gran interés para los educadores soviéticos, quienes se hallaban inmersos
en un proyecto de reforma curricular. Afios después, el modelo de van Hiele se
incorpor6é como base tedrica de la elaboracion del nuevo curriculum de ensefianza
de la geometria en lo que fue la URSS; la implantacion definitiva del modelo se fue
en 1964, pero fue hasta 1974 cuando Wirszup dio una conferencia en la reunién
anual del NCTM (asociacién nacional de profesores de mateméaticos de los EE.
UU), donde comunica a profesores estadunidenses el hecho de que el curriculum
de geometria soviético es mas eficaz que el suyo, dado que:

..." los alumnos soviéticos aprenden antes, mas y mejor que los de EE. UU"... (Guillén,

1992, p. 8).
Uno de los elementos béasicos a considerar en la EMR, es la aplicacion de una
fenomenologia didactica a los conceptos que se quiere ensefiar. También, desde
el punto de vista de investigacion es necesario elegir la forma de referirse al objeto
de investigacion, por lo cual es importante mencionar que al hablar del concepto
funcidén se considera la distinciéon de Freudenthal (1983) entre concepto y objeto
mental. Ambos temas se explicaran en el siguiente capitulo. Alli mismo se

presentan, también, algunos elementos de la teoria de los MTL.

2.3.2 Matematizar en la Educacion Matematica Realista

Para Freudenthal la educacion matematica era, en primer lugar, una actividad. Asi,
para él, hacer matematicas es mas importante que ensefiar matematicas como un
producto terminado. Esto lo condujo a una pregunta ¢como dar forma a la
educacion matematica? La pregunta fue contestada por él mismo con las
siguientes propuestas: la fenomenologia didactica, los niveles en el proceso de

aprendizaje y la reinvencion guiada (Gravemeijer y Terwel, 2000).

De la misma manera, en la EMR alcanzar metas pasa a ser menos importante que
la manera en que dichas metas son alcanzadas. Este tipo de educacion aspira a
objetivos mas abstractos y globales, refiriéndose a desarrollar una ‘actitud
matematica’ (Freudenthal, 1981). En la educacion matematica los problemas, la

resolucion de problemas y los sujetos que resuelven problemas significan cosas
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diferentes a las que significan en matematicas (la ciencia). En la EMR el término
‘educacion’ encierra tanto el logro de los objetivos de la instruccién formal, como el

desarrollo de actitudes de toda la clase.

La EMR tiene la pretension de ser de valor humano, relevante para la sociedad y
de estar conectada a la realidad. Desde su perspectiva, los alumnos aprenden
matematicas a través del desarrollo de actividades, al aplicar los conceptos y
herramientas mateméaticos en situaciones problematicas de la vida diaria, que
tengan sentido para ellos; de modo que obtengan una concepcion de la
matematica como un proceso, como una actividad humana y, al mismo tiempo, la
perciban como un producto (Gravemeijer y Terwel, 2000).
Freudenthal, entiende que el término educacion encierra tanto el logro de los objetivos de
la instruccién formal como el desarrollo de actitudes de toda clase: morales, sociales,
emocionales, religiosas y cognitivas. Todo esto hara del ser humano un hombre culto,
formado, que es uno de los objetivos mas relevantes de la educacién (Santamaria, 2006, p.
9).
Inicialmente, la EMR mas que una teoria de educacibn matematica era un
conjunto de ideas basicas, tales como la concepcién de la educacién matematica.
Una de estas ideas fue el término ‘matematizacién’ que introdujo Freudenthal para
referirse a la actividad de organizar la realidad desde el punto de vista matematico.
Esta idea fue establecida explicitamente como una actividad importante en un
contexto educativo. Las situaciones del mundo real o problemas contextuales
sirven de punto de partida para aprender matematica. Con el tiempo, estas
situaciones significativas son matematizadas para formar relaciones méas formales
y estructuras abstractas (proceso que en la EMR denominaron esquematizacion
progresiva, desde el punto de vista del observador, y reinvencion guiada, desde el
punto de vista del alumno; Freudenthal, 1991). Lo anterior significa que los
alumnos atraviesan distintos niveles de comprension, desde un nivel de
razonamiento matematico mas informal hasta uno mas formal. Este punto lo
desarrollaremos con ejemplos concretos en el Capitulo IV. En el proceso anterior

se distingue el uso de modelos como puentes de conexion entre los distintos
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niveles de comprension. Para completar este principio de niveles, a su vez, se
retomara la distincion entre matematizaciéon horizontal y vertical (Freudenthal,
1991, Treffers y Vonk, 1987).

De acuerdo con Gellert y Jablonka (2007), Adrian Treffers, investigador del
Instituto Freudenthal, hizo un ajuste al término de matematizacion, haciendo una
distincion entre matematizacion ‘horizontal’ y matematizacion ‘vertical’ entendidas

como:

Matematizacién horizontal.- Las herramientas matematicas se adelantan y se

utilizan para organizar y resolver un problema situado en la vida cotidiana.

Matematizacion vertical.- Es sinbnimo de todo tipo de reorganizaciones y

operaciones realizadas por los alumnos dentro del sistema matematico en si.

Posteriormente, Freudenthal aceptd esta distincion y la expresé de la siguiente
manera: matematizar horizontalmente significa pasar del mundo de la vida al
mundo de los simbolos, y matematizar verticalmente significa moverse en el

mundo de los simbolos (Freudenthal, 1991).

Educacién Matematica Realista

Educacién matematica = Actividad

;Como?

Fenomenologia didactica Niveles en el proceso de Reinvencién guiada
aprendizaje

Matematizar

Matematizacion horizontal Matematizacién horizontal
Mundo =
c
_ s _ ,de los = i} =
© 'S < simbolos c < @ =
i T 3 o = o 3 ®
— N 8 = Q = 9 3
© =S o o o=
£ ST © = ® N Q.
o e o c @D = Qo N
© — 2 - O~ =
= ] =
=
Matematizacién horizontal Matematizacién horizontal

Matematizar

Figura 2.2. Matematizar en la Educacion Matematica Realista. Fuente: creacion propia.
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La EMR utiliza, como punto inicial para aprender conceptos matematicos,
situaciones del mundo real o problemas contextuales para matematizar y utiliza
estas situaciones significativas para formar relaciones mas formales y estructuras
abstractas (Heuvel-Panhuizen, 2000). Al organizar un problema y tratar de
identificar los aspectos matematicos, descubriendo las regularidades y las
relaciones con otros problemas ya trabajados, se hace matematizacion horizontal.
Posteriormente, se hace una matematizacion vertical al desarrollar conceptos
matematicos por medio del uso de modelos y mediante la participacion en las
discusiones de la clase completa. Matematizar es el objetivo fundamental de la
educacion matematica realista.

Lo que los humanos tienen que aprender no es la matemética como un sistema cerrado

sino, mas bien, como una actividad, el proceso de matematizar la realidad, y si es posible,

el de matematizar las matematicas (Freudenthal, 1968, p. 7).
Para Freudenthal, matematizar involucra:

Reconocer caracteristicas esenciales en situaciones, problemas, procedimientos,
algoritmos, formulaciones, simbolizaciones y sistemas axiomaticos.

Descubrir caracteristicas comunes, similitudes, analogias e isomorfismos.

Ejemplificar ideas generales.

Encarar situaciones problematicas de manera paradigmatica.

Introducir repentinamente nuevos objetos mentales y operaciones.

Buscar atajos y abreviar estrategias y simbolizaciones iniciales con miras a
esquematizarlas, algoritmizarlas, simbolizarlas y formalizarlas.

Reflexionar acerca de la actividad matematizadora, considerando los fendmenos en

cuestion desde diferentes perspectivas (Freudenthal, 1991, pp. 30-36).

La actividad matematizadora se logra mediante secuencias de ensefianza de
aprendizaje, donde las estrategias de ensefianza necesitan ser adecuadamente
elaboradas con base en el desarrollo de los alumnos. Las construcciones y
producciones espontaneas de los alumnos y la propia historia de la matematica
son dos fuentes importantes de las que se obtiene material para guiar las
reinvenciones de los alumnos, para que finalmente los alumnos puedan ser

estimulados a utilizar sus propias estrategias (Zulkardi, 1999).
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Educacion Matematica Realista
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Figura 2.3 Niveles en la EMR. Fuente: creacidn propia.

Freudenthal completa el proceso de reinvencion con lo que Treffers y Vonk (1987)
denominan matematizacion progresiva. En el proceso de matematizacion
progresiva, los alumnos pasan por distintos niveles de comprension, estos niveles
son: situacional, referencial, de generalizacion y de formalizacion (Freudenthal,
1991) y estan ligados al uso de estrategias, modelos, diagramas y lenguajes de
distinta categoria cognitiva y no constituyen una jerarquia estrictamente ordenada.
El proceso del nivel situacional corresponde a la matematizacion horizontal y los
otros niveles de comprension a la matematizacion vertical, caracterizada por el
“ajuste” de modelos, el uso de diferentes modelos matematicos, la busqueda de
férmulas, el uso de la prueba matematica y la generalizaciéon (Bressan y Gallego,

2011).

La actividad primordial de los alumnos es matematizar (Freudenthal ,1991) y la de
los profesores es didactizar, entendida también como una actividad organizadora
que se da tanto a nivel horizontal como a nivel vertical. Horizontalmente, los
profesores trabajan en torno a fendbmenos de ensefianza de aprendizaje que
emergen en sus aulas y en las de otros; verticalmente, reflexionan y generalizan a
partir de estas situaciones hasta reinventar su propia caja de herramientas

didacticas para facilitar la matematizacion.

30



REFERENTES TEORICOS

Para el desarrollo de experiencias de aprendizaje se adoptan los principios
generales de la EMR como los que se han expuesto aqui. Los principios mas
especificos que orientan la construccion de secuencias didacticas se exponen en

el siguiente capitulo.
2.3.3 Principios de la Educacion Matematica Realista

Los cuatro elementos basicos de la Educacion Matemética Realista (EMR)
consisten en considerar a las matematicas como una actividad humana, aceptar
gue el desarrollo de la comprension matematica requiere distintos niveles, tener en
cuenta que, en un ambiente de heterogeneidad cognitiva, para desarrollar la
comprensién matematica es necesario de una reinvencion guiada y comprender
que se requiere de la fenomenologia didactica para analizar los conceptos a

ensefar.

Los elementos anteriores, en la practica, dan lugar a los seis principios
fundamentales de la EMR, mismos que se encuentran relacionados entre si (Van

Den Heuvel-Panhuizen, 2008; Alsina 2009) y que se enlistan a continuacion.

Principio de actividad. La matematica es pensada como una actividad humana a la
gue todas las personas pueden acceder y que puede ser mejor aprendida,
haciéndola.
Hay una cosa que necesitamos [decidir] urgentemente, si la imagen de la matematica es
para una élite o para todos — una imagen de la matemética para la totalidad de la
educacion (Freudenthal, 1973, p. 63).
Este principio propicia una matematica para todos reconociendo que no todos los
alumnos estudian mateméaticas para llegar a ser matematicos; lo importante es
que los alumnos aprendan a abordar las mateméticas criticamente, asi como los
problemas que se presentan en situaciones cotidianas (Freudenthal, 1968). Se
trata de posibilitar el acceso a conocimientos, destrezas y disposiciones mediante
situaciones problematicas que generen la necesidad de utilizar herramientas

matematicas para su organizacion y solucion.
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La imagen de la matematica se enmarca dentro de la imagen del mundo, la imagen del
matematico dentro de la del hombre y la imagen de la ensefianza de la matematica dentro
de la sociedad (Freudenthal, 1991, p. 132).
Las matematicas no son el cuerpo de conocimientos matematicos, sino la
actividad de resolucion de problemas y la busqueda de problemas, y, en general,
la actividad de la organizacion de la materia de la realidad o punto de vista

matematico.

Como ya se ha dicho, para Freudenthal (1991), hacer matematicas es mas
importante que aprenderlas como un producto terminado. El énfasis no esta en
aprender algoritmos, sino en el proceso de algoritmizacién, no en el algebra sino
en la actividad de algebrizar, no en las abstracciones sino en la accion de
abstraer, no en la formay la estructura sino en formalizar y estructurar.
Las cosas estan al revés si se parte de ensefiar el resultado de una actividad mas que de
ensefiar la actividad misma (hecho que caracteriza de inversion anti didactica).
(Freudenthal, 1983, p. ix).
Principio de realidad. La matematica surge como organizacion de la realidad,
luego el aprendizaje matematico debe originarse también en esa realidad. Esto no
significa mantener a esta disciplina s6lo conectada al mundo real o existente sino

también a lo realizable, imaginable o razonable para los alumnos.

El adjetivo ‘realista’ refleja la forma en que es considerada la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. El término proviene del verbo “zich realiseren”
gue significa imaginar. Es decir, una situacion es realista si se presenta ante el
sujeto que aprende como razonable, realizable o susceptible de ser imaginada
(Streefland, 1991). Desde este punto de vista, ‘realista’ se refiere a la intencion
gue les debe ofrecer a los alumnos, es decir, se les debe proponer situaciones que
puedan pertenecer a experiencias reales para ellos, reales para ellos en su mente,
no solamente a la vida real de todos los dias, y no tanto a la realidad o la
autenticidad de los problemas; aunque esto no significa que la conexion a la vida
real no sea importante. Por lo antes mencionado, se deduce que los contextos no

se limitan necesariamente a situaciones del mundo real, sino que el mundo de la
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fantasia e, incluso, el mundo formal de las matematicas pueden ser contextos muy
adecuados para los problemas, siempre y cuando sean reales en la imaginacion
de los alumnos.

Yo prefiero aplicar el término realidad a lo que la experiencia del sentido com(n toma como

real en un cierto escenario (Freudenthal, 1991, p. 17).
No se trata de utilizar el término realidad para las cuestiones perceptibles o
experimentadas, como Unica fuente de actividades en el aula de matematicas;
tomar Unicamente el término realidad desde este punto de vista limitaria
seriamente las oportunidades para que los alumnos aprendan a operar dentro del
ambito mismo de la matematica. De lo que se trata es de incorporar en el aula un
modo de trabajo donde haya espacio para preguntas, para que los alumnos
contribuyan a las discusiones, no sélo acerca de sus estrategias y las soluciones
sino también, y, sobre todo, en lo que respecta a la interpretacion de las
situaciones probleméticas mismas, se trata de usar estrategias inteligentes.

En la ensefianza de las matematicas ‘el mundo real’ es representado por un contexto

significativo que implica un problema matematico y es significativo si lo es para el alumno

(Freudenthal, 1981, p.144).
Asi, los contextos se constituyen en puntos abiertos de partida de su actividad
matematica, promoviendo el uso de su sentido comun y sus estrategias informales
y usandose a profundidad. Sin embargo, para no generalizar y banalizar el
concepto de contexto realista es importante tener en cuenta el caracter relativo del
mismo, ya que el que un contexto sea 0 no realista depende de la experiencia

previa de los alumnos o de su capacidad para imaginarlo o visualizarlo.

Principio de reinvencion guiada. Para orientar adecuadamente el proceso de
reinvencion es importante la capacidad de anticipacion, observacion, auto
observacion y reflexion de los maestros acerca de los aprendizajes a corto y largo
plazo de sus alumnos; asi como la trayectoria de aprendizaje de un grupo de una
clase con relacion a un tema determinado o el desarrollo de una ‘actitud

matematica’ de los alumnos durante el transcurso del proceso. Esto le permitira
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conocer al profesor las comprensiones y habilidades de los alumnos, para

organizar la actividad en el aula y dar lugar a la reinvencion.

Freudenthal resalté que la humanidad desarroll6 las matematicas para resolver
todo tipo de problemas practicos, y sostenia que los alumnos deberian ser guiados
para poder recorrer un proceso similar al que conduciria a la matematica formal
que hoy conocemos, donde en algunos casos se perdieron muchas de las
relaciones obvias con la vida cotidiana (Struik, 2012). La educacion matematica
debe dar a los alumnos la oportunidad guiada por el maestro de reinventar la

matematica, en lugar de intentar trasmitirles una matematica pre-construida.

Principio de niveles. La teoria de los niveles de Freudenthal constituye la vision de
matematica realista como modelo de educacion, lo contrario de una teoria de
modelos preformados. La EMR atiende a modelos que emergen primero como
modelos operativos de procedimientos de solucién situados y que luego,
gradualmente, se tornan en entidades en si mismos para funcionar como modelos

para razonamiento matematico formal (Gravemeijer y Doorman, 1999).

Segun Freudenthal, la matemética no es otra cosa mas que una forma de sentido
comun, sélo que mas organizada.
Para transformarlo en matematica genuina y para progresar, el sentido comiun debe ser
sistematizado y organizado. Las experiencias del sentido comun cristalizan en reglas (por
ejemplo, la conmutatividad de la suma) y estas reglas se transforman de nuevo en sentido
comun, pero a un nivel mas alto, constituyendo asi la base para una matemética de orden
aln mayor -una jerarquia tremenda construida gracias a un notable inter-juego de fuerzas
(Freudenthal, 1991, p. 9).
A los alumnos se les debe ofrecer un ambiente de aprendizaje en el que se pueda
construir el conocimiento matematico y se tenga posibilidades de llegar a niveles
mas altos de comprension. Esto implica que los escenarios deben ser
desarrollados, y deben tener el potencial, para provocar este crecimiento en la
comprension de los alumnos. Ademas, para lograr la matematizacién hay que

tener en cuenta que puede ocurrir en diferentes niveles de comprension.
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Freudenthal enfatizd que la mejor forma de aprender y ensefiar matematica es
trabajar con grupos pequefios y heterogéneos, lo que hace que se desarrollen las
habilidades de los alumnos. Trabajando de este modo, los alumnos, guiados por el
maestro, organizan situaciones problematicas y reflexionan acerca de su actividad
matematizadora. Asi, se puede identificar, en las producciones libres de los
alumnos, diferentes niveles de matematizacion, dado que es un grupo
heterogéneo, ello marcara el camino a seguir hacia un nivel mayor de abreviacion
y esquematizacion. Los niveles a los que se refiere este principio de la EMR son

cuatro y se describen a continuacion.

En el nivel situacional el conocimiento de la situacién y las estrategias son
utilizados en el contexto de la situacion misma -generalmente con recursos
extraescolares- en el cual tiene lugar la interpretacion de la situacion problematica
y el uso de estrategias ligadas totalmente al contexto de la situacion misma. Los
alumnos se apoyan en sus conocimientos informales, su sentido comdn y su
experiencia para poder identificar y describir la matemética que yace en el
contexto, visualizar, esquematizar y formular el problema de diferentes formas,
descubrir relaciones y regularidades, reconocer analogias con otros problemas,
etc. Esto quiere decir que el punto de partida comienza con el contexto y las

experiencias de los alumnos.

El nivel referencial es donde aparecen los modelos graficos, materiales o de
notacion, los diagramas, las representaciones y las descripciones, asi como los
conceptos y procedimientos personales que esquematizan el problema, pero
siempre referidos a la situacién particular. De alli que los modelos se consideren
como modelos de refiriéndose a las situaciones particulares que les dieron origen.

El nivel general se desarrolla a través de la exploracion, reflexion y generalizacion
de lo aparecido en el nivel anterior, pero propiciando una focalizacion matematica
sobre las estrategias que supera la referencia al contexto. En este nivel, por la
reflexion sobre los conceptos, procedimientos, estrategias y modelos utilizados en

el nivel anterior, surgen aspectos generalizables de los mismos y los alumnos
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pueden concluir que son utilizables en conjuntos de problemas, dando lugar a los

modelos para la resolucion de los mismos.

En el nivel formal, se trabaja con los procedimientos y notaciones convencionales;
se comprenden y se actia con los conceptos propios de la rama de la matematica

con que se esta trabajando.

Estos niveles son dindmicos y un alumno puede funcionar en diferentes niveles de

comprension para contenidos distintos o partes de un mismo contenido. Mas que

describir de forma exacta qué puede hacer el alumno en cada uno, sirven para

seguir sus procesos globales de aprendizaje (Bressan y Gallego, 2011).
Comenzando desde la realidad, los alumnos pueden cruzar la frontera a la matematica por
si mismos, aprendiendo a estructurar, organizar, simbolizar, visualizar, esquematizar y
mucho mas. En resumen, estructurando el proceso de matematizaciéon horizontal por si
mismos. Pero también, sea simultdnea o posteriormente, ellos pueden progresar en su
tratamiento del material matematico dentro de la matematica misma, incrementando su
eficiencia de procedimientos, aplicacién de abreviaturas, reemplazando el lenguaje relativo
a la propia lengua por el lenguaje convencional de simbolos y variables, en otras palabras,
por abstraer, generalizar, unificar y cuando es necesario especificar... (Streefland, 1991, p.
19).

La evolucion entre niveles se da cuando la actividad en un nivel es sometida a

analisis en el siguiente, el tema operatorio en un nivel se torna objeto del siguiente

nivel.

Principio de interaccion. La interacciéon entre alumnos con alumnos y alumnos con
los profesores puede provocar que cada uno reflexione a partir de lo que aportan
los demas y asi poder alcanzar niveles mas altos de comprension. La negociacion
explicita, la intervencion, la discusién, la cooperacion y la evaluacion son
elementos esenciales en un proceso de aprendizaje en el que los métodos
informales del aprendiz son usados como una plataforma para alcanzar métodos
formales. En esta instruccion interactiva, los alumnos son estimulados a explicar,
justificar, convenir y discrepar, cuestionar alternativas y reflexionar. La interaccion

lleva a la reflexibn y a capacitar a los alumnos para llegar a niveles de
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comprension mas elevados. No se piensa en los trayectos de aprendizaje de una
clase homogénea, sino en individuos que siguen senderos propios. Sin embargo,
esto no lleva a partir la clase en grupos con procesos similares, sino mas bien a
mantener la clase general, junta como una unidad de organizacién o al trabajo
cooperativo en grupos heterogéneos (Freudenthal,1991). Dado que los problemas
se seleccionan de manera que den lugar a soluciones apelando a diferentes
niveles de comprension, todos los alumnos pueden trabajar en ellos (Alagia,

Bressan y Sadovsky, 2005; Bressan y Gallego, 2011).

Ademas, en la EMR los alumnos son vistos como participantes activos en los
procesos de ensefianza de aprendizaje que tienen lugar en el contexto social del
aula. Una sintesis de los seis principios de la EMR que se guian la elaboracion de
las secuencias didacticas se muestra en el cuadro siguiente, indicando la forma en

coémo se trabaja cada uno.

Tabla 2.1. Principios de la educacién matemaética realista

Principio de la
EMR

; _ o ¢,Como se trabaja en las
¢A qué se refiere el principio? ] o
secuencias didacticas?

Las matematicas se consideran una
actividad humana con la finalidad de
gque las matematicas puedan
organizar el mundo que nos rodea

Generalizar y formalizar.
Generalizar conlleva

De actividad

(matematizar), incluyendo a la propia
matematica.

La matematizacion es una actividad
de busqueda y de resolucion de
problemas, pero también es una
actividad para organizar un tema.

reflexion.

Formalizar implica modelar,
simbolizar, esquematizar y
definir.

De realidad

Las matematicas se aprenden
haciendo matematicas en contextos
reales.

Un contexto real se refiere tanto a
situaciones problematicas de la vida
cotidiana, como a situaciones
problematicas que son reales en la
mente de los alumnos.

El contexto de los problemas
que se presentan a los
alumnos puede ser el mundo
real, pero esto no es
necesariamente siempre asi.
Es necesario que se
desprendan progresivamente
de la vida cotidiana para
adquirir un caracter mas
general.

De niveles

Los alumnos pasan por distintos

niveles de comprension:

Esquematizacion progresiva
(profesor) 'y  reinvencién
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Principio de la
EMR

¢A qué se refiere el principio?

¢,Cémo se trabaja en las

secuencias didacticas?

Situacional: en el contexto de la
situacion.
Referencial: esquematizacion a través

de modelos, descripciones, etc.

guiada (alumno):

Las situaciones de la vida
cotidiana son matematizadas
para formar relaciones mas

De reinvencion

guiada

General: exploracién, reflexion vy | formales y estructuras
generalizacion. abstractas.
Formal: Procedimientos estandares y
notacién convencional.
Presentar situaciones

Proceso de aprendizaje que permite
reconstruir el conocimiento
matematico formal

problematicas abiertas, que
ofrezcan una variedad de
estrategias de solucion.
Permitir que los alumnos
muestren sus estrategias e
invenciones a otros.

Discutir el grado de eficacia
de las estrategias usadas.

De interaccion

La ensefianza de las matematicas es
considerada una actividad social.

La interaccion entre los alumnos y
entre los alumnos y los profesores
puede provocar que cada uno
reflexione a partir de lo que aportan
los demas y asi poder alcanzar
niveles mas altos de comprension.

La negociacién explicita, la
intervencion, la discusion, la
cooperacion y la evaluacion
son elementos esenciales en
un proceso de aprendizaje
constructivo en el que los
métodos  informales  del
aprendiz son usados como
una plataforma para alcanzar
los formales.

En esta instruccién
interactiva, los alumnos son

estimulados a  explicar,
justificar, convenir y
discrepar, cuestionar
alternativas y reflexionar.
Las situaciones
De Los blogues de contenido matematico | problematicas deberian
. . no pueden ser tratados como | incluir contenidos
Interconexion entidades separadas. matematicos
interrelacionados.
Para comenzar la elaboracion de las secuencias se recurre al modelo de

competencia formal, cuya construccién se basa en el analisis fenomenolégico que

Freudenthal (1983) aplicé al concepto de funcidon. Pero también se han utilizado

resultados sobre los procesos de ensefianza de aprendizaje del concepto de

funcién reportados por investigadores de diferentes paises; asi como los
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resultados de un andlisis del origen y desarrollo del concepto de funcion en la
historia de las matematicas, tomando en cuenta desde los origenes del
conocimiento porque esto ejemplifica y brinda situaciones que dan pie al proceso
de reinvencidn y matematizacién, tanto como las producciones libres de los
alumnos con sus procedimientos informales. Sobre los hallazgos obtenidos en

esta direccion trata el siguiente capitulo.

2.4 RELACION ENTRE EL MODELO TEORICO LOCAL Y LA EDUCACION
MATEMATICA REALISTA

Para desarrollar el modelo y reportar su intervencion como el que se propone en
este documento, se necesita de un marco tedrico metodologico para la
observacion experimental y en esta seccion se presenta mediante el esquema del
disefio experimental que propone Filloy (1999) en la figura 2.1 y el esquema del
desarrollo de la experimentacion (Figura 2.2). Los esquemas serviran tanto para
desarrollar el modelo como para observar la intervencion. EI modelo es recurrente
observando el recuadro del problema y al final de todo el proceso se vuelve a él.
Como se observa en el esquema del disefio de la experimentacion, se tiene que
desarrollar un Modelo Teérico Local que sirva como punto de partida para la
investigacion sobre la competencia de enseflanza. La herramienta para la
construccion del modelo de competencia formal que se propone para el modelo de

la Funcion es el analisis fenomenoldgico, como lo indica Freudenthal (1983).

Ademas de los esquemas mostrados, la guia de los modelos de la Educacién
matematica Realista también se toman en cuenta debido a que los modelos en la
EMR pueden surgir de problemas o situaciones elaborados por los propios
alumnos o parecer que fueron inventados por ellos u otros actores o pueden ser
inspirados con estrategias informales o modelos que aparecen en la historia de las
matematicas. Los modelos se elaboran a partir de resultados obtenidos de una
fenomenologia, y es el resultado de organizar una actividad por parte del sujeto,

sosteniendo una relacién entre modelo y situacién (Gravemeijer, 2002).
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Modelo de competencia formal

Problematica

A

(1)
A 4

Analisis previo de los
problemas

Modelo de Ensenanza:

1. Analisis via la fenomenologia didactica
2. Analisis epistemologico
3. Analisis de libros de texto

ol

Modelo de cognicion y comunicacion:
Marco de referencia (revision de la
literatura)

A

Proposicién de hipoétesis en términos de Tesis
Tedricas a contrastar con las observaciones
empiricas

» &

Disefio del Modelo Teérico Local

y

1.

Disefio del desarrollo de la experimentacion:
Preparacion de las experiencias de aprendizaje
2. Preparacion de los mecanismos de observacion
3. Diseno del trabajo directo con los aprendices

Sesiones de
trabajo con los
ensenantes

@

Desarrollo empirico.

A 4

Diseno definitivo:
1. Modelo de ensenanza
2. Instrumentaciéon de observacion,
clasificacion y medicion
3. Programa de actividades

(&

A

Sesiones de trabajo con los
A 4

aprendices
Toma de datos
Analisis de los datos

Interpretacion en términos del
Modelo Tedrico Local

W N

@

Figura 2.1 Esquema del disefio de la experimentacion (Filloy, 1999)
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Implementacion de un sistema
para una ensefianza controlada.

Modelo Tedrico Local

\ 4

Eleccién de

la poblacion a
estudiar dentro del
ensefianza controlada.

sistema de

A 4

Aplicacion de una evaluacion diagnostica a la poblacion
seleccionada, para medir su eficiencia en el uso de los
SMS que se consideran estratos mas concretos del nuevo
SMS mas abstracto.

v

Clasificacion de la poblacién
en estratos o perfiles segln el
desempefio en el diagnostico.

A 4

Eleccion de un subgrupo de poblacion, en la que
estén presentes los distintas clases o perfiles, para
observar en entrevista clinica.

'

Estudio de Casos:

Observacion mediante entrevista clinica individual
video gravada, con los sujetos del subgrupo

l

tedricos del estudio.

Elaboracion de un reporte de las observaciones, en términos de los propdsitos

!

v

v

Cognicién.
Elaboraciéon de un catadlogo de
observaciones relacionadas con el
modelo para los  procesos

cognitivos.

Ensefianza
Elaboracién de un catalogo de
observaciones relacionadas
con el modelo de ensefianza
utilizado.

Comunicacion
Elaboracién de un catalogo
de observaciones
relacionadas con el modelo
de comunicacion

El problema en la perspectiva de un Nuevo Modelo Teorico Local

v

Figura 2.2. Esquema del desarrollo de la experimentacion (Filloy, 1999)
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En el esquema de la Figura 2.1, el recuadro “modelo de ensefianza” propone tres
tipos de analisis, uno de los cuales es el andlisis de fenomenologia didactica.
Dado que la teoria de los MTL propone el andlisis fenomenol6gico como parte del
modelo de ensefianza, su intervencidn en experiencias de aprendizaje para
comunicarse con los alumnos resulta congruente si se toma como referencia la

teoria de la Educacion Matematica Realista.

Para obtener el Modelo Tedrico local inicial, se necesita desarrollar una serie de
procesos previos, es decir un estudio experimental como se observa en el
esquema de la figura 2.2. Continuando con el esquema 2.1, una vez construidos
los componentes del modelo, se cuenta ya con los elementos para un primer

Modelo Tedrico Local que permitira preparar experiencias de aprendizaje.

Después de la intervencion de un primer modelo, se ponen en marcha los
mecanismos de observacion para finalmente llegar a la fase de andlisis e
interpretacion a partir de los resultados y la probleméatica encontrada se vuelve a

nuevamente el proceso para el trabajo directo con los alumnos.
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CAPITULO 3: COMPONENTE FORMAL

Una de las lineas seguidas para la construccion del modelo de competencia formal
es analizar el desarrollo del concepto de funcion a través de la historia de las
matematicas. La segunda linea es la aplicacion de andlisis fenomenologicos, el
andlisis sigue lo expuesto por Freudenthal al respecto. Freudenthal aplicé esté
analisis al concepto de funcién y sus resultados constituyen un capitulo de su libro

Didactical phenomenology of mathematocal structures (Freudenthal, 1983).

Como se ha dicho, el andlisis fenomenologico debe enfocarse en la naturaleza de
los objetos matematicos, es decir, analizar desde la naturaleza de las actividades
que dieron origen al concepto de funcion y desde este analisis observar, entre
otras cosas, los conceptos previos que puedan dar la oportunidad a los alumnos
que conozcan la genuina experiencia de la construccion matematica del concepto
funciébn o la nomenclatura y notacion utilizadas en relacion con el concepto.
Algunos otros aspectos pueden variar dependiendo del objetivo del andlisis o,

incluso, de los intereses y antecedentes de quien lo aplica.

El apartado siguiente de esta seccion se retoma a los hallazgos del recorrido
histérico expuesto, ahora desde un punto de vista fenomenolégico siguiendo la
guia de Freudenthal. Ademas, como se ha dicho Freudenthal trata a los conceptos
con el término de objeto mental (Freudenthal, 1983), razon por la que en esta
revision histérica, se adopta el significado de objeto mental para tratar el concepto
de funcién y considerar los pre-conceptos que anteceden a la definicion formal
moderna. Ademas de lo expuesto por Freudenthal referente a la funcion se busco
mas informaciébn en la historia de las matematicas para conformar este
componente. De lo expuesto en Freudenthal (1983) sobre los beneficios de incluir
la historia de los conceptos matematicos, existen otros estudios al respecto, por
ejemplo Collette, (1985) muestra como los profesores de matematicas mejoran su
practica docente cuando recurren a la historia de las matematicas para su

ensefianza. Este capitulo esta formado por resefias encontradas principalmente
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en libros de la historia de las matematicas de los precursores de lo que hoy se

conoce con el concepto de funcion.

3.1 HISTORIA DEL CONCEPTO DE LA FUNCION

Algunos autores consideran que la funcibn es un objeto matematico cuyo
tratamiento inicia en el siglo XVIII (Collette, 1993) con la popularizaciéon de su
definicion a partir de un trabajo de Euler en 1755. Sin embargo, las ideas previas y
relacionadas con el concepto de funcién pueden rastrearse remontandose mucho

mas alla, casi en los mismos origenes de las matematicas.

Respecto a las matematicas algunos historiadores mencionan que comenzaron a
desarrollarse en el siglo V a. C. en Grecia. Otros que fue en los afios 40 000 a. C
(Boyer y Pérez, 1999) y varios autores mas coinciden en que fue cuando se
descubrié la agricultura cuando el hombre comenzé a pensar en relaciones
numeéricas y como evidencia de esta Ultima teoria se tiene un hallazgo
arqueoldgico del Congo, cuya antigiedad es de aproximadamente 25,000 afios.
Se trata de un hueso con pequefias marcas que sugiere la cuenta de algo.

Cuando se ve de este modo el origen de las matematicas, es razonable considerar
que los origenes del concepto de funcidn pueden rastrearse hasta épocas muy
remotas. El presente trabajo de investigaciobn comienza con la revision de posibles
elementos que pueden relacionarse con el concepto de funcion, ya que el
significado de funcién se ha desarrollado y modificando a través del tiempo, pero
la palabra ‘funcion’ encapsula las ideas del concepto moderno, aunque de manera
mMAs restrictiva en comparaciéon con los primeros acercamientos de matematicos y

cientificos de diferentes épocas al concepto.

Aunque el desarrollo de las matematicas ha tenido periodos de estancamiento y
periodos de actividad, en sentido cronoldgico su desarrollo ha sido continuo. Para
la exposicibn se usan etapas, pues la revision trata sobre algunos hechos
historicos de las matematicas o temas que se cree son relevantes para la

construccion del concepto matematico de funcion.
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En esta investigacion se considera al concepto de funcion como un ente abstracto
creado por muchas personas. Mas bien, su construccién se dio a través del
tiempo, y sus creadores fueron los actores temporales que lo modificaron. La
concepcion de funcion comienza desde ideas primitivas, pasando por practicas de
modelizacion de fendmenos reales, hasta llegar a formar un objeto matematico tan
imprescindible, concentrado hoy en nuestros dias en definiciones estéticas, que
ocultan en si mismas su dinamismo (Farfan y Garcia, 2005). Tal y como se define
actualmente en Matematicas es un objeto muy elaborado como consecuencia de
numerosas generalizaciones realizadas a través de una evolucion de mas de 2000
anos (Ruiz, 1998).

La organizacion de esta seccidén se presenta por etapas y de forma cronoldgica,
iniciando con las antiguas civilizaciones de Babilonia, Egipto y Grecia hasta llegar
a las definiciones de funcion que constituyen la base del analisis matematico
actual, teoria que se ha convertido en punto central para el desarrollo de las
matematicas (Da Ponte, 1992).

Cabe mencionar que el desarrollo de las matematicas referidas a las antiguas
civilizaciones también se encontré en otros continentes como por ejemplo en el
continente americano. Se sabe que la civilizaciébn Maya desarrollo un sistema de
numeracion para medir el tiempo y hacer calculos mateméticos, solo que con la
conquista se quemaron todos los documentos. Aunque existen fuentes histdricas
donde se puede comprobar el uso de este sistema de numeracion en los afios 200
a. c. (Girard, 1997), los libros que se revisaron sobre la historia de las matematicas
no consideran estos desarrollos como parte de la historia de las matematicas. Es
por ello que el desarrollo que se presenta en esta seccion solo contempla las

civilizaciones de Europa.

Las etapas consideradas, asi como los momentos importantes para el desarrollo
historico de la funcién, que mas tarde servirdn para la elaboracion del analisis

fenomenoldgico se concentran en la linea del tiempo de la Tabla 3.1.1.
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TABLA 1. Epocas en las que se rastred el origen del concepto de funcién

a.C| d.C Edad Media Siglo 17 | Siglo 18 | Siglo XIX | Siglo XX

1000 1600 1700 1800 1900 2000

Si bien, las primeras civilizaciones antiguas no manejaban el objeto matemético
funcién, son culturas en donde se refleja que se usaba una intuicion primitiva de lo
gue hoy en dia conocemos como funcion (Farfan y Garcia, 2005; Sastre, 2008).
En este periodo el estudio de dependencia entre dos cantidades aun no se
conocia como cantidades variables y mucho menos como funciones, pero se han
encontrado casi medio millén de tablillas de barro que contienen simbolos, de las
cuales 300 conciernen al ambito matematico, que bien pueden vincularse con el

concepto que hoy conocemos como funcion.

La cultura babilénica por ejemplo dejé como evidencia las tablillas elaboradas en
arcilla, donde los simbolos que se encuentran se reflejan series de numeros,
relaciones geométricas, calculos aritméticos que representan fendmenos
astrondmicos. Los babilénicos observaron las periodicidades en las posiciones de
los cuerpos celestes; esto quiere decir que interpolaron su curso linealmente,
teniendo en cuenta las variaciones de las velocidades observadas o mas bien a

trozos, (Superposicion de funciones perioddicas Zig-Zag.) Figura 3.1.

Figura 3.1 Superposicidn de funciones periddicas (Freudenthal, 1983).

De las tablillas babilénicas se conoce una que contiene nimeros cuadrados hasta

el 60 figura 3.1.1.2 (Florian, 2010, ). También se conocen tablillas de multiplicar,
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de reciprocos y de cubos. Los textos matematicos mas antiguos disponibles son la
tablilla de barro Plimpton 322 (c. 1900 a. C.).

Tablilla de Plimpton 322.

http://www-history.mcs.st- Calendario babilénico. Foto
andrews.ac.uk/history/histtopics/babylonian an magnum en "ci_encia y vida"
d _egyptian.html n° 2 abril 1998

Figura 3.2 Tablillas Babil6nicas
La civilizacion Egipcia tenia un sistema de numeracion decimal y utilizaban
fracciones unitarias. En un principio los egipcios escribian sobre piedras, ladrillos o
piezas de barro; después, en el curso de los siglos, los egipcios adoptaron el
papiro para escribir. Dos de los papiros encontrados mas importantes son el de
Moscu y el de Rhind. Los egipcios tenian conocimientos de la longitud de la
circunferencia de diametro unitario. En la figura 3.3 se muestran fragmentos del
papiro de Moscu (c. 1850 a. C.), junto con el de Rhind (c. 1650 a. C.). Por estos
indicios de los antiguos matematicos egipcios se conjetura la nocién de

dependencia, lo que puede ser una idea intuitiva de funcion.
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. Papiro de moscu. Papiro de ahmes o papiro rhind.
httD-//WWV\{.eQIDtolgq|a.orq/c|enc|a/m https://astroseti.org/miscelanea/historiadelaci
atematicas/papirg moscu.him encia/lasmatematicasenlospapirosegipcios/

Figura 3.3 Papiros Egipcios
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De la cultura antigua griega (1200 a. C. - 146 a. C.) se tienen pocos indicios, pero
se sabe que a esta cultura pertenece la obra candnica de Euclides (325 a. C.
265 a. C.). La geometria euclidiana descrita en Los Elementos, sugiere que lo
griegos contaban de forma implicita con una nocion de lo que hoy se conoce como
funcién. En esta época se encuentra Arquimedes (287 — 212 a.C.) quien desarrollo
un meétodo en el que expuso la aplicaciébn de la mecénica a la geometria,
«pesando» imaginariamente areas y volimenes desconocidos para determinar su
valor. Arquimedes también probé que el volumen y el area de la esfera
corresponden, a dos tercios del volumen y el area del cilindro en que ésta se
inscribe, incluyendo sus bases, lo cual es considerado el mas grande de sus
descubrimientos mateméticos. Se sabe que Ptolomeo fue uno de los Ultimos
representantes de la astronomia griega. Los astrbnomos griegos utilizaban
modelos cinematicos que consideran los movimientos circulares, epiciclos,

céntricos y excéntricos (Figura 3.4).

Figura 3.4 Modelo cinematico de los griegos (Freudenthal, 1983).

Matematicamente, hablar de un modelo cinematico de los cuerpos celestes
significa que se describen los movimientos celestes como superposiciones de
funciones trigonométricas. Este modelo se mantuvo hasta la época de Kepler
(Freudenthal, 1983). Ptolomeo construy0 un sistema que representaba con gran
precision los movimientos aparentes del Sol, la Luna y los cinco planetas

conocidos hasta esa época, mediante recursos geométricos; se trata de un
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sistema geoceéntrico, segun el cual la Tierra se encuentra inmévil en el centro del
universo, mientras que los planetas giran alrededor de ella, en forma decreciente
de distancia, la Luna, Mercurio, Venus, el Sol, Marte, Jupiter y Saturno (Figura
3.5).

Luna

Tierra
Venus & Mercurio

; Sot ® Marte
Jupites

Esfera :
estela

- Satumo

Figura 3.5 Mundo geocéntrico de Ptolomeo (Freudenthal, 1983).

Las tablillas astronédmicas griegas contienen conocimientos sobre las funciones
trigonométricas esféricas, pues asignan coordenadas numéricas a la bdveda
celeste, lo que quiza preceda a la trigopnometria plana (figura 3.4). El conocimiento
de la trigonometria esférica se ve reflejado en el trabajo de Ptolomeo Sintaxis
Grande. En esta obra se dice que entre los lados y angulos de un triangulo
esférico existen relaciones semejantes a los de la trigonometria plana
(Freudenthal, 1983).

Los textos védicos Shulba Sutras son los textos mas antiguos de la India y
constituyen la Unica fuente que ha sobrevivido acerca de los conocimientos
basicos de las matematicas indias. Ellos describen construcciones de tridngulos,
rectangulos y otros textos curiosos con datos geométricos, que incluyen
instrucciones para la construccion de altares e intentos de resolucion de la

cuadratura del circulo.

3.1.1 Primeras aproximaciones al concepto de funcion

Durante la Edad Media la funcién se encuentra intimamente concretizada en los

estudios cuantitativos de los fendmenos naturales sujetos al cambio; el calor, la
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luz, la densidad, la distancia o la velocidad se estudiaban no sélo en cuanto a por
qué suceden los cambios, sino a como suceden. Aunque las primeras
explicaciones fueron de tipo filoséfico y sin realizar experimentos, se puede inferir
gue las ideas se desarrollaron alrededor de cantidades variables independientes y
dependientes, pero sin dar definiciones especificas de estas nociones. Asi, la
evolucion de la nocion de funcion se dio asociada al estudio del cambio, donde la
funcion se definia por una descripcién verbal de sus propiedades especificas, 0
mediante un grafico, pero no se usaban férmulas (Sastre, 2008). En esta época
también se provoca una clara separacion entre el algebra y la trigopnometria como

dos disciplinas con objetivos particulares (Farfan y Garcia., 2005).

En la Edad Media la concepcion de funcién se concentra en dos corrientes, por un
lado, en Francia un grupo de académicos de la Universidad de Oxford llamados
los mertonianos, en el que destacan Oresme y Bradwardine, esté grupo se
enfocaban a la geometria de graficas. Por otra parte en Inglaterra, la corriente de
Heytesbury y Swineshead, ellos trabajaban a través de la teoria de la intensidad
de formas (Farfan y Garcia., 2005). Aunque la mayor parte de los historiadores de
las matematicas parecen estar de acuerdo en atribuir a Nicolas Oresme la primera

aproximacion sobre gréaficas.

Thomas Bradwardine (1290-1349) aborda el concepto de funcidén potencia en su
obra Tractatu de proportionibus velocitatum. En esta obra se enuncia: "Cuando la

fuerza es mayor que la resistencia, la velocidad depende de los cocientes de ambas

magnitudes, y cuando es igual 0 menor no se produce movimiento" (Van, 1963).

Nicolds Oresme (1323-1382) desarrollé una teoria geométrica de las latitudes de
las formas que representan diferentes grados de intensidad y extension. Describio
algunas ideas generales sobre las cantidades variables independientes y
dependientes donde parece estar presente lo que se puede atribuir al desarrollo
del concepto de funcion. Oresme trabajé con la conviccion de que todo lo que
varia, se sepa medir o no, podia ser imaginado como una cantidad continua,
representada por un segmento rectilineo. Asi, llegd a hacer un dibujo (grafica) de

las cosas. Fue el primero en hacer uso sistematico de diagramas para representar
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magnitudes variables en un plano; su objetivo era representar con una figura,
usando segmentos rectos para lo que varia y que lo medible pudiera considerarse
como una cantidad continta (figura 3.6). Se formulaban problemas en los que se

planteaban ecuaciones de caracter funcional (Ramirez, 2007).

Figura 3.6. Representacidn gréafica de Oresme. Una velocidad que decrece uniformemente desde
el valor OA, hasta B.
William Heytesbury y Richard Swineshead, vivieron aproximadamente entre 1330
y 1372, ellos estudiaron la velocidad de un maovil con movimiento uniformemente
acelerado y establecieron que la distancia recorrida por él, es igual a la que se
recorre conservando una velocidad constante igual a su velocidad media (Chacon,
2003), para hacer dicha deduccion es claro que la funcion debio estas presente en

Sus mentes.

En 1533 fue impreso un tratado de trigonometria con el titulo Triangulis
Omnimodis de manera péstuma escrito por Johann Miiller (1436-1476) donde se
encuentran por vez primera las tablas de tangente y cotangente, utilizadas para

nutrir a las matematicas de una nueva clase de funcién: la funcién trigonométrica.

3.1.2 Evolucidn del concepto de funcién

A principios del siglo XVII comenz6 a surgir una nueva concepcion de las leyes
cuantitativas de la naturaleza y esto incidié notablemente en la evolucion de la
nocion de funcion. A continuacién se mencionan algunos de los autores de

este siglo que contribuyeron con la evolucion de este concepto.

Francisco Viéte (1540-1603) fue uno de los primeros matematicos en utilizar el

algebra y en sustituir los parametros de una ecuacion por letras. En su época se
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utilizaba el algebra anicamente como un catalogo de reglas, pero él la utilizé no
sblo para problemas algebraicos, sino también para problemas geométricos y
desarroll6 una teoria matematica a la que llamé “logistica especiosa”. Viéte
introdujo la primera notacion algebraica sistémica en su libro Introduccion al Arte
Analitico que se publico en 1571. Viéte vislumbro la posibilidad de usar el algebra
para tratar la igualdad y la proporcion entre magnitudes, sin tener en cuenta de
qué campo cientifico provenian los problemas (Kline, 1990).

Nepier (1550-1617) compardé dos movimientos, uno uniforme y otro en el que su
velocidad es proporcional a su distancia a un punto fijo, encontré expresiones
exponenciales para funciones trigopnométricas e introdujo la notacion decimal para
las fracciones. Sus tablas de logaritmos fueron publicadas en la obra titulada
Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio en el afio de 1614. Los logaritmos de
Napier serian los logaritmos de base 1/e. Napier no pensaba en los logaritmos
como entes algebraicos, ya que en su tiempo el algebra no estaba suficientemente
desarrollada. EI mayor inconveniente de los logaritmos de Napier fue que el logl
no era cero. El cambio a los logaritmos con la propiedad log1=0 surgié de las
discusiones entre Briggs y Napier. Briggs, en una carta enviada antes de su
encuentro, también le habia sugerido que las tablas de logaritmos deberian ser en
base diez y le comunicaba que habia empezado a construir esa nueva tabla.

Birgi (1552-1632) presenta los logaritmos por medio de tablas que se obtienen
comparando la progresion geométrica de las potencias de una cantidad con la
progresion aritmética de los exponentes (en forma de tabla). El método de los
logaritmos de Birgi es completamente diferente al de Napier y ambos los

descubrieron por caminos completamente independientes.

Galileo Galilei (1564-1642), realiz6 aportaciones notables en la busqueda de
principios basicos en la Naturaleza. Expreso las leyes del movimiento que parecen
contener claramente la comprension de una relacion entre variables y en sus
estudios establecio las proporciones de forma homogénea. Una de sus principales

ideas fue considerar la paradbola como un punto en movimiento, esto permitié
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posteriormente, describir las conicas como el resultado de la trayectoria de un
cuerpo que se mueve de acuerdo con una ley, patrén o causa; de alli surgen los
modelos que pretenden explicar los fendmenos. Galileo cred el concepto de
aceleracion, el concepto de la friccion y la inercia con respecto a los objetos en
movimiento. Al incorporar el lenguaje de la teoria de las proporciones dio un
sentido de variacion directa o indirectamente proporcional a estas relaciones.
Ademas, su lenguaje junto con la teoria de la época cubrieron aspectos de la
variacion continua, introduciendo asi las nociones de variable, relacion de

dependencia y de correspondencia biunivoca, asi como de mapeo entre conjuntos.

Johannes Kepler (1571-1630) propuso la posibilidad de utilizar la nocién de
algebra moderna creada por Viete para expresar fendbmenos naturales. Kepler se
dio cuenta de que el movimiento de los planetas no podia ser explicado por su
modelo de poliedros perfectos y armonia de esferas y en 1609 publicé en su obra

Astronomia Nova sus tres leyes que describen el movimiento de los planetas.

René Descartes (1596-1650), comenzé el desarrollo de la geometria analitica,
tomando como punto de partida un sistema de dos rectas perpendiculares que se
cortan en un punto denominado ‘origen’, ideando asi las coordenadas cartesianas.
La obra mas importante de Descartes fue El Discurso del Método (Discours de la
méthod pour bien conduire la raison et chercher la vérité dans las sciences), que
publicé en 1637. Descartes buscaba liberar a la geometria del exceso de figuras,
pero también buscaba darle sentido o significado al algebra por medio de la
geometria. Fue de los primeros en establecer que una curva se construye con
solamente ofrecer una ecuacion algebraica; recordando que en esa época, para
construir una curva, era necesario el uso de regla y compas. Descartes fue quien
desarrolld la idea de introducir una ecuacién en forma analitica y representar
geomeétricamente cualquier ecuacion que relacionara dos variables. Estas ideas
sirvieron como base para la construccion del concepto de funcidn; justamente por
el hecho de que una ecuacidon en x e y es una forma de expresar una dependencia
entre dos cantidades variables, de tal manera que es posible calcular los valores

de una variable a partir de los valores que toma la otra y ademas porque la
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ecuacion se podia expresar mediante tablas, expresiones verbales, graficas, a
partir del andlisis de fendbmenos de caracter con cinematica. Descartes también

hizo la distincién entre curvas geométricas y mecanicas.

Blaise Pascal (1623 — 1662), sus contribuciones a las matematicas y las ciencias
naturales (hidrostatica) incluyen el disefio y construccion de calculadoras
mecénicas, aportes a la teoria de la probabilidad, investigaciones sobre los fluidos
y la aclaracién de conceptos tales como la presion y el vacio. En 1640 redacto6 su
ensayo sobre las conicas Essai pour les Coniques que contenia lo que hoy se

conoce como teorema del hexagono de Pascal.

Pierre Fermat (1601-1665) expone los principios fundamentales del método de las
coordenadas tomando un eje de referencia y en él un punto fijo, origen de
segmentos variables a partir de cuyos extremos toma otros segmentos variables,
de manera que en el extremo de este segundo segmento se traza una curva que
dependera de la relacibn algebraica establecida entre los dos segmentos
variables. Fermat, ademds, formula de manera mas explicita la ecuacién que
permite describir fenémenos de accion que relacionan correspondencias a evaluar

una variable.

Como consecuencia de los trabajos de Fermat y Descartes nace la geometria
analitica (Farfan y Garcia, 2005). Este tipo de analisis se mantuvo hasta principios
de siglo XVIII donde las funciones que se expresaban analiticamente se limitaban
a las algebraicas. El instrumento algebraico permitid6 el descubrimiento de las
representaciones analiticas, un ejemplo claro de ello es la presentacion de la

funcién logaritmica, la cual se menciona en los trabajos de Buirgi y Nepier.

James Gregory (1638 - 1675) hizo la distincion entre funciones algebraicas y
trascendentes y en su obra Vera Circuli et Hyperbola e Ouadratura (1667) dio la
definicion mas explicita del siglo XVII de funcién, como:

Una cantidad que se obtiene de otras cantidades mediante una sucesién de operaciones

algebraicas o mediante cualquier otra operacion imaginable (Sastre, Rey y Boubée, 2008,
p. 146).
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Con la ultima expresion quiso mostrar la necesidad de afadir, a las cinco
operaciones del algebra, una sexta operaciéon que él defini6 como el paso al limite
(Kline, 1990).

3.1.3 Concepcidn de la funcion en el siglo XVIII

Los primeros indicios de la concepcion de funcién y su expresion formal explicita
se remontan al siglo XVIIl. Por un lado Newton, en Inglaterra, desarrolla la nocion
de funcion por dos caminos. El primero mediante el método que él llama de las
primeras y ultimas razones de las cantidades que nacen y se desvanecen y, otra,
a través del método de las fluxiones. Simultdneamente, en Alemania, Leibniz
desarroll6 la nocion de funcién a través del calculo de los diferenciales. Leibniz es

quien por vez primera habla en términos de funcién.

Newton y Leibniz trabajaban sobre métodos para resolver problemas acerca de
curvas, tales como las tangentes de las curvas, area bajo la curva, longitudes de
curvas y velocidades de los puntos en movimiento a lo largo de las curvas. En este
siglo es donde se considera que toda funcién del andlisis matematico podria ser

representada por una serie completa.

Isaac Newton (1642-1727) public6 en 1687 su obra Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica o Principia, donde establece los principios o leyes de la
dinamica, junto con la teoria de la gravitacion universal. A partir de aqui, Newton
es capaz de deducir las leyes de Kepler del movimiento planetario y, en suma,
desarrollar un esquema majestuoso que abarca desde la caida de una piedra
hasta el movimiento de los planetas y las mareas. Pero, para llevar a cabo esta
tarea, no sélo era preciso descubrir los principios fisicos, sino también desarrollar
la herramienta mateméatica adecuada para calcular y predecir sobre el modelo
establecido. Esta maravillosa herramienta, desarrollada por I. Newton y G. Leibniz,
fue el calculo. Newton fue uno de los primeros matematicos en mostrar como las
funciones pueden desarrollarse en serie de potencias infinitas. El uso el término
fluent para designar las variables independientes, relata quantitas para indicar
variables dependientes y genita para referirse a las cantidades obtenidas a partir
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de los demas utilizando las cuatro operaciones aritméticas fundamentales (Da
Ponte, 1992).

Newton estudiaba las variables relacionadas con las diferentes formas del
movimiento continuo, “las variables dependientes del tiempo” ademas, relacionaba
las velocidades con ellas, es decir, las derivadas con respecto al tiempo, que
llamaba fluxiones. Esto se ve plasmado en la ley de variacién del movimiento que

en notacion moderna se puede expresar como F = ma.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) dedicdé sus primeras obras a las series
infinitas. El observé que la determinacién de la tangente a una curva depende de
la razén entre las diferencias de las ordenadas y de las abscisas cuando éstas
tienden a cero, asi como que el calculo de areas depende de la suma de las
ordenadas o de los rectdngulos cuya abscisa tiende a cero y que ambos son

problemas inversos.

El término funcion aparece por primera vez, justamente, en un manuscrito de
Leibniz, con un significado muy particular relacionado con propiedades de las
tangentes. Mas adelante Leibniz utilizd la palabra funcion en un sentido mas

general relacionado con la geometria diferencial.

Leibniz us6 la palabra funcién para referirse a cualquier cantidad que varia de
punto a punto de una curva; por ejemplo la longitud de la tangente la normal

“constante variable y parametro” (Kline, 1990).

En agosto de 1673, Leibniz escribié que otros tipos de lineas, que dada una figura,

llevan a cabo alguna funcién.

3.1.4 Comienzos de la definicidn del concepto de funcion

La palabra funcién aparecio publicada por primera y segunda vez en los articulos
de Leibniz. De linea ex lineis numero infinitis ordinatim ductis inter se
concurrentibus formata easque omnes tangente, ac de novo in ea reanalysis
infinitorum usu en 1692 y Nova calculi differentialis applicatio et usus ad

multiplicem linearum constructionem ex data tangentium conditione en 1694.
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Segun Azcarate y Deulofeu (1996) la primera definicién explicita del concepto de
funcion como expresién analitica fue publicada por Johan Bernoulli, pero su
notacion no perduré. Johan Bernoulli (1667-1748) estudid el calculo leibniziano,
con su hermano mayor Jakob Bernoulli (1654-1705), e intentdé dar a conocer el
poder de esta nueva herramienta en la solucibn de problemas fisicos, en
comparacion con otros métodos de la época. Johann Bernoulli, en una carta a
Leibniz escrita el 2 de septiembre de 1694, describe una funcion como: "Una
funcidbn es una cantidad formada de alguna manera a partir de cantidades

indeterminadas y constantes” (O'Connor, 2013).

Después, aparece de nuevo casi esta misma definicién, cuando Johann Bernoulli
estaba estudiando problemas en cuyas soluciones aparecen funciones. De hecho,
en un articulo de 1698 sobre problemas isoperimétricos €l escribié sobre
‘funciones de ordenadas’ y en 1718, en un articulo publicado en las Memorias de
la Academia de Paris, Johann Bernoulli publicé la siguiente definicion: "Llamo
funcion de una magnitud variable a una cantidad compuesta de cualquier manera de esta

magnitud variable y de constantes" (Bernoulli, 1718).

Leonhard Euler (1707-1793) propuso una nhocidén mas abstracta del concepto de
funcién, a partir del concepto de Bernoulli. Comenz6 por nociones iniciales y en
1755 aborda el tema de expresion analitica. La primera definicion de Euler
aparece en su libro Introduccién al analisis infinito, tomando en cuenta funciones
especiales, no derivables, con picos, a las que él llama discontinuas o mixtas. Al
enumerar las operaciones de las cuales se componen las expresiones analiticas
comienza por las operaciones algebraicas y luego las trascendentes, llegando a
las funciones exponenciales y logaritmicas, y a un numero infinito de otras
funciones que proporciona el célculo integral, incluyendo la integracion de
ecuaciones diferenciales. Ademas, Euler vislumbré que cualquier funcién puede

ser ampliada a una serie de potencias (Kleiner, 2009).

El concepto de funcion salté a la fama en 1748, cuando Euler publicé su libro y la

defini6 de la siguiente forma: "Una funcion de una cantidad variable es una
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expresion analitica compuesta de cualquier manera a partir de la cantidad variable

y de numeros y cantidades constantes" (O'Connor, 2013).

Segun Euler toda funcion es una expresion analitica, pero Euler no define a la
expresion analitica en ese momento. Es con el problema de la cuerda vibrante
como hace uso de funciones diferentes a las que se manejaban en la época,
llegando a incluir a las funciones trascendentales e, In, z y las funciones
trigonométricas y terminan por proporcionar una clasificacion, coherente con su
nocion analitica de funcién (Farfan, 1997). Para 1755 tuvo que precisar su
definiciéon: "Es funcién de una cantidad variable compuesta como quiera que sea por esa

cantidad y niUmeros o cantidades constantes" (Euler, 2000).

Pero la definicion de cantidad variable antecede a la nocién de funcion. "Una
cantidad variable es una cantidad indeterminada o universal que contiene todos
los valores determinados [...]. Una cantidad variable comprende en ella misma a
absolutamente todos los nimeros, tanto positivos como negativos, tanto enteros
como fraccionarios, tanto racionales como irracionales y trascendentes. Incluso el
cero y los nameros imaginarios no estan excluidos del significado de cantidad

variable" (Farfan y Garcia, 2005)

Para Euler estaban primero las variables y después las expresiones analiticas que
las relacionan. Euler introdujo las funciones continuas, discontinuas y mixtas (E-
continuas, E-discontinuas y E-mixtas). También, fue quien expreso6 a una funcién
continua como una sola expresiéon analitica, la mixta con dos 0 mas expresiones

analiticas y una discontinua con expresiones variadas.

Euler definia una expresion analitica como una expresion compuesta de
magnitudes representadas por simbolos y numeros mediante las operaciones
algebraicas (la adicién, la resta, la multiplicacién, la division, la exponenciacién y la
extraccion de raices) o trascendentes (como la exponencial, el logaritmo y “otras
que aporta el célculo integral en abundancia”) y las clasifica en dos tipos de
funciones. Mas adelante afadia: "Algunas cantidades en verdad dependen de

otras, si al ser combinadas las ultimas las primeras también sufren cambio, y
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entonces las primeras se llaman funciones de las ultimas. Esta denominacion es
bastante natural y comprende cada método mediante el cual una cantidad puede
ser determinada por otras. Asi, si x denota una cantidad variable, entonces todas
las cantidades que dependen de x en cualquier forma estan determinadas por x y
se les llama funciones de x" (Armenta, 2003).

En el segundo volumen de su Introduccion al calculo variable, Euler afirma que se
puede relacionar a las curvas con funciones de manera reciproca. Dice que una
funcion cualquiera de una variable x producira una linea recta o curva. La
definicion de Euler signific6 un notorio avance sobre los oscuros conceptos

vigentes de la época y perdurd durante mucho tiempo (cerca de un siglo).

D'Alembert (1717-1783) publicO una solucion para el problema de la cuerda
vibrante donde la solucion depende de la posicion inicial de la cuerda e insistié en
gue su solucion, de las velocidades iniciales en cada punto, deberia ser una
funcién continua que se expresa con una sola expresion analitica. Esto desata una

controversia entre Euler y D'Alambert sobre la naturaleza de las funciones.

Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813). El siguiente escrito de Lagrange, resume
el pensamiento de esa época respecto a la funcion, su notacion y expresion:
"Designamos, en general, por la caracteristica f o F, colocada delante de una
variable, toda funcién de esta variable y que varia con ella siguiendo una ley dada.
Asi  fx o Fx designaran una funcién de la variable x; pero cuando se quiera
designar una funcién de una cantidad compuesta de esta variable, como x?, a +
bx, etc., se encerrara esta cantidad entre dos paréntesis. Asi f(x) designara una

funcion de x, f(x?), f(a + bx), etc." (Gémez, 2011).

En el desarrollo de los fundamentos del analisis y elaboracion de la teoria de
funciones analiticas (1798) presenta los principios del calculo diferencial y define
una funcion de una o varias cantidades, como: "A cualquier expresion del calculo
en la cual esas cantidades entran de manera cualquiera, mezcladas o no con otras
cantidades que miramos como teniendo valores dados e invariables, mientras que

las cantidades de la funcion pueden recibir todos los valores posibles. Asi, en las
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funciones consideramos solo las cantidades que suponemos variables sin ninguna

mirada a las constantes" (Garcia, 2013).

Segun Lagrange esta definicion es muy general. Pues los primeros analistas la
utilizaron para designar las potencias de una misma cantidad, posteriormente se

asigno a toda forma de cualquier otra cantidad.

Marie-Jean-Antoine Nicolas de Caritat, marqués de Condorcet (1743-1794) y
alumno de D'Alembert, fue el primero en retomar la definicion de Euler. En su
trabajo Traité du calcul integral distingue tres tipos de funciones: funciones
explicitas, funciones implicitas, dadas soélo por ecuaciones sin resolver, y
funciones que se definen a partir de consideraciones fisicas, como la solucion de
una ecuacion diferencial. Este trabajo fue enviado a la academia de Paris, pero

nunca se publicé aunque fue visto por muchos matematicos franceses.

Fourier (1768-1830). Otra contribucion sobre la funcién vino de las obras de
Fourier en su problema sobre el flujo de calor de los cuerpos donde considera la
temperatura como funcion de dos variables. Conjetur6 que cualquier funcion
podria desarrollarse en series trigopnométricas en un intervalo adecuado aunque
nunca mostré la demostracion matematica que diera sustento (Da Ponte, 1992).
Fourier demostr6 que algunas funciones discontinuas podian ser representadas
por lo que hoy llamamos series de Fourier, y tomando la definiciéon de funcién de
Euler, afirmd que la distincion entre funciones E-continuas y E-discontinuas no
existia. Muchos matematicos de la época no aceptaron sus resultados, fue hasta
1829 cuando se demostrd la convergencia de series de Fourier que aclara la

distincion entre la funcion y su representacion.

En 1822, Fourier dio la definicion de funcion en su Théorie analytique de la
chaleur: "En general, la funcién f(x) representa una sucesion de valores de
coordenadas o cada uno de los cuales es arbitraria. Una infinidad de valores que
se estan dando como la abscisa x, y un nimero igual de ordenadas de f(x). Todos
tienen valores numéricos reales, positivos o negativos o nulo. No suponemos que

estas ordenadas estén sujetas a una ley comun; se suceden unos a otros en
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cualquier forma que sea y cada uno de ellos se da como si fuera una sola
cantidad" (Garcia, 2013).

3.1.5 La funcion en el siglo XIX

En esta época Cauchy, Lobachevsky, Dirichlet y Riemann emplean al objeto
matematico funcion creado por Euler. Pero la definicion de Euler comenzé a tener
problemas cuando se demostr6 que una funcibn mixta, dada por férmulas

diferentes, a veces puede ser una sola formula.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) fue pionero del andlisis matematico y de la
teoria de grupos de permutaciones. Cauchy preciso los conceptos de funcién, de
y=x;¥Vx>0

limite y continuidad casi en la forma actual. Sefialé que la funcién v 0
=—XVX<

puede ser expresada por una sola formula y=+/x*. Por lo tanto dividir las

funciones en E-continua o mixta, segun la definicion de Euler, no tenia sentido.
Cauchy tomé el concepto de limite como punto de partida del analisis y elimina la
idea de funcion de una expresién formal, algebraica o no, para fundar la nocién de
correspondencia. En 1821 llegé a una definicion de funcién y de dependencia
entre variables fundamentales para el concepto de funcién, que aparecen en su
Cours d'analyse. Cauchy dice:
Cuando se relacionan cantidades variables entre ellas de modo que, estando dado el
valor de una de estas, se puedan determinar los valores de todas las otras, ordinariamente
se considera a estas cantidades diversas expresadas por medio de la que estan entre
ellas, la cual entonces toma el nombre de variable independiente y las otras
cantidades expresadas por medio de la variable independiente son aquellas que uno
llama funciones de esa variable (Kline, 1990, p. 1254).
Nikolai Lobachevski (1792 — 1856), en 1838 dio una version de una definicion
general sobre una funcion continua: "Una funcion de x es un numero que se da
para cada x, y que cambia gradualmente junto con x. El valor de la funcion se
podria dar, ya sea por una expresion analitica o por una condicion que ofrece un

medio para el ensayo de todos los numeros y la seleccion de uno de ellos, o, por
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altimo, la dependencia puede existir, pero sigue siendo desconocidos” (Martinez,
2007).

Gustave Lejeume Dirichlet (1805-1859), discipulo de Fourier, perfecciond la
definicion y concepto de funcion en el campo del analisis matematico aceptd la
definicion de funcién de Fourier y formulo las condiciones suficientes para que una
funcion pudiera representarse por una serie de Fourier. También definié la funcion
continua e hizo posible la separacion entre el concepto de funcién y una
representacion analitica. Ademas propuso una definicibn mucho mas general, en
términos de una correspondencia arbitraria entre variables que representan a

conjuntos numéricos (Da Ponte, 1992).

Se aceptaba hasta ese entonces que una funcién estaba definida en cada punto
del continuo de los reales o complejos. Dirichlet fue el primero en tomar en serio la
nocion de funcién como una correspondencia y, con la introduccién de la teoria de
conjuntos, se llegd a establecer una definicién totalmente general en términos de
conjuntos, segun la cual todas las anteriores definiciones pueden considerarse

como casos particulares.

Gustave Lejeume Dirichlet, en su trabajo Sobre la Representacién de Funciones
Arbitrarias en Series de Senos y Cosenos presenta una definicion clara del
concepto funcion, la cual se convirtié en la base de la terminologia de los libros de

texto, también definio las caracteristicas de algunas funciones.

En 1829, Dirichlet, llega a formular por primera vez el concepto moderno de
funciéon. “y" es una funcién de una variable x, definida en el intervalo a<x <b sia
cada valor de la variable x en este intervalo corresponde un valor Unico definido
para la variable y entonces y se dice que es una funcion de la variable x. (Boyer,
1986).

Dirichlet trabajé sobre las funciones discontinuas y fue el primero en dar un
ejemplo de una funcion definida en el intervalo [0,1] la cual es discontinua en todos
los puntos. Esto es importante ya que en ese tiempo generalmente las funciones

se relacionaban con curvas o expresiones analiticas y esta funcién no dibujaba
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una curva ni era una expresion analitica. También fue el primero en restringir

explicitamente el dominio a un intervalo.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) es considerado como fundador
de la teoria moderna de funciones. Riemann desarroll6 la representacion de
funciones en series de Fourier. Recordando que, los coeficientes de una serie de
Fourier se dan por integrales y que Cauchy habia desarrollado su integral sélo
para funciones continuas, pero con el desarrollo de Riemman se extendio el
concepto a las funciones con un numero finito de discontinuidades y asi amplio la

clase de funciones representables por series de Fourier.

En su tesis titulada: Grundlagen Fur eine allgemeine Theorie der Functionem einer
veranderlichen complexe Grosse (Fundamentos para una teoria general de las
funciones de una variable compleja) Riemann estudié la teoria de variables
complejas y, en particular, lo que ahora llamamos superficies de Riemann. Por lo
tanto, introdujo métodos topoldgicos en teoria de funciones complejas, lo cual
cambié la teoria de funciones de variable compleja, pues sefiala como una funcién
viene definida por sus puntos singulares y valores en los limites. Se debe a

Riemann la primera distincion entre la continuidad y la diferenciabilidad.

En 1857 se publicé otra de sus obras maestras La teoria del papel de las

funciones abelianas.

Riemann examind la funcién zeta que ya habia sido considerada por Euler, pero él
considera una cuestion muy diferente a la que Euler habia considerado, porque él

mird a la funcién zeta como una funcién compleja en lugar de una real.

Riemann define continuidad de una funcion f(z) asi: " La funcién f(z) es continua
en un intervalo comprendido si cuando z recorre de un manera continua todos los
valores comprendidos entre dos valores fijos, la funcion f de z varia igualmente de

una manera continua”.

Después de su fallecimiento se encontraron ciertos manuscritos en los que
presenta otra definicibn de continuidad, la cual corresponde a la continuidad

uniforme de una funcién continua definida sobre un intervalo [a, b].
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Karl Weierstrass (1815-1897), alrededor de 1841, construy0 la teoria de funciones
analiticas, en ésta estudi6 las funciones enteras y las funciones definidas por los
productos infinitos, la ecuacion de la convergencia uniforme (una nueva teoria de
funciones elipticas) y el teorema de la aproximacion uniforme de una funcion
cualquiera por polinomios. Dio importancia a la teoria de las funciones analiticas
de variables complejas con los conceptos de prolongacién analitica,
transcendente, enteros, factores primarios. Diferencié la convergencia uniforme de
la no uniforme y planted la teoria de funciones sobre la base del desarrollo en

series de potencias de las funciones analiticas.

Weierstrass atac6 el problema: dada una serie de potencias que define una
funciéon en un dominio restringido, derivar otra serie de potencias que define la
misma funcion en otros dominios sobre la base de teoremas de series de

potencias.

Weierstrass, en su obra: Capitulos seleccionados de la teoria de funciones
considera la idea de funcién como una relacion aritmética entre dos variables, da
la definicion de funcibn como correspondencia entre los elementos y llega a la
conclusién de gue mientras esta correspondencia es continua, esas dos nociones

son las mismas.

Weierstrass define la continuidad de una funcién arbitraria como f(x) es continua
en ciertos limites de X, si para todo valor Xo en este intervalo y para un nimero
positivo y arbitrariamente pequefio z, es posible encontrar un intervalo de x tal que
para todos los valores de este intervalo la diferencia f(x-xp)-f(x) es un valor

absoluto inferior a z.

3.1.6 Siglo XX la generalizacion de la funcién

En el siglo XX el concepto de la funcion fue extendido para incluir todas las
correspondencias arbitrarias que cumplan la condicion de unicidad entre conjuntos
numéricos y no numéricos (funciones continuas, funciones semi-continuas,

funciones diferenciales, funciones con derivadas no integrables, funciones
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integrables, funciones monaotonas, funciones continuas, funciones por tramos,

etc.).

En las dos primeras décadas del siglo XX se introdujeron las nociones de espacio
métrico, espacio topoldgico, espacio de Hilbert, y el espacio de Banach; funciones
(operadores, operadores lineales) entre dichos espacios juegan un papel
destacado pues se deduce que las propiedades de una funcién dependen de la
estructura del conjunto sobre la cual se define y las variables que toma.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) desarrollo la teoria de
conjuntos y, con ello, la nocién de funcién también y asi la nocion de

correspondencia se trasladd a la nocién de relacion.

Cantor fundament6 una axiomatica consistente que permite construir los conjuntos
y, posteriormente, establecer el concepto de infinito. Para esto definié el concepto
de cardinalidad y conjuntos equipotentes. Dos conjuntos que tienen la misma
cardinalidad se dice que son equipotentes. Ello sucede si existe una funcion
definida entre ambos conjuntos, que a cada elemento de uno de ellos le

corresponde uno y sélo uno del otro, y viceversa.

Edouard Jean-Baptite Goursat (1858-1936) en 1923 definié funcién como aparece

en muchos libros de hoy en dia, esto es:

Se dice que y es una funcién de x si, a cada valor de X, le corresponde un
Unico valor de y. Esta correspondencia se indica mediante la ecuacion y =
f(x) (Sierpinska, 2002).

Pero esta definicibn no era suficientemente precisa para las exigencias
matematicas de la época. También en esta época vivid el matemético italiano
Peano quien en 1911 propone considerar a las funciones como relaciones
univocas. Es decir, Peano partia de las ideas conjuntistas para definir la funcién
(Sierpinska, 2002).

Henri Ledn Lebesgue introdujo una restriccion a la definicion de la funcion, puesto

que, solo las funciones presentadas analiticamente se empleabas hasta el
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momento.: "Después de Direchlet, uno esta generalmente de acuerdo en decir que
existe una funcién cuando hay correspondencia entre y, y los nUmeros Xi, X,
X3,...,Xn, SIN preocuparse del procedimiento que sirve para establecer esta
correspondencia, muchos matematicos parecen no considerar como funciones
mas que aquellas que son establecidas por correspondencias analiticas" (Garcia,
2013)

Maurice René Frechet (1878- 1973). Fue un matematico francés que en su tesis:
Generalisation de un Theoreme de Weierstrass generaliza la definicion de funcién

como sigue:

"Supongamos que damos una cierta categoria (elementos cualesquiera,
nameros, superficies, etc.) en la cual se sabe discernir los diferentes

elementos. Podemos decir que V, es una funcion (operacion funcional),

uniforme en un conjunto E de elementos de c, si a todo elemento A de E le

corresponde un numero bien determinada V, " (Garcia, 2013).

Nicolas Bourbaki (1935) es el nombre colectivo de un grupo de matematicos
franceses que en los afios 30 del siglo XX se propusieron revisar los fundamentos
de las matematicas con una exigencia de rigor mucho mayor que la que entonces
era moneda corriente en esta ciencia. El grupo fue fundado en 1935 e inicio la
publicacion de sus monumentales Elementos de Matematica de acuerdo con el
nuevo canon de rigor y el método axiomatico, pretendiendo cubrir las bases de

todas las matematicas. Bourbaki define el término funcién asi:

"Sean E y F dos conjuntos, que pueden o no ser distintos. Una relacion
entre un elemento variable x de E y un elemento variable y de F, se llama
relacion funcional en y, si para todo x € E, existe un unicoy € F el cual
esta en la relacion dada con x. Damos el nombre de funcion a la operacion
gue, de esta forma, asocia cada elemento x € E con el elemento y € F que
esta en relacion con x, se dice que y es el valor de la funcion en el elemento

X, y se dice que la funcion esta definida por la relacion dada. Ademas, dos
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relaciones funcionales equivalentes determinan la misma funcion” (Sastre,
2008).

Bourbaki también define funcion como un cierto subconjunto del producto
cartesiano E X F. Es decir:

Una funciébn como un subconjunto de pares ordenados de manera muy
similar a la de Peano: "Una funcién del conjunto E en el conjunto F se
define como un subconjunto especial del producto cartesiano ExF"
(Sastre, 2008).

3.2 DIFERENTES FORMAS DE ENUNCIAR AL CONCEPTO DE FUNCION

De la revision bibliografica que se analizd6 sobre el concepto de funcién, se
encontré como este concepto se fue transformando, desde su idealizacion hasta la
definicion formal que hoy se conoce. Ademas, en libros de texto se encontraron

definiciones equivalentes pero enunciadas de forma diferente.

James Gregory (1638 - 1675) hizo la distincién entre funciones algebraicas y
trascendentes y dio la definicion méas explicita del siglo XVII de funcién, como:

Una cantidad que se obtiene de otras cantidades mediante una sucesion de operaciones
algebraicas o mediante cualquier otra operacién imaginable (Sastre, 2008, p. 146).
Johann Bernoulli, llamo funcibn de una magnitud variable a una cantidad
compuesta de cualquier manera de esta magnitud variable y de constantes
(Bernoulli, 1718). En una carta a Leibniz escrita el 2 de septiembre de 1694,

describe una funciéon como:

"Una funcién es una cantidad formada de alguna manera a partir de

cantidades indeterminadas y constantes" (O'Connor, 2013).
Euler publicé en su libro la definié de la siguiente forma:

"Una funcion de una cantidad variable es una expresion analitica
compuesta de cualquier manera a partir de la cantidad variable y de

nameros y cantidades constantes" (O'Connor, 2013).
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Es funcion de una cantidad variable compuesta como quiera que sea por

esa cantidad y numeros o cantidades constantes (Euler, 2000).
Dirichlet, lleg6 a formular el concepto funcion como:

“y es una funcién de una variable x, definida en el intervalo a <x< b si a
cada valor de la variable x en este intervalo corresponde un valor unico
definido para la variable y entonces y se dice que es una funcion de la

variable x" (Boyer y Pérez, 1986).

En la revision de los libros de texto nivel universitario, encontramos definiciones
sobre la funcién enunciadas de forma diferente pero que en un sentido amplio son
equivalentes.
Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto X y el conjunto Y, una funcién es una ley que
asocia a cada objeto de X uno y solo un objeto en Y. Al conjunto X se denomina el dominio

de la funcién. Los objetos de Y asociados con los objetos de X, forman otro conjunto

denominado recorrido de la funcién (Apostol, 2009, p. 62).

Una funcién de una sola variable independiente x asigna valores y a cada valor de y. El
dominio de la funcién es la totalidad de valores para los cuales la funcién esta definida.
En los casos que mas nos interesan, el dominio de la funcién consiste de uno o vario
intervalos. Se dice entonces que es una funcion de variable continua (Courant y John,
1999, pp. 43-44).

Una funcién puede considerarse como una correspondencia de un conjunto

X de nameros reales x, a un conjunto Y de numeros reales y, donde el

namero y es Unico para cada valor especifico de x figura 3.7 (Leithold, 1998,
pp. 3-4).

Figura 3.7. Representacion de una correspondencia
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Una funcién es un conjunto de pares ordenados de ndmeros (X, y) en el que no existe dos
pares ordenados diferentes con el mismo primer nimero.  El conjunto de todos los
ndmeros admisibles de x se denomina dominio de la funciéon. Y el conjunto de todos los

valores resultantes de y recibe el nombre de contradominio de la funcién (Leithold, 1998,
pp. 3-4).
Una funcién es una regla que asigna a cada uno de los nimeros reales un cierto nimero

real (Spivak, 1996, p. 49).

Una funcién es un conjunto de pares de nimeros con la siguiente propiedad: si (a, b) y (a,
c) perteneces ambos a la coleccién entonces b=c; en otras palabras la coleccién no debe

tener los pares distintos en el mismo primer elemento (Spivak, 1996, p. 60).

Si f es una funcién, el dominio de f es el conjunto de todos los a para los que existe algin b
tal que (a, b) estd en f. Si a esta en el dominio de f, se sigue de la definicion de funcion
gue existe, en efecto, un niamero b Unico tal que (a, b) estd en f. Este b Unico se designa
por f(a) (Spivak, 1996, p. 60).

Una funcion f de un conjunto D a un conjunto E es una correspondencia que asigna a cada
elemento x de D un elemento Unico y de E (Swokowski, 1989, p. 30).
Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto A,
exactamente un elemento, llamado f(x), de un conjunto B. El conjunto A se llama
dominio de la funcion. El nimero f(x) es el valor de fen x y se lee “f de x”. El
rango o recorrido de f es el conjunto de todos los valores posibles de f(x), conforme
X varia en todo el dominio. Un simbolo que representa un numero arbitrario en el
dominio de una funcién f se llama variable independiente. Un simbolo que
representa un numero arbitrario en el rango de una funcion f se llama variable
dependiente (Stewart, 2006, p.11).

Es evidente que la nocion primitiva de funcion era mucho mas intuitiva mientras

que la actual tiene un alto grado de formalizaciébn que la hace mucho mas

abstracta aunque en la mayoria de libros de texto se encuentra la. definicion de

funcién como relacién entre variable.

Una funcion es una relacién entre variables tal que a cada valor de la primera

variable (variable independiente) le corresponde soOlo un valor de la segunda

variable (variable dependiente). Si x representa a la variable independiente, y
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describe a la variable independiente; esto se suele escribir como y= f(x) con el fin
de representar el hecho de que la variable y esta en funcién, depende, de la

variable x.

3.3 FENOMENOLOGIA DE LA FUNCION

Como se ve en el recorrido sobre la historia, realizado y expuesto, las funciones
son objetos que tuvieron la necesidad de desarrollarse por razones externas e
internas a la matematica, por lo tanto, al no ser un objeto matematico ‘puro’ se ha
ido reformulando en el tiempo (Ruthing, 1984). Para Freudenthal el concepto
matematico de funcién bien se lo puede atribuir a Leibniz y Bernoulli sin tomar en
cuenta a Euler; o bien, decir que los primeros en utilizar el concepto de funcion
fueron Euler y D’Alembert, pero también dice que cualquier concepto matematico
no comienza cuando se le da un nombre, sino que comienza desde mucho antes
y, como se ha visto, el concepto de funcion puede remontarse desde los

comienzos de la humanidad.

Una segunda direccion para la construccion del componente formal fue a traves de
una revision y estudio del andlisis fenomenoldgico sobre el concepto de funcion
que realizd y publicé Freudenthal (1983), a la vez, Puig (1997) desarrollé los
rasgos caracteristicos y algunas consecuencias de lo que entendié por analisis
fenomenoldgico de las matematicas como un componente de su analisis didactico
para la educacion secundaria basandose en Freudenthal para ello, Puig lo separ6
en dos categorias, la primera atafie a la naturaleza de los objetos matematicos y la
practica matematica, la segunda fue sobre la toma de partido de cuéles son los
objetivos que hay que perseguir en la ensefianza de las mateméticas respecto a la

naturaleza de los conocimientos matematicos que se propone que adquieran.

En la tabla 3.1 se resume de manera secuencial el analisis fenomenoldgico de
Freudenthal (1983) y el recorrido que él hace por la historia del concepto. Esta
secuencia se expone en los términos del analisis didactico hecho por Puig (1997);
lo que permite conectarse automaticamente a la construccion del componente de

ensefianza que se presenta en la siguiente seccion.
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Tabla 3.1 Fenomenologia encontrada del concepto de funcion.

Categorias
para
analisis

Términos

Resumen del analisis

Otras ideas

a)

Variables

Variable como un fenémeno linguistico.
Significa alguna cosa que realmente
varia: fisicamente, socialmente,
mentalmente, etc. con  sentido:
matematico, percibido, imaginado,
suspendido, etc.

Utilizar variable en
un sentido aparte
de lo que varia
puede causar
confusién. Como
cuando se trata a
las literales en una
expresion

algebraica.

b)

Dependencia

conexion

De hecho, el verdadero origen de la
funcion esta [en] establecer, postular,
producir, [0] reproducir dependencia (0
conexion) entre variables que ocurren
en el mundo fisico, social, mental o
matematico. (Freudenthal, 1983, p. 494)
Conexiones del tipo “a mas...” se tiene
‘mas (o menos)...".
Cuando el tiempo
conexion.

En la fisica ocurren conexiones
causales (por atraccion, por friccion, por
transmision de calor,...).

interviene en la

Las dependencias
pueden pasar a
ser objetos
mentales.
Por
colisiones,
crecimientos,
movimientos,
tendencias, etc.

ejemplo,

c)

Variables
independientes

y
dependientes

Variables que varian libremente
(independientes), variables que varian
sujetas a restricciones (dependientes).

Relacion
(asignacion)
directa entre
ambos tipos de
variables.

d)

La funcion
como...

...un acto (accién) que a cada elemento
de A le asigha un elemento de B.

...una relacién especial, un subconjunto
de parejas cartesianas donde si (a,b) y
(a,c) pertenecen al subconjunto,
entonces necesariamente b=c.

Aunque son definiciones equivalentes
desde las matematicas, no lo son
fenomenoldgicamente hablando.

... autbmatas o maquinas. Vienen a ser
equivalentes  didacticos para el
concepto de funcion.

Esta definicion es
antigua y pasada
de moda.

Esta es moderna y
no es didactica
(Freudenthal,
1983, p. 497).
Oscurece el
sentido de
asignacion directa.
Lo dinamico se
pierde, queda
estatico, pues es
una definicién
abstracta.

Una propuesta de
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Categorias
para Términos Resumen del analisis Otras ideas
analisis
Freudenthal para
la ensefianza del
concepto de
funcion.
e) En un mapeo, transformacién, sucesién, | Mapeos-
, una permutacién, un proceso 0 una | geometria,
Las funciones p: ” .
on diferentes | CP€racion matematica. fu,nC|ones-
formas nUMeros L.
Permutacion-
funcién uno a uno.
f) Las funciones | ...funcionales, si en funciones de A a B, | El uso de nuevos
vistas como | B es un conjunto de numeros. términos evita
funcionales, | ...operadores, si B es un conjunto de | confusiones.
operadores. | funciones.
9) X=1 |2 3
Y=2 |4 6 ...
Tablas Permite ver la asignacion directa de las
variables dependientes respecto a las
independientes.
h) Considera la funcion tabla en pequefios
conjuntos finitos y los dibuja en el plano
i, cartesiano como una curva, también
Graficas considera las permutaciones para
obtener la funcion tabla, partiendo de
variables dependientes obtiene las
independientes.
i) Dada una grafica:
La ordenada como funcién de la
Conexion abscisa.
factual La pendiente en funcion de la abscisa.

Dada una curva:
La curvatura como funcion de longitud
de arco dado un punto

Parametros y
conexiones
formales

Patron “Como ecuacion de”. La
circunferencia en funcién de su radio.
Algebraicamente:

2 L,

X" =3X+a  como funcién de x

f(x)=x*-3x+a

X —Xx°—3x+a

f, —definido — por — f,(x)=x*—-3x+a
f(a)=f,

Patron “el de”. Desde ejemplos en

el habla coloquial como “la temperatura
del nifio”, “el valor de la moneda”. A

En las funciones
definidas
algebraicamente,
el uso de
parametros
sugiere
dependencia.
La funcién
depende del valor
del parametro a.

una
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Categorias
para Términos Resumen del analisis Otras ideas
analisis
cuestiones matematicas como ‘el
cuadrado de”, “la suma de”.
k) Funciones Seno, coseno, logaritmo, etc.
matematicas,
con nombre
propio
l) Significadoy | Visién matematica.
uso de la Visién didactica.
funcién
m) Notacién
n) Los babilonios conaocian la periodicidad | En la introduccion
de algunos movimientos celestes y eran | se muestra una
capaces de hacer interpolaciones. discusién  sobre
Los griegos conocieron las funciones | qué momento
trigonométricas, aunque la tangente era | puede
Unavistaa | conocida implicitamente por culturas | considerarse el
través de la | anteriores. También conocian las | principio del
historia funciones lineales pero no tenian | concepto de
notacion para expresarlas. funcion, llegando
a la conclusion de
gue eso puede ser
subjetivo.
0) Variabilidad como una superficie de la
funcion, variabilidad cualitativa, una
Unavistaa | estructura mas rica, estructuras de
travésdela | secuencia de recuento, funcién vy
genética nimero cardinal, mapeo geométrico
como superficie de una funcién...
p) Experiencia, mapeo geomeétrico,
e clasificacion por parametrizacion,
Didactica de 1a | jo e como  variable independiente,
experiencia de -, .
funcion altura como una funcién, operaciones
elementales como funcion.
q) Experiencia de
funcion
r Gréficas Lectura de gréficas.

3.4 TOMA DE PARTIDO DE LA DEFINICION SOBRE LA FUNCION

La funcién es un ente matematico que se fue construyendo a traves del tiempo y

su estudio matematico comenzo con las matematicas modernas en el siglo XVII, el
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concepto fue evolucionando hasta que a comienzos del siglo XIX, se formuld la
definicion de funcion como relacion entre dos variables, que es la que actualmente

se maneja en muchos libros de texto.

Es por ello que una funcion puede verse como una regla de correspondencia entre
dos conjuntos de tal manera que a cada elemento del primer conjunto le

corresponde uno y solo un elemento del segundo conjunto.
Funcion

Sean A y B dos conjuntos, que pueden o no ser distintos. Una relacion
entre un elemento variable x de A y un elemento variable y de B, se llama
relacion funcional en y, si para todo x en A, existe un Unico y en B, el cual

esta en la relacion dada con x.
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Para desarrollar el modelo de ensefianza sobre la funcion, de acuerdo con la
metodologia planteada, es necesario aplicar un analisis fenomenoldgico didactico
al concepto de funcion. Freudenthal (1983) ha hecho esta tarea y dedica un
capitulo completo para mostrar sus resultados en su libro. A la luz del componente
de competencia formal y usando el andlisis didactico de Puig, fueron analizados
algunos libros de texto usados para la ensefianza del calculo en diferentes
bachilleratos. Ello nos permiti6 conocer el modelo de ensefianza que guia la
ensefianza de este concepto y permitira hacer una propuesta alternativa que tome
en cuenta las categorias encontradas en la fenomenologia. Tomando de guia los
programas de estudio de la universidad donde se realiza la investigacion el
componente principal de ensefianza aterriza en el analisis de los libros de texto

que se proponen los planes de estudio que contemplan el concepto de la funcion.

4.1 EL CONCEPTO DE FUNCION EN LOS PLANES Y PROGRAMAS DE ESTUDIO

Hasta hace algunos afios, la revision sobre la problematica del aprendizaje de la
funcién hubiera sido encontrada en estudios con alumnos de los Ultimos grados
del bachillerato o los primeros de nivel universitario que cursaran la materia de
calculo. Sin embargo, en afios recientes, la introducciéon de las TIC al aula
preuniversitaria, particularmente el uso de hojas de calculo en la ensefianza del
algebra en secundaria, han cambiado esta vision de la funcién como un contenido

de los ultimos niveles del bachillerato (Kieran, 2006).

En esta investigacion, el punto de partida para construir el modelo de ensefianza
fue el programa de la materia “Matematicas Aplicadas a las Tecnologias
Alternativas I” que se imparte en el tercer semestre en la carrera de Desarrollo

Sustentable con terminal en Tecnologias Alternativas. El tercer punto de dicho
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programa son las funciones, el objetivo sefialado es comprender el concepto de

funcién para aplicarlo a las tecnologias alternativas.

Una vez conocido el objetivo de la materia se llevd a cabo una revision de los
principales libros de texto que se incluyen como bibliografia en el programa de
estudios. Tal revision obedecio a la necesidad de conocer el tratamiento didactico
que dichos libros dan al concepto de funcion y encontrar, si es que existen,
diferentes versiones del concepto de funcidon que aparecen en ellos y que pueden
causar a interpretaciones parciales del concepto, tal como lo mencionan algunas
investigaciones al respecto por ejemplo Sierpinska (1992) y Sfard (1989), evitando
objetos mentales ricos y variados como establece la toma de partida didactica de
Freudenthal (Puig, 1997).

4.2 REVISION DE LIBROS DE TEXTO

Para analizar de los libros de texto se consideraron las categorias que se

encontraron en la fenomenologia sobre el concepto de funcién (Tabla 3.1).

Categorias para

analisis Términos
a) Variables
b) Dependencia o conexion
c) Variables independientes y dependientes
d) La funcion como...
e) Las funciones en diferentes formas
f) Las funciones vistas como funcionales, operadores.
Q) Tablas
h) Gréficas
i) Conexion factual
)] Parametros y conexiones formales
k) Funciones matematicas, con nombre propio
) Significado y uso de la funcion
m) Notacion
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Los libros revisados para conocer los modelos de ensefianza, y conocer el
planteamiento de cada uno de ellos respecto al concepto de funcion, fueron
seleccionados porque algunos de ellos son los mas utilizados en las instituciones
de educacion superior (Tecnoldgicos descentralizados y federales del estado de
Michoacéan) y porque aparecen en la bibliografica basica del programa de la
asignatura "Matematicas Aplicadas a las Tecnologias Alternativas” que se imparte
en la UIIM.

4.2.1 Célculo con geometria analitica de Earl Swokowski (Ed. 1989)

En el prélogo de este libro se explica que el texto fue elaborado para preparar a
los alumnos en temas del calculo. En el capitulo 1 se trata el tema de funcion, en
la introduccion al mismo se indica que uno de los conceptos mas importantes de
las matematicas es la nocion de funcién. El nombre de la unidad es “Las funciones

y sus graficas”, con el siguiente contenido:

Nuameros reales.

Sistemas coordenados en dos dimensiones.
La linea recta.

La definicion de funcion.

Operaciones con funciones.

En las secciones anteriores estudian los elementos siguientes: niumeros reales,
desigualdades, coordenadas, valor absoluto, distancia entre dos puntos,
conjuntos, variables, constantes, dominio, intervalos, gréaficas, sistema cartesiano,

ecuaciones, la recta.

En la seccibn de numeros reales se estudian los conceptos de variables,
constantes, dominio, intervalos, desigualdades, etc., pero todos los conceptos son
vistos de forma numérica, es decir todo se refiere a los niumeros reales. Sin
embargo, al tratar el término de variable, no lo hace con el enfoque descrito en las
categorias. Especificamente en la categoria a) o c), sino que dice “Una letra que

se usa para representar cualquier elemento de un conjunto dado se llama variable”
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(Swokowski, 1988). De acuerdo con la Tabla 3.1, en la categoria a), es decir
justamente hace lo que se ha sefialado como no recomendable, tratar a la variable

como algo aparte sin relacionarlo con ningun tipo de variacion.

En la seccidn siguiente se introduce el plano cartesiano, asi como los conceptos
de ordenada y abscisa; el trabajo se centra en obtener la distancia entre dos
puntos dentro del plano cartesiano y el punto medio entre dos puntos, asi como el
concepto de grafica de una ecuacion. La parte de graficas y representacion
tabular coinciden, aunque minimamente, con las categorias g), h) e i) de la Tabla

3.1y solo parcialmente con las categorias d) y j).

La tercera seccidn se refiere al tema de la recta tratado desde la geometria
analitica, aunque en los ejercicios de practica se relaciona el tema con el contexto

de la vida diaria.

La seccibn que corresponde a la funcion se introduce con el tema de
correspondencia por medio de enunciados que reflejan asociacion de objetos
comunes y representandolos con diagramas, algo cercano a lo que se menciona la
categoria j) de la tabla 3.1. Finalmente presenta la definicion de funcion asi:
Una funcion f de un conjunto D a un conjunto E es una correspondencia que asigna a cada
elemento x de D un elemento Unico y de E. (Swokowski, 1989, p. 30)
Esto es, define la funciébn en términos conjuntistas como una relacion especial
(Tabla 3.1 d) Durante el desarrollo del tema, destaca la utilidad del concepto en la
matematica, un acercamiento “informal” y la introduccion de la notacién f para
representar una funcién y f(x) para representar un elemento particular Tabla 3.1

categoria m).

Dentro de la explicacion del concepto de funcion se introducen los conceptos de
dominio y contradominio. Los ejercicios que resuelven se refieren a aplicaciones
practicas de la vida cotidiana y finalmente introducen el concepto de grafica de
una funcién. Sin embargo, los ejercicios que se presentan en las secciones

requieren de conocimientos mas avanzados que los alumnos aun no poseen,
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considerando que el material esta dirigido a alumnos de primeros semestres de

universidad.

En resumen, los objetos mentales asociados al de funcion que integra el libro de
Swokowski estdn restringidos a conjuntos de numeros que se representan
graficamente como pares ordenados estaticos y que no reflejan el sentido de
variacion. No aparece nada a lo que incluyen las categorias b), e), f) y I) de la
Tabla 3.1.

Tabla 4.1. Resumen del analisis para el libro Calculo con geometria analitica de Earl
Swokowski, respecto a las categorias encontradas en la fenomenologia.

ay/b|co| d je|nH| 9 h) ) Dok h|m

No | No | No | Parcial | No | No | Minimo | Minimo | Minimo | Parcial | No | No | Si

4.2.2 Calculus | de Tom Apostol (Ed. 2006)

En el prologo de este libro se menciona que hay diferentes posicionamientos para
introducirse al tema del calculo y que este libro trata el tema desde el punto de
vista deductivo, pero que también se abordan las aplicaciones fisicas. Ademas,

comienza con el desarrollo histérico del calculo.

El primer capitulo del libro se titula Introduccion y la primera seccion del mismo se
llama Introduccion Histérica; en ésta, el autor habla de los dos problemas
histéricamente fundamentales del célculo: encontrar la tangente a una curva en un
punto dado y encontrar el area bajo una curva. Como en este libro se trata primero
los problemas del calculo integral y luego el diferencial, el autor presenta el
método de exhaucion para obtener areas bajo curvas como la introduccion

historica al calculo.

Posteriormente el autor introduce conceptos fundamentales de la teoria de
conjuntos, luego habla de los axiomas y teoremas de los nimeros y, por ultimo, el

método de induccidn y la notacién de sumatorias.
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La primera unidad “Los conceptos del calculo integral” consta de cuatro partes con
los temas necesarios para desarrollar las siguientes unidades. En la segunda

unidad es donde aparece el concepto de funcion con el siguiente indice:

Las ideas basicas de la geometria cartesiana.

Funciones. Ideas generales y ejemplos.

Funciones. Definicion formal como conjunto de pares ordenados.

Mas ejemplos de funciones reales.

Ejercicios.
En la primera seccion esté libro introduce los conceptos de ejes cartesianos,
coordenadas de un punto, abscisa y ordenada, asi como ejemplos de graficas de

ecuaciones, tocando los temas descritos en la Tabla 3.1 categorias f) y g).

En la segunda seccion las relaciones entre los elementos de dos conjuntos estan
presentes y también se comenta que algunas de estas relaciones son lo que los
matematicos denominan funciones, la relacion especial de la Tabla 3.1 categoria
d). En el libro se menciona que el término funcion fue usado primeramente por
Leibniz, aunque afirma que éste “tenia un alcance muy reducido” (Apostol, 2006,
p. 62).

Casi inmediatamente menciona que la definicion formal de funcibn como un
subconjunto de producto cartesiano:
Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto X y el conjunto Y, una funcién es una ley que
asocia a cada objeto de X uno y sélo un objeto en Y. Al conjunto X se denomina el dominio
de la funcion. Los objetos de Y asociados con los objetos de X, forman otro conjunto
denominado recorrido de la funcién (Apostol, 2006, p. 62).
Después explica la notacion que utilizara y comenta que hay dos maneras
esquematicas de ver una funcién. Su explicacién la acompafia de la imagen que

se muestra en la Figura 4.1.
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N (x)

, ¥
.. .- E(x)

Figura 4.1 Representacién esquematica del concepto de funcion. Tomada de Apostol, 2006, pag.
63).

En éste libro también se explica que hay dos formas esquematicas de considerar

una funcién: por un lado, como una asignacion de elementos de un conjunto a otro

y como una maquina, a la manera descrita en la Tabla 3.1 categoria d). Sin

embargo, la imagen de la funcién como una maquina es abandonada por completo

en el resto de la unidad y del libro.

También menciona que las funciones se pueden graficar y da ejemplos de
funciones de variables reales e introduce lo que denomina la definicién formal de
funcién.
Una funcién f es un conjunto de pares ordenados (X, y) ninguno de los cuales tiene el
mismo primer elemento. Si f es una funcién, el conjunto de todos los elementos x que
aparecen como primeros elementos de pares (X, y) de f se llama el dominio de f. El
conjunto de los segundos y se denomina recorrido de f o conjunto de valores de f (Apostol,
20086, p. 65).
Con estos elementos, el libro de Apostol inicia el estudio del célculo integral. Como
se puede ver, el objeto mental de funcidn que él forma es muy abstracto y
matematico, ademas de poco dinamico. Las definiciones que ofrece, tanto en la

pagina 62 como 65 son las que Freudenthal encuentra poco didacticas y estaticas.
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Tabla 4.2. Resumen del andlisis para el libro Calculus | de Tom Apostol, respecto a las
categorias encontradas en la fenomenologia.

a) b) c) d) e) Hla (M) D) |k 1) m)

Minimo | Minimo | Minimo | Si | Parcial | Si |No | Si|Si | Si | Si | Parcial | Si

4.2.3 Célculo infinitesimal de Michael Spivak (Ed. 1996)

Este libro esté dirigido al calculo infinitesimal como su nombre lo indica, profundiza
los conceptos basicos de logica desde las matematicas. El libro esta organizado
en veintinueve capitulos divididos en cinco partes. Los que interesan para los fines

de esta tesis son:

Parte |  Prologo

Propiedades basicas de los nUmeros
Distintas clases de niameros

Parte Il Fundamentos

Funciones

Apéndice. Pares ordenados
Graéficas

Asi, el libro inicia con un tratado axiomatico de los nUmeros y la siguiente seccion
esta redactada sobre los diferentes nimeros donde se presenta el principio de
inducciéon matematica y el uso de las sumatorias, como lo hace también el libro de

Apostol revisado anteriormente.

En la introduccién al capitulo 3, Spivak menciona que la funcion es sin duda el
concepto mas importante de todas las matematicas. También dice que el concepto
de funcion es de una gran generalidad, pero que basta estudiar la funcion de una
sola clase para comenzar el tema e incluso comienza por expresar una definicion
que denomina provisional del concepto, la cual tiene el caracter de accion, de
acuerdo a la Tabla 3.1 categoria d).

Una funcién es una regla que asigna a cada uno de los nimeros reales un cierto nimero
real (Spivak, 1996, p. 49).
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Spivak menciona que no se puede avanzar en el estudio si no se introduce una
notacion y utiliza algunos parrafos para introducir y ejemplificar su notacion,
categoria m) de la Tabla 3.1. Después de muchos ejemplos y ejercicios practicos
usando la definicion provisional presenta una segunda definicién, esta vez la de
relacion especial de la Tabla 3.1 categoria d):
Una funcién es un conjunto de pares de nimeros con la siguiente propiedad: si (a, b) y (a,
c) pertenecen ambos a la coleccion entonces b=c; en otras palabras la colecciéon no debe
tener los pares distintos en el mismo primer elemento (Spivak, 1996, p. 60).
Pero a continuacion expone una tercera definicion formulada con rigor matemético
gue expone dos definiciones a la vez; funcion y dominio.
Si f es una funcion, el dominio de f es el conjunto de todos los a para los que existe algun
b tal que (a, b) estd en f. Sia estd en el dominio de f se sigue de la definicion de funcién
gue existe, en efecto, un nimero b anico tal que (a, b) esta en f. Este b Unico se designa
por f(a) (Spivak, 1996, p. 60).
Esta ultima parece combinar la funcidbn como accién y como relacién especial.
Sobre ella Spivak subraya la importancia de que para todo x en el dominio,
sepamos quién es f(a). Todo el capitulo 3 se enmarca Unicamente sobre la
funcién, después de las definiciones se proponen una serie de ejercicios muy
matematicos. Este libro no podria tomarse como libro de texto en los primeros
semestres de la universidad ya que requiere de una madurez de conceptos

matematicos.

Spivak menciona que la mejor manera de presentar una funciébn es mediante
dibujos por lo que el capitulo 4 se dedica a las graficas y en él presenta muchos
ejemplos de funciones con sus gréficas, tocando las categorias g), h) v,

parcialmente, i) de la Tabla 3.1.

Tabla 4.3. Resumen del andlisis para el libro Calculo infinitesimal de Michael Spivak,
respecto a las categorias encontradas en la fenomenologia.

a) by | cy|d e | f |9 |h 1) )|k | m)

No No | No| Si | Si | Si | Si| Si |Parcial| Si Si | Parcial | Si
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4.2.1.4 El calculo EC7 de Louis Leithold (1998)

El capitulo 1 del texto de Leithold incluye la introduccion al concepto de funcién; la

unidad se llama “Funciones, limites y continuidad” y parte de su contenido es:

Funciones y sus graficas.

Operaciones con funciones y tipos de funciones.

Funciones como modelos mateméticos.
En el comienzo de la unidad se menciona la importancia del concepto de funcién
al utilizarlo como un concepto unificador, por lo cual, los autores le dedican las
primeras dos secciones para su estudio. La seccién 1, esta dirigida a las variables
dependientes y se dan ejemplos de la vida cotidiana; por ejemplo, el salario de
una persona depende de las horas que trabaja, etc. Pero sin mencionar en
concreto la definicion de variables dependientes ni tampoco independientes, el
texto continda con la siguiente definicion (tipo accion y relacién especial de
acuerdo con la Tabla 3.1):

Una funcién puede considerarse como una correspondencia de un conjunto X de nameros

reales X, a un conjunto Y de nimeros reales y, donde el nUmero y es Unico para cada valor
especifico de x Figura 4.2. (Leithold, 1998, p. 27).

Figura 4.2. Representacion de una correspondencia (Leithold, 1998, p. 27).
Como definicion intuitiva, utiliza el ejemplo de la ecuacién y = x?, mediante una
tabla de dos columnas una para los valores del conjunto X y otra para los valores
del conjunto Y. En ese mismo ejemplo indican que el dominio y el contra-dominio
de la funcién son los valores que se encuentran en las columnas de X y Y,

respectivamente. Después incluyen algunos ejemplos mostrando el dominio y
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contradominio de algunas funciones con miras a introducir el concepto de conjunto
de pares ordenados, procediendo con la definicion de funcién siguiente:
Una funcién es un conjunto de pares ordenados de ndmeros (X, y) en el que no existe dos
pares ordenados diferentes con el mismo primer nimero. El conjunto de todos los nimeros
admisibles de x se denomina dominio de la funcion. Y el conjunto de todos los valores
resultantes de y recibe el nombre de contradominio de la funcién (Leithold, 1998, pp. 3-4).
Después de esta definicion, puramente del tipo relacién especial, contindan con
ejemplos, en éste libro se mencionan los términos variable dependiente e
independiente y comenta acerca de la notacion que dice es la que usaba Euler.
Posteriormente se encuentra una definicién de la grafica de una funcion y subraya
que la grafica de una funcion es la misma que la gréfica de la ecuacion Y = f(x).
Explica entonces la implicacion geométrica que permite decidir si una gréfica
corresponde a una funcion o no. Si cualquier recta vertical la corta en un solo

punto.

Tabla 4.4. Resumen del andlisis para el libro El calculo EC7 de Louis Leithold, respecto
a las categorias encontradas en la fenomenologia.

a) |b)jcjdie|f| 9 h) oDk D m)

Si Si| Si| Si| Si| Si| Parcial | Parcial | Parcial | Si | No | Parcial | Parcial

4.2.1.5 Introduccién al célculo y al analisis matematico de Courant y John (1999)

El capitulo 1 de este libro comienza con la introduccion seguida de ocho subtemas
y el segundo se refiere al concepto de funcién. Previamente, en la primera seccion
se trata el tema del continuo de los niumeros; niameros naturales, racionales,
reales, etc. introducen el tema de intervalos, fracciones decimales vy
desigualdades. En el subtema "el concepto de funcion" contiene los siguientes
incisos:

Funcién grafica

Definicién del concepto de funciones de una variable continla.

Dominio y rango de una funcién.
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Representacion grafica.

Funciones monotonas.

Continuidad.

El teorema del valor intermedio.

Funciones inversas.
El tema comienza con una introduccion historica de la funcion y aclaran que el
texto trata sobre las funciones en sentido matematico y mencionan la conexion
que existe con otras disciplinas por ejemplo con las ciencias naturales, la
mecénica y otros campos del conocimiento. En el libro se menciona que las
relaciones funcionales van mucho mas alld que simplemente el sentido
matematico y se mencionan ejemplos dando una ley funcional expresada en una
féormula. En la redaccion del libro se menciona a las variables dependientes e
independientes de forma intuitiva y de la misma forma se hace sobre la funcion

como una dependencia entre variables (Tabla 3.1 categorias a) y b)).

En seguida introducen un tema llamado funcion-gréfica, donde se dice que las
variables pueden ser tratadas como coordenadas de un punto y de forma intuitiva
introducen los términos de conjunto, dominio e imagen. En esta seccién se hace
hincapié sobre la variacién libre de la variable independiente, categoria c) de la
Tabla 3.1, aunque sobresale que a veces las variables independientes no pueden

tomar cualquier valor.

En este libro se observan varios ejemplos de funciones de diferentes tipos,
estudiando su rango. Algunos de estos ejemplos corresponden a mapeos o0 a
transformaciones, algunas de las formas mencionadas en la Tabla 3.1 categoria
e). La definicibn de funcién se encuentra en términos de una sola variable
continua, junto con el dominio y rango y se trata de una definicion de accién segun

la Tabla 3.1 categoria c).

Una funcién de una sola variable independiente X asigna valores y a cada valor de 'y . El

dominio de la funcion es la totalidad de valores X para los cuales la funcién esta definida.

En los casos que mas nos interesan, el dominio de la funcion consiste de uno o varios
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intervalos (ver figura 4.3). Se dice entonces que Y es una funcién de variable continua

(Courant y John, 1999, pp. 44-46).

Rango

| E—

I
I
|
|
|
|
4
|
|
|
i
!
f
IR

o] >
1 Dominio
Figura 4.3. Tomada de Courant y John, 1999, p. 46).
Posteriormente se hace mencion de las graficas de funciones y sus caracteristicas
categoria h) de la Tabla 3.1 y terminan dando ejemplos de ciertos tipos de

funciones: monétonas, pares, impares.

Tabla 4.5. Resumen del andlisis para el libro Introduccién al célculo y al analisis
matematico de Courant y John, respecto a las categorias encontradas en la
fenomenologia.

a) by |c)jd| e | H|ag|h]|D ) k) h |m)

Si Si| Si | Si |Parcial| Si | No| Si | No | Parcial | Si | Parcial | Si

4.2.3 Resumen del andlisis de los libros de texto

Varios de los autores de los libros analizados mencionan la importancia del
concepto de funcion. Sin embargo, no se detienen mayormente en su estudio y no
hacen suficiente hincapié en los conceptos de variacién, dependencia e
independencia, conexion, variable y otros mas; tampoco enfatizan las diferentes

formas de las funciones ni muchos otros elementos que aparecen en la Tabla 3.1.
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El objetivo de la aplicacion de fenomenologia didactica a los conceptos
matematicos es conocer los fendmenos que dieron origen a su creacion, las
relaciones entre estos fendmenos, a qué otros fendmenos dan lugar los
fendmenos previos y sus relaciones y asi sucesivamente, con el fin de apoyar a

los alumnos a recrear el proceso de desarrollo de los conceptos.

Desde este punto de vista, los contenidos de libros de texto analizados no
favorecen tal recreacion. Esto se puede deber a que en todos los casos se
presupone que los conocimientos previos al de funcién estdn sélidamente
construidos en los estudiantes que inician sus carreras profesionales y se abordan
de manera breve sobre el concepto de funcion para iniciar los siguientes temas del

calculo.

Los modelos de ensefianza de referencia, los que estan en los libros de texto, no
toman en consideracion la situacion real de los alumnos ni las dificultades
cognitivas que ellos enfrentan cuando estudian estos temas, es decir, sus modelos

de actuacion. Sobre este tema trata el siguiente capitulo.

Tabla 4.6. Resumen del analisis de los libros de texto referente a la fenomenologia
encontrada del objeto mental funcion e identificada con las categorias de la tabla
3.4.1.

Ligro a) |b)lcyjd|e | lag | h|D)]|])]|k|]]|m)| Predomina
1 b, DD/ B|D|D|C|C|C|B|D|D|A D
2 C/|IC/ICIA|B|A|IDIAJAIA|A|B|A A
3 D/ DIDIA|AJ]A|A A B|AJA|B|A A
4 AlAIAIAIA|A|B| B | B|A| D|B|B A
5 Al/lAIAIA/B A|D| A/ D B|A|B|A A

A =Si, B=Parcial, C=Minimo, D=No

Nomenclatura de la tabla:
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NUmero
del libro

Nombre del libro Autor

1.

2.

Calculo con geometria analitica Earl Swokowski

Calculus | Tom Apostol

Célculo infinitesimal Michael Spivak

El calculo EC7 Louis Leithold

Introduccion al célculo y al analisis Courant y John
matematico

Categorias para

analisis

Términos

a)
b)

c)

d)
e)

f)

9)
h)

Variables

Dependencia o conexion

Variables independientes y
dependientes

La funcién como...

Las funciones en diferentes formas
Las funciones vistas como funcionales,
operadores.

Tablas

Graéficas

Conexion factual

Pardmetros y conexiones formales
Funciones matematicas, con nombre
propio

Significado y uso de la funcion
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CAPITULO 5: COMPONENTE DE ACTUACION

El componente de actuacién se refiere a la observacion de los profesores e
investigadores acerca de como los alumnos enfrentan las tareas matematicas
propuestas en el aula, y reunir informacion sobre las dificultades a las que se
enfrentan los alumnos en torno al concepto que se esté trabajando, en este caso,
sobre el concepto de funcion. La informacion se puede recabar de reportes de
investigaciones, de intervenciones exploratorias del investigador, o producto de la

propia practica docente.

En México, desde hace mas de diez afos, los programas de matematicas para la
educacién secundaria incorporan el uso de tablas y graficas y procesos de cambio
como contenidos de las mateméticas, incluso se mencionan temas de funciones
lineales y se trabaja con ellas desde primero de secundaria. Por ello que la
construccion de un modelo de cognicion, para este concepto, ha llevado a revisar
la literatura que da cuenta de las principales dificultades para el aprendizaje del
concepto de funcion en alumnos de secundaria y no sélo de los que corresponden
a alumnos de niveles de escolaridad mas alto ya que los estudios aqui resefiados
permiten tener una perspectiva de lo que sucede antes de que los alumnos

lleguen a la universidad.

Sierpinska (1992) hace un analisis epistemolégico del concepto de funcion,
apoyandose en ocasiones en la historia del concepto. A través de su andlisis
detecta algunos obstaculos epistemoldgicos y de ellos deriva recomendaciones
didacticas. El primero de estos obstaculos puede ser aplicado al estudio de las
matematicas en general ya que se refiere a la creencia de que las matematicas no
tienen relacion con la vida real y que las técnicas de computo y calculo no
merecen ser objeto del estudio de las matematicas. Ante ello, la autora
contrapone, para el caso de la funcién, la identificacion de situaciones de cambio
en el entorno de los alumnos asi como la identificacién de regularidades en esos

cambios. Le parece muy importante guiar al estudiante para que cambie su foco
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de observacion cuando se estudian fendmenos en los que ocurren cambios. Ella
afirma que los alumnos se enfocan en el cambio. Por ejemplo, en el movimiento
de un movil, como se desplaza de un lugar a otro; sin embargo ellos no analizan
gué es lo que cambia o cuéles son los objetos cambiantes. En el caso del ejemplo
mencionado, el estudiante ve el movimiento globalmente y no los cambios del

objeto durante el transcurso del tiempo.

Otras recomendaciones didacticas que hace a partir de su analisis epistemoldgico

son estimular actividades en la clase que permitan:

- Distinguir entre valores conocidos y variables.

- Discriminar entre variables dependientes e independientes. En ocasiones
los alumnos creen que el orden entre ambas no tiene importancia.

- Presentar ejemplos en los que aparezcan distintas variables
independientes, ademas del tiempo.

- Distinguir entre numeros y cantidades, estas Ultimas estaran relacionadas
con fendmenos fisicos o cotidianos, los nimeros son una abstraccion.

- Discriminar entre una funcion y la herramienta analitica utilizada para
describirla.

- Distinguir entre una definicion (de funcién) y una descripcion.

- Discriminar entre funcion y relacion; funcion y sucesion; funciones y
relaciones de causalidad.

- No introducir el estudio de la funcién como una relacién especial, 0 como
subconjunto de parejas ordenadas particular, sino hasta el nivel

universitario.

5.1 APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE FUNCION EN LA SECUNDARIA

Muchas de las dificultades para el aprendizaje del concepto de funcién tienen
lugar en la etapa transitoria, esto es, la etapa cuando el concepto se especifica
mediante una definicion formal a través de la deduccion l6gica (Guershon y

Dubinsky, 1992; Artigue, Douady, Moreno y GOmez, 1995; Garcia, Vazquez e
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Hinojosa, 2004) a diferencia de la etapa inicial, la cual corresponde a la ensefianza
del concepto de una manera intuitiva o basada en la experiencia. Parte de los
estudios sobre el concepto de funcidén han hecho una distincion entre una vision
operacional del concepto y una visidn estructural (Sfard, 2001). La vision
operacional implica calculos y operaciones, esto es, dinamica, La vision estructural

se refiere al producto de procesos de pensamiento formales esto es, mas estética.

La ensefianza del concepto de funcidon en México comienza en los programas de
educaciéon secundaria en donde se trabaja con la nocion de cambio o
proporciones, las representaciones tabulares y/o graficas. Hasta 2016, a nivel
Bachillerato en México, no existian programas y contenidos de estudio de
matematicas uniformizados. Esto implica que algunos programas le dan
importancia al concepto de la funcion y otros no tanta (CECYTES, COBAEM,
COBACH, etc.).

Sfard (2001) ha sefialado que, durante el aprendizaje de conceptos matematicos,
el paso de una vision operativa a una estructural es dificil para alumnos de
secundaria y que no hay mucha claridad sobre como apoyarlos para hacer esta
transicion de manera favorable, particularmente en el caso de la funcién. La
misma autora enfatiza que el concepto de funcién, como el de nimero y otros, ha
sido construido a lo largo de muchos afios en la historia de la humanidad e
iniciando con aspectos operacionales, mucho antes de que la definicion
conceptual estructural sea elaborada. Asi, la autora hace recomendaciones
didacticas para el estudio de conceptos matematicos como el de funcién,
sugiriendo que se debe iniciar para alumnos de secundaria con un nivel operativo
y seguir con él mientras sea suficiente para el estudiante. Opina que, cuando se
inicia el estudio de la funcion con definiciones estructuradas de la funcién, como el
de conjunto la de parejas ordenadas (Bourbaki) se corre el peligro de que el
estudiante adquiera nociones pseudo estructurales, por ejemplo, asociarlas con
una férmula algebraica, lo cual puede ser operacional ya que lo ven como una
regla o algoritmo de célculo o bien estructural si se considera como una relacién

estatica entre variables (Sfard, 1992).
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Dubinsky y otros investigadores (Selden y Selden, 2005) hacen una distincion mas
refinada en cuanto a la naturaleza de los conceptos mateméticos. Para esto, ellos
distinguen cuatro etapas:. accidn, proceso, objeto y esquema. En el caso del
concepto de funcién, la primera es verla como una formula que indica algunos
calculos que deben hacerse; en la segunda vision se ve un proceso en el que un
valor de entrada da lugar a uno de salida (input-output); en la tercera, el concepto
se ve como un objeto y ya se puede iniciar una reflexion sobre como operar con él
o actuar sobre él. Por ultimo, el esquema es una vision global de los tres
anteriores, algo parecido a lo que Tall y Vinner (Selden y Selden, 2005) llaman
concepto imagen o, para los fines de esta tesis y desde la fenomenologia

didactica, un objeto mental enriquecido en el sentido de Freudenthal.

Para comprender mejor las dificultades inherentes al concepto de funcion, puede
considerarse el hecho de que este concepto se ha venido desarrollando desde
tiempos de Leibniz (Siglos XVII y XVIII), aunque sus antecedentes se remontan a
la antigliedad. La culminacion del desarrollo de este concepto puede situarse en el
momento de su definicibn conjuntista abstracta por Bourbaki (grupo de
académicos en 1939), que es la que mas se utiliza en los libros de texto. Esto,
desde el punto de vista de la fenomenologia didactica, resulta contraproducente

en términos educativos como se explica a continuacion.

Freudenthal (1983) en su andlisis fenomenologico del concepto retoma la
definicion de funcion en términos de variables dependientes e independientes y
reconoce que ésta parece anticuada y pasada de moda pero aun asi enfatiza dos
tipos de variaciones, una libre y otra limitada por una restriccion. También revisa
una serie de conceptos que son funciones que se usan en otras ramas de las
matematicas con otros nombres, como son los mapeos y transformaciones en
geometria; y subraya en ellos el caracter claramente las variaciones, de cambio y
transformacion. Finalmente, menciona que la definicion en términos de un
subconjunto de un producto cartesiano, que tras el auge de la teoria de conjuntos
se considerd6 mejor para la instruccion por ser basica en los fundamentos mas

tedricos y puros de las matematicas y, segun sus defensores, mas solida que la de
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acto (ley) de asignacion, ha sido una tirania de la cual la ensefianza de las

matematicas aun no se repone.

Sin embargo, estas diferentes visiones quizas no son tratadas con profundidad en
la escuela secundaria de los Estados Unidos de América (de 7° a 11° grados) en
general; de hecho, no son tratadas asi en la mayoria de las escuelas mexicanas,
de modo que la transicion al nivel universitario de educacion carece de un puente

o presenta una discontinuidad (Selden y Selden, 2005).

5.1.1 Dificultades en el aprendizaje de la funcion a nivel universitario

Respecto a las dificultades de aprendizaje del concepto de funcion a nivel
universitario, se encontrd6 que varios autores (Da Ponte y Chapman, 2006;
Norman, 1992) mencionan que la falta de un conocimiento profundo de las
funciones ocurre con alumnos que estudian para maestros de educacion bésica,
asi como para los mismos maestros de secundaria. En un estudio con diez
estudiantes para maestro de secundaria (Norman, 1992), en el que todos los
alumnos tenian fuertes antecedentes matematicos, so6lo uno de ellos pudo dar una
definicion formal de funcién; aunque varios fueron capaces de dar varios ejemplos

y definiciones informales.

En general los futuros maestros prefirieron las definiciones informales y las
representaciones graficas o numéricas antes que las simbdlicas. A veces exhibian
una sola representacion o tenian una fijacion por ella; en general no habian
construido conexiones entre sus definiciones informales y su vision de una
definicién formal; se desempefiaban bien al identificar ejemplos de funciones en
situaciones simples pero no en situaciones mas complejas o de la fisica; conocian
bien la trayectoria de ensefianza para la funcidon que aparece en los libros de texto
gue usan y parecen confortables con los acercamientos tradicionales para la

introduccion y el desarrollo del concepto de funcion en escenarios escolares.

En general las dificultades detectadas en alumnos universitarios son, muchas

veces, muy semejantes a las que tienen alumnos de secundaria. La diferencia
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estriba en que en la universidad los programas de estudio incluyen mas
contenidos relacionados con el concepto de funcion, con vistas a seguir

avanzando con el concepto y seguir hacia temas como limites o continuidad.

Es muy probable que lo descrito en los parrafos anteriores también suceda en
México y ello es preocupante. Con estos antecedentes son formados los alumnos
en la secundaria y arrastrando estas dificultades llegan a la universidad, donde el

concepto de funcidén adquiere una importancia primordial.

5.1.2 Investigaciones internacionales

Una sintesis de los resultados reportados por investigaciones acerca de las
dificultades para los alumnos de secundaria y universitarios, e incluso para

algunos maestros, con el concepto de funcién son:

e Tener preferencia por algunos prototipos gréaficos. Por ejemplo, creer
gue toda funcién cuadréatica debe cortar al eje de las abscisas en dos

puntos porque tiene dos raices (Presmeg, 2006).

e Kieran (2006) también menciona hallazgos de diferentes investigadores
gue han encontrado que los alumnos tienden a usar las

representaciones prototipicas para las funciones lineales y cuadraticas.

e Creer que una funcién no puede tener una representacion grafica por
pedazos (Confrey y Kazak, 2006). Se acepta como funcién una curva a
pedazos si cada pedazo del dominio es regular, como un intervalo o una
fraccion de intervalo, pero no un punto singular. Tampoco se acepta
como funcibn a una regla de correspondencia que tenga alguna

excepcion (Vinner, 2002).

e Creer que si no hay manipulacion de valores y calculos, no puede

tratarse de una funcion (Guershon y Dubinsky, 1992).

e Creer que una funcion debe ser una férmula, ecuacion o expresion

algebraica y en que la correspondencia que constituye la funcion debe
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ser sistematica y bien definida por una regla. Esto es, una relacién
aleatoria no se considera funcion (Vinner, 2002).

e No entender la necesidad de la notacién formal al trabajar con hojas de
calculo u otros medios computacionales, ocasionando otras dificultades

en el aprendizaje de las funciones (Presmeg, 2006).

e Tener dificultades para pasar de una representacion de funcién a otra.
(Un estudio con alumnos para maestro reporta este caso, Da Ponte y
Chapman, 2006). Los alumnos identifican una funcién sélo con uno de
sus modos de representacion: una gréafica, un diagrama de conjuntos o

una combinacion de letras de la forman y=2x (Vinner, 2002).

e Confundir la restriccion de relacidn univoca y aplicarla al dominio
también. No aceptar como funciéon una funcion que no es inyectiva
(Guershon y Dubinsky, 1992; Vinner, 2002).

Algunos de los estudios anteriores y otros mas exponen algunas estrategias que
han resultado de provecho para el estudio del concepto de funcién. Por ejemplo,
para Schwarz y Hershkowitz (1999), las calculadoras graficas y otras herramientas
como programas computacionales resultaron positivas para el aprendizaje de las
funciones y sus atributos en alumnos de tercero de secundaria. Sin embargo, para
otros, las hojas de calculo han probado ser efectivas para iniciar el “viaje de

aprender algebra, pero no de completarlo” (Kieran, 2006).

También se reporta como provechoso el uso de las TIC con programas que
permitan la interaccién entre diferentes representaciones de las funciones
(Ferrara, Pratt y Robutti, 2006).

El uso de representaciones kinestésicas, en donde los alumnos hacen actividades
fisicas que después representan con modelos matematicos (Ferrara, Pratt y

Robutti, 2006) ha sido beneficioso para algunos estudiantes.

Algunos investigadores han utilizado con sus estudiantes actividades que mezclan

las visiones operativa y estructural y problemas que requieren pasar de una a otra
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para su resolucion y han detectado avances en la transicion operativa-estructural,

aunqgue no por completo (Sfard, 1992).

Se han reportado avances a través del uso de artefactos, como las maquinas para
dibujar, usando una perspectiva historica y relacionando la geometria y el algebra
(Confrey y Kazak, 2006).

Eisenberg y Dreyfus (1991) mencionan la importancia de trabajar con la
visualizacion y representaciones gréaficas de las funciones, pero no sélo por tener
muchas representaciones o por lo visual, sino porque dichas representaciones

ilustran al concepto (de funcién) en un contexto.

Vinner (2002) recomienda desarrollar el razonamiento, en un curso de célculo en
particular recomienda que no sélo se pida identificar funciones en una serie de
situaciones, sino siempre preguntar, por ejemplo: ¢por qué esto es (0 no) un
ejemplo de funcibn? También recomienda presentar y pedir ejemplos y
contraejemplos, aunque advierte que aplicar una definicibn para discriminar
ejemplos y contraejemplos es una tara ardua para los alumnos y dificil de alcanzar

en poco tiempo.

A nivel universitario, Guershon y Dubinsky (1992) y Schwingendorf, Hawks y
Beineke (1992), realizaron estudios comparando los logros de alumnos
universitarios. Dubinsky y Guershon realizaron entrevistas a 13 de 22 alumnos
participantes en un curso donde se les dio un tratamiento instruccional sobre el
concepto de funcién, usando un lenguaje de programacion que los mismos
autores desarrollaron. Para las entrevistas los autores fueron cuidadosos al
disefiar sus cuestionarios; por ejemplo, en el caso de una pregunta que plantea si
las situaciones presentadas podrian describir una o0 mas funciones, ellos plantean

24 situaciones de modo que entre ellas se cubrieran ocho contextos distintos:

e Procedimientos con el lenguaje de programacion que valoran lo
operativo y un nivel de pre-funcion.
e Sucesiones finitas que valoran una concepcion de funcion como proceso

en cuanto a que cada elemento se ve relacionado a su posicion.
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e Cadenas de caracteres, que valora lo mismo que la sucesion, pero
cuesta mas trabajo a los alumnos, porque la cadena de caracteres es
una sucesion, pero relaciona la posicion o entrada (input) con una letra o
letras (output) y esta diferencia, mas psicoldgica que matematica afecta
a los alumnos.

e Gréficas en las que es dificil percibir una concepcion de funcion como
accion, pero las dificultades con estos items muestran que no hay una
concepcion de funcién como proceso.

e Conjuntos de parejas de valores que detectan cuando los alumnos
confunden a la funcién con el proceso de construir las parejas.

e Tablas de dos columnas, que detectan si los alumnos pueden concebir
una funcién en la que no hay una regla de asociacion sugiriendo que no
pueden despegarse de su concepcion de funciébn como una accién.

e Ecuaciones que detectan una concepcion de la funcién como un
proceso cuando los alumnos las aceptan ain cuando en la expresion, la
variable dependiente no aparezca despejada sola del lado izquierdo.

e Enunciados (descripciones vagas de situaciones fisicas o geométricas).

Los autores encontraron que algunos alumnos, cuando no pueden manipular o
calcular, no consideran el ejemplo como una funcién; los alumnos logran cierta
autonomia para construir procesos siempre que haya un algoritmo visible, asi no
cualquier subconjunto de parejas ordenadas es una funcién para ellos aun cuando
cumpla el requisito de que no hay dos ordenadas distintas para una misma
abscisa. Por otro lado, su modelo de ensefianza consiguié hacerlos reconocer

como funciones a las no inyectivas y a aquellas cuya grafica es por pedazos.

Algo muy parecido realizan Schwingendorf, Hawks y Beineke (1992). A un grupo
(A) se le impartio el curso usando material desarrollado por Schwingendorf y
Dubinsky, aunque el texto utilizado en el curso no fue el desarrollado por dichos
autores para su modelo de ensefianza, sino el mismo libro tradicional que llevo el

otro grupo (B) con el modelo de ensefianza tradicional.
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Los autores intentaron medir lo que llaman crecimiento horizontal y vertical. El
primero es lo que Tall y Bakar (1992) denominan concept-imagen (cercano a la
idea de objeto mental de Freudenthal) y el vertical seria el entendimiento formal

(cercano a la idea de un concepto de acuerdo con Freudenthal).

Los autores encuentran avances en los dos grupos, en ambos hay mas
respuestas correctas en preguntas relacionadas con el crecimiento vertical, pero
25% del grupo que uso el lenguaje de computacion son capaces de explicar sus
respuestas mientras en el otro grupo ninguno puede hacerlo. En cuanto al
crecimiento horizontal, los alumnos del grupo A llegan a explicar sus respuestas
con mas claridad, por ejemplo, cuando se les presenta la ecuacion x2+y2=1 son
capaces de explicar que si se restringe el dominio, la expresion si corresponde a
una funcién, mientras que los alumnos del grupo B dicen que si es una funcion,
asi tal y como esta. De cualquier manera, encuentran que su disefio instruccional
requiere ajustes para alcanzar mejores logros. Para empezar, cambiarian el libro
de texto por los materiales explicitamente disefiados para trabajar con su lenguaje

de programacion.

5.1.3 Investigaciones nacionales

Otras investigaciones sobre el concepto de funcion, llevadas a cabo con otros
alumnos en diferentes lugares de Meéxico, han detectado las mismas
problematicas, por ejemplo, la de Del Castillo y Montiel (2007) quienes mencionan
el problema que tienen los alumnos para entender el concepto de funcion como

una relacion entre variables.

Sin embargo, quizas el problema no sélo sea que el concepto de funcién es
complejo o que los maestros o textos no lo ensenan bien, también es importante
reflexionar en los planes de estudio. Sobre ello Vinner (2002) comenta que los
estandares curriculares para las matematicas se establecen sin comprender las
habilidades cognitivas del alumno y menciona que en los estandares de la NCTM

se establece que los alumnos que terminan doce afos de instruccion deben llegar
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a manejar con soltura el concepto de funcion de acuerdo con la definicion de

Dirichlet, lo cual le parece demasiado ambicioso.

5.2 REFLEXIONES SOBRE LAS DIFICULTADES DE APRENDIZAJE

Como se ve en los parrafos anteriores, las dificultades de ensefianza y de
aprendizaje del concepto de funcion son una problemética que aparece desde la
secundaria en diferentes paises. Aunque las investigaciones en México respecto
al tema son pocas estas estan de acurdo a lo que se reporta en estudios
internacionales. Los doce afios de instruccion, previos a la entrada a la
universidad, parecen no ser suficientes para abarcar todos los elementos que
serian necesarios para abordar el estudio del concepto de funcién con el enfoque

plasmado en los textos analizados en el componente de ensefianza.

También se puede ver que algunas de las dificultades, detectadas y de las
recomendaciones didacticas que hacen los autores analizados y comentados en
este capitulo, son semejantes a las provenientes del andlisis fenomenoldgico y
fenomenoldgico didactico de Freudenthal. También hay aportaciones novedosas
como las que refieren al uso de la tecnologia o las referencias a la importancia de
la visualizacibn. Hay acuerdo en la conveniencia de wusar muchas
representaciones y se enfatiza la importancia de trabajar mucho con la vision
operativa, que coincide con la idea de la funcibn como accion de Freudenthal,

antes de presentar la vision estructural de pares ordenados.

Una vez hecha la revision y analisis de la literatura se puede derivar de ello un
primer modelo de actuaciéon para el MTL y éste ha de ser completado con base en
los resultados de diversas experiencias en el aula con un grupo de alumnos de la

UIIM que se describen en la siguiente seccion.
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CAPITULO 6: COMPONENTE DE COMUNICACION

El componente de comunicaciéon es la forma en como se intercambia la
informacion entre los alumnos y el profesor o el investigador, por medio de este
componente se recoge informacién que nutre el componente de actuacion. A partir
de la metodologia propuesta, surge el interés de disefiar y aplicar una secuencia
didactica conectada con la EMR, y a la construccion formal del concepto u objeto

mental funcion.

La secuencia didactica propuesta debe apoyarse en la interacciébn entre los
alumnos y entre el profesor y los alumnos dentro del aula. Esta interaccion, que
debe ser intensa, permitird a los profesores construir sus clases teniendo en
cuenta las producciones de los alumnos como lo mencionan en Fauzan,
Slettenhaar y Plomp ( 2002). Asi la secuencia versa sobre el tema de la funcion,
para su elaboracion se tomaron en cuenta la definicion formal de la funcion y los

conceptos previos que se fueron encontrando en la fenomenologia.

6.2 DESARROLLO DEL COMPONENTE DE COMUNICACION

El componente de comunicacidbn de esta propuesta se expone mediante una
secuencia dirigida a desarrollar competencias didacticas, para ello se tom6 como
referencia la reinvencion guiada, es decir, el proceso en el que los alumnos re-
inventan ideas y herramientas matematicas a partir de situaciones problematicas,
en interaccién con sus pares y bajo la guia del docente, criterios que obedecen a
los principios de la EMR. Una parte importante del Modelo propuesto se enfoca en
el desarrollo de las actividades, tomando en cuenta que el aprendizaje es un
proceso discontinuo de matematizacion progresiva, que involucra distintos niveles
y en el que los contextos poseen un papel central como puente para favorecer el
ascenso de nivel. Ademas, como mencionan De Corte, Greer y Verschaffel (1996):
a los alumnos se les debe dar la oportunidad de reinventar las matematicas bajo la

guia de un adulto en lugar de intentar trasmitirles una matematica pre-construida
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son los alumnos quienes, a traves de la interaccion, el dialogo y la negociacion,

junto con la mediacion del profesor, construyen su propio conocimiento.

Dado que la EMR propone seis principios basicos para el desarrollo de
experiencias de aprendizaje, los seis principios de esta teoria son las herramientas
bésicas que se utilizan para desarrollar el componente de comunicacién del
Modelo Tedrico Local a través de secuencias didacticas que toman en cuenta los

principios de la EMR para su elaboracion.

Se entiende por secuencia didactica a la estructuracion sistematica de las
actividades dentro y fuera el aula; también consideran la planeacion y disefio del
trabajo, configurando el orden en que se presentan las actividades tomando en
cuenta las relaciones entre alumnos, profesores, saberes y entorno. Se entiende
como el plan de actuacion del profesor, un documento donde se explicitan los
aspectos del sistema didactico fundamental que expone toda accién, la Secretaria
de Educacion Publica (SEP).

Las secuencias didacticas pueden separarse en pequefias actividades o ciclos de
enseflanza y de aprendizaje, articulados en forma de secuencia temporal y
orientada a la produccion de un género discursivo. Una secuencia didactica
implica una sucesion planificada de actividades en un orden, que seran
desarrolladas en un determinado periodo, donde algunas actividades pueden ser

propuestas fuera del aula.

Las secuencias didacticas se desarrollan mediante objetivos especificos,
concretos y compartidos por los alumnos y en el proceso de planificacion,
adquiriendo asi una especial relevancia la evaluacion formativa. Cabe sefalar que
las secuencias didacticas propuestas contienen tres momentos importantes, a

saber, actividades de apertura, desarrollo y cierre.

Actividades de apertura; identificar y recuperar saberes, conocimientos previos y

preconcepciones.
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Actividades de desarrollo; relacionar los saberes, los conocimientos previos y las

preconcepciones con el conocimiento cientifico.
Actividades de cierre; utilizar los conocimientos cientificos construidos.

Para el proceso de elaboracién de secuencias didacticas en el marco de la EMR
es muy importante partir de situaciones problematicas reales en el sentido de
poder realizar o poder imaginar, considerar el uso de construcciones y
producciones libres, no s6lo como dominio de aplicacion sino como punto de
partida para los procesos de matematizacion, asi como tener en mente una
concepcion de la matematica como actividad humana de organizacién y no como
sistema pre-construido de saberes; el uso de contextos y situaciones realistas. En
resumen, se trata de elaborar actividades con un enfoque en el que se utilizan
situaciones de la vida cotidiana o problemas contextuales como punto de partida
para aprender matematicas. Progresivamente, estas situaciones son
matematizadas entre lo abstracto y lo concreto, para formar relaciones mas

formales y estructuras abstractas (Van Den Heuvel-Panhuizen, 2002).

6.3 DISENO DE SECUENCIAS DIDACTICAS

Las secuencias o competencias fueron construyéndose de manera informal hasta
llegar a la definicién formal. Todo el material didactico se construyé en conjunto
con los alumnos, pero tratando de respetar el analisis fenomenolégico que se
realizd, mediante la intervencién guiada. Por otra parte, como una fuente de
motivacion se tomd como estrategia la solucion informal de problemas reales para

trabajar en la clase y que es recomendado por la EMR.

En esta etapa se dio libertad a los alumnos de resolver problemas aplicados en
contextos conocidos, con la intencion de ir promoviendo la motivacion a insertarse
en el tema por parte de los alumnos y que esto permita buscar nuevas alternativas
y alcances para comprender el significado del concepto. Se introducen los
conceptos rescatados en la fenomenologia de la funcién, comenzando con las

relaciones entre magnitudes variables, variables dependientes e independientes,
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expresiones algebraicas y analiticas, descripcion de datos visuales mediante
gréficas, operaciones de con funciones (evaluacion de funciones) y por ultimo

introduccién a los infinitesimales.

En cada una de las actividades propuestas se requirid de una indagacién previa
sobre los conocimientos basicos necesarios para realizar cada una de las tareas,
en el caso de encontrar deficiencias al momento de la intervencion se elaboré un
material de apoyo, para introducir de manera concreta el material necesario y

sugerir a los alumnos estudiar el material mas a fondo de tarea.

De acuerdo a la fenomenologia del concepto, encontrada en el componente formal
la secuencia de ensefianza se sugieren los siguientes subtemas: Variables,

Graficas, Ecuaciones y Funciones.

El objetivo general de las secuencias era relacionar variables dependientes e
independientes, conocer las relaciones entre los sistemas de representacion
verbal, tabular, grafico y algebraico para adquirir la capacidad de representar cada
uno de estos lenguajes, es decir, poder leer e interpretar cada uno de ellos y

posteriormente para traducir de uno a otro.

Para comenzar se elaboraron hojas de trabajo donde se insertaron ejercicios que
relacionan actividades cotidianas con el tema en cuestion, para que los alumnos
avanzaran en el modelo propuesto se propuso que ellos elaboraran enunciados

parecidos con las siguientes indicaciones:

- ldentificacion fendmenos sujetos al cambio.
- Relacionar cantidades de magnitudes fisicas variables.

- Mencionar ejemplos de situaciones ligadas a los fendmenos naturales
donde intervienen magnitudes fisicas.

El modelo propone elaboracion de material por parte del alumno y también
intervencion del docente que sirve como guia. De acuerdo a la investigacion es
importante que el docente tome en cuenta los siguientes puntos:

1 Introducir anécdotas histéricas del nacimiento y desarrollo de las
matematicas.
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10

11
12

13
14
15

Hacer énfasis entre las relaciones de causa y efecto.
Representar medidas de cantidades en tablas.

Relacionar las magnitudes fisicas y en especial en dominios tales como la
geometria o la astronomia.

Graficar variables fisicas en el plano cartesiano, por ejemplo: movimiento, luz,
calor, etc. (intentar representar graficamente tanto la variacibon como la
dependencia entre dichas magnitudes).

Relacionar la dependencia cualitativa representada por medio de una figura
que intenta describir la cantidad en relacion con la otra de la cual depende.

Buscar un método de expresion de las relaciones numéricas establecidas
entre determinadas propiedades de objetos geométricos, utilizando las
coordenadas.

Conectar problemas de geometria con el algebra.
Introducir el término de ecuacidon mediante dos cantidades desconocidas.

Representar analiticamente las ecuaciones, con los ejes cartesianos, las
coordenadas, en forma algebraica.

Identificar las cantidades variables con las expresiones analiticas.

Proporcionar la notacion matematica y operaciones con el concepto de
funcién.

Dar a conocer la definicién formal de funcion.
Relacionar las representaciones graficas con el concepto de funcion.

Mencionar ejemplos de situaciones reales que se puedan representar con una
funcion.

6.4 PRINCIPIOS PARA ELABORAR SECUENCIAS DIDACTICAS

A continuacion se presenta en la Tabla 6.2.1 una breve descripcion de la insercion

de los principios de la EMR en las etapas que se establecieron para realizar el

desarrollo y aplicacion de las secuencias didacticas desarrolladas bajo los

principios de la EMR.
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Tabla 6.1 Principios de la EMR en las secuencias didacticas
(Van Den Heuvel-Panhuizen, 2008; Alsina 2009).

PRINCIPIOS DE SECUENCIAS OBJETIVO
LA EMR
Principio de Dirigidas hacia los conceptos | Explorar los conocimientos
actividad bésicos necesarios (operaciones | con que cuentan los
aritméticas basicas, incognitas, ...). | alumnos.
Dirigidas hacia las nociones de
variables dependientes e
Principio de independientes, gréficas, tablas de Interoretar solucionar
realidad/actividad datos, etc. Mediante secuencias robl%mas regles
ealidad/activida que involucran actividades | P ’
cotidianas y representativas del
uso de estos elementos.
Principio de .| Elaborar  sus  propias
. y: Elaboradas por los alumnos, bajo . .
reinvencion la quia del orofesor secuencias y solucionar
guiada 9 P ' problemas reales.
Principio de N
niveles Que_ facilte a los algmnos Apropiacion del concepto
relacionar algunas actividades de funcion
cotidianas con el material de apoyo ‘
o Reconstruidas con actividades
Principio de cotidianas y objetos matematicos | Apropiacion del concepto

interaccion

para introducir el aprendizaje de
conceptos nuevos

de funcién
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CAPITULO 7: DESCRIPCION GENERAL

La Universidad Intercultural Indigena de Michoacan (UIIM) se localiza en el centro
del estado de Michoacan, en la meseta purépecha; entre los municipios de
Nahuatzén y Tingambato, 10 km rumbo a la comunidad de Pichataro. Es una
universidad que atiende principalmente, alumnos de comunidades marginadas de
todo el estado de Michoacan ellos provienen de diferentes subsistemas de
Bachillerato, lo cual implica una gran diversidad y riqueza cultural, pero también
una inequidad y disparidad en el aprovechamiento de las matematicas y en
especial sobre el concepto de la funcion, debido a que los planes de estudios son

diferentes y algunos no contienen asignaturas de matematicas.

En la UIIM la educacién que se ofrece esta dirigida a todo alumno que cuente con
la documentacion aprobatoria de la educacion media superior y no se realiza
examen de admisién. Los planes -curriculares que incluyen materias de
matematicas son principalmente los planes de la licenciatura en Desarrollo
Sustentable, particularmente, la linea terminal en Tecnologias Alternativas que es
donde se cursan asignaturas desde matematicas basicas hasta matematicas

aplicadas.

Para conocer las competencias de la UlIIM se analiz6 un examen diagndstico
(diagndstico inicial), que se aplicé a los alumnos de nuevo ingreso en el primer
semestre, en los aos 2009 y 2010. La intencién del diagndstico inicial fue indagar
los conocimientos con que llegan los alumnos a la universidad y localizar algunas

problematicas especificas sobre las matematicas.

El plan de estudios que cursan los alumnos de la licenciatura en Desarrollo
Sustentable, comienza con dos semestres de tronco comun y después del tercer
semestre escogen una de las dos especialidades o terminales con que cuenta la
licenciatura; Tecnologias Alternativas o Agroecologia y el manejo de los recursos

naturales.
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Las asignaturas del tercer semestre de la terminal en Tecnologias Alternativas

contiene la asignatura de Matematicas aplicadas a las Tecnologias alternativas I.

7.1 DESCRIPCION DEL DIAGNOSTICO INICIAL

El diagnéstico inicial consta de 50 reactivos divididos en dos categorias: uno sobre
conocimientos de matematicas y otro de habilidades matematicas, el instrumento
es de opcién multiple. Para la elaboraciéon del diagnéstico fue necesario el apoyo
de instrumentos de evaluacion educativa como, por ejemplo, los examenes del
Centro Nacional de Evaluacion para la Educacién media y superior (CENEVAL).
El diagndstico contempla reactivos de los examenes para ingreso al bachillerato y
para el ingreso a educacién superior, se tomaron con una ponderacion de 3
quintas partes de reactivos tipo ingreso al bachillerato y sélo dos quintas partes de
ejercicios para el ingreso a educacién superior. La parte de reactivos para el
ingreso al bachillerato, se tomaron de la Guia para preparar el examen Unico de
ingreso al bachillerato un instrumento que disefia el CENEVAL, esté instrumento
fue revisado, corregido y aplicado por un grupo de trabajo en el estado de
Michoacéan. El grupo de académicos observo y corrigio errores de construccion, de
disefio y equilibrio con base en el andlisis de los reactivos puestos a disposicion
del publico en la pagina de Internet del CENEVAL (Rivera, Guerrero, Sepulveda y
De Alaizola, 2006). Los reactivos que corresponden al examen para ingreso a
nivel superior, son similares a los del instrumento para el ingreso a Educacion
Superior Tecnoldgica desarrollado por el Consejo del Sistema Nacional de
Educacion Tecnoldgica (COSNET), antes del uso el EXANI Il del CENEVAL.

Aunque algunos estudios, sugieren gue los resultados de evaluaciones que usan
modalidades de opciéon mudltiple, como por ejemplo el TIMSS, PISA, SAT en
Estados Unidos; o las realizadas por el CENEVAL en México, muestran que
sistematicamente las mujeres obtienen calificaciones mas bajas que los hombres
en estas evaluaciones. Si un instrumento en formato de opcion multiple presenta
esta y otros inconvenientes, también es claro que tienen varias virtudes como: son

relativamente econdmicos y aparentemente objetivos; se aplican y evalian de
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igual manera para todos los alumnos; aun aplicando distintos reactivos o varias
versiones de un examen, es posible acomodar a los alumnos dentro de una misma
escala, entre otras. El instrumento asi como las respuestas correctas se encuentra
en los anexos (anexo A). El diagndstico consta de 50 reactivos de opcion multiple
19 de habilidades y 31 de conocimientos.

7.2 RESULTADOS DEL DIAGNOSTICO INICIAL

Durante los primeros semestres de los afios 2009 y 2010 se aplicé un diagndstico
inicial sobre las matematicas, a los alumnos de nuevo ingreso, en el andlisis de
éste se observdé que los alumnos que eligieron la licenciatura en Desarrollo
Sustentable eran los alumnos que habian obtenido mejores promedios en el
diagnéstico inicial. En 2011 y los afios subsecuentes no se aplico el diagndstico
inicial de conocimientos y habilidades matematicas a los alumnos de nuevo
ingreso, ello fue debido a que la Universidad atravesaba por problemas
sociopoliticos que involucraron una huelga y varios paros de labores; esto influyo
también en que las clases se impartieran de forma irregular y en que la matricula
bajara.  Aprovechando la situacién de que en el afio 2011 no se realizé el
diagndstico inicial sobre las matematicas, se procedié con la aplicacion a los
alumnos que ingresaron al tercer semestre en la licenciatura en Desarrollo
Sustentable con Terminal en Tecnologias Alternativas y también a los alumnos de

nuevo ingreso del afio 2012.

El diagndstico inicial sobre las mateméticas consta de 50 reactivos 19 sobre
nociones y 31 de conocimientos (Servin y Gonzalez, 2013), cabe mencionar que
los resultados del diagnéstico inicial fueron muy similares en los diferentes afios
que se realizd, tienen una desviacion estandar muy grande (mas de 5 unidades),
es decir resultados individuales que van de cero (0) hasta nueve punto ocho (9.8)

y hasta diez (10), la escala del instrumento es de cero al diez.

Los promedios de los alumnos de nuevo ingreso 2012 tuvieron la misma tendencia
que en afos anteriores: 2.8. Y los alumnos con mayores puntuaciones eligieron la

licenciatura en Desarrollo Sustentable y Terminal en Tecnologias Alternativas.
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Tabla 7.1 Resultados del diagndéstico inicial.

Promedio
Afo De nuevo ingreso De la Terminal en Tecnologias
Alternativas.
2009 2.8 -—--
2010 2.8 ----
2011 -—-- ----
2012 2.8 3.8

Del andlisis de cada uno de los reactivos, los promedios del diagndstico y del
proceso de la delimitacion del tema de investigacion para esta tesis, se opté por
trabajar con el concepto de funciébn y como punto de partida se escogieron y
analizaron 10 reactivos que involucran el concepto de la funciéon y que cumplen
con los criterios establecidos en la metodologia planteada. Es asi como se
construy6 el diagnéstico de la funcion, que afios después se implementé como

instrumento de evaluacién de las intervenciones del modelo.

Al analizar los resultados del diagndstico inicial, se observaron varios problemas;
bajo indice de respuestas correctas, calificaciones reprobatorias, alto indice de
reactivos no contestados, etc. algunas hipétesis como por ejemplo que el
diagndstico no se aplicé correctamente, que no se respetaron los tiempos de
aplicacién asi como problemas de fondo, uno de los cuales versa sobre los
conocimientos acerca de la funcion pues muchos de los reactivos que involucran
conocimientos basicos sobre la funcién fueron bajos o no fueron contestados. Por
ello se decidié realizar la investigacion sobre un modelo de ensefanza del

concepto de funcién.
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El desarrollo de la propuesta de este trabajo de investigacion esta plasmado en
este documento y resumiendo en esta seccién. Se contempl6 la teoria de los MTL,
lo cual implica establecer los cuatro componentes propios de un Modelo Tedrico
Local para el concepto de funcién dirigido a los alumnos de la UIIM donde se llevo
a cabo la investigacion. Los cuatro componentes son: Formal, de ensefanza, de

actuacion y de comunicacion.

El desarrollo de cada componente implica actividades complementarias hacia el
modelo. El componente formal requiri6 de una revision bibliografica de la historia
de las matematicas para analizar conceptos previos a la definicion formal actual
del concepto de funcion, asi como la busqueda de definiciones que se fueron
encontrando en la misma historia. EI componente de ensefianza requirid del
analisis de los libros de texto que se proponen en el plan curricular que se tomo
como punto de partida bajo la lupa de la fenomenologia del componente formal.
Para el componente de actuacion se hizo una revision de los antecedentes sobre
las dificultades del aprendizaje del concepto de la funcion en diferentes niveles de
educacién y diferentes lugares. El componente de comunicacién contempla
elaboracion de secuencias didacticas, la secuencia propuesta toma en cuenta los

seis principios de la Educacion Matematica Realista.

De acuerdo con la propuesta del modelo este debe partir de un modelo inicial el
cual se va modificando después de una intervencion y su analisis para obtener un
modelo mas completo que servira de modelo inicial en una proxima intervencion.
Al principio se tomaron selectivamente algunos reactivos de un diagndstico propio
sobre los problemas de las mateméticas para realizar la secuencia didactica,
después se fueron modificando de acuerdo al contexto, sustentado en el principio
de realidad de la EMR.

En la figura 8.1 se encuentra un esquema representativo del Modelo propuesto
haciendo hincapié en que el desarrollo del modelo se encuentra inserto en el

documento, y que de acuerdo a la metodologia que se utilizo, se debe realizar el
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andlisis para cada uno de los componentes y aterrizarlos en el contexto que se

quiere aplicar.

Modelo Tedrico Local Inicial para
la Ensefianza del Concepto

Matematico Funcién

| | | |
[ Componente ] [ Componente de ] [ Componente de ] [ Componente de ]

Formal ensefianza actuacion comunicacion

( Revision \ e Revisionen \ e Revision de \ K Elaboraryaplich

documental del planes y investigaciones diagndsticos
desarrollo del programas de sobre el concepto e Identificar la
concepto estudio el de funcion problemética
funcion a través concepto funcién e Revision de e Disefiar secuencia
de la historia de e Andlisis de investigaciones didacticay
las matematicas. libros de texto sobre las material de apoyo
e Andlisis propuestos en la dificultades de tomando en cuenta
fenomenolégico bibliografia aprendizaje del la fenomenologia
del concepto K / concepto de encontrada
funcion funcion e  Elaborar secuencia
K K / didactica bajo s
los principios de la

k EMR j
FIGURA 8.1 Disefio metodolégico del modelo tedrico local para la ensefianza del
concepto funcién (creacién propia).

8.1 DESCRIPCION DE LA INTERVENCION

El programa original de matematicas I, en la UlIIM considera cinco unidades
tematicas, una dedicada a la funcion, esta asignatura esta disefiada para cubrirse
durante todo un semestre, el semestre consta de 16 a 18 semanas, dos sesiones
por semana de dos horas y evaluaciones parciales por unidad temética. Haciendo
una planeacion equitativa por unidad y considerando los dias feriados, se cuenta
con seis sesiones de dos horas para impartir cada unidad, junto con su
evaluacion, por lo cual el tiempo dedicado a la funcién fue de tres sesiones de dos

horas. Durante los afios en que se aplicé la propuesta, en la primera sesion se les
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aplico el diagnéstico sobre la funcion, el cual también se fue modificando y en
2016 se tiene un instrumento diagndéstico sobre la funcion con diez reactivos.
Después de revisar los resultados del diagnostico se implementa la propuesta y
modifica el modelo anterior. El inicio de cada modelo comienza con solucionar
ejercicios de actividades cotidianas familiares para los alumnos y que responden a
los principios de la EMR, estos ejercicios varian afio con afio, aunque reciben
indicaciones semejantes. En la segunda sesidén se continua con el tema planeado
aplicando las competencias didacticas que se obtuvieron del andlisis del
diagndstico y se elaboran otras similares en conjunto con los alumnos ampliando
con tareas extra clase y se introduce el tema formalmente con el material de
apoyo que contiene el componente formal y de ensefianza, en la tercera y Ultima
sesion se continua con el material de apoyo y se culmina con una evaluacion que
consiste en aplicar los conceptos aprendidos para resolver las secuencias
didacticas que se elaboraron previamente en la sesién anterior para asentar una

calificacion al alumno.

En la primera sesion se reparten entre los alumnos hojas de trabajo, las hojas
contienen ejercicios que previamente fueron elaborados por alumnos de la
implementacion anterior, los ejercicios originales se modificaron para tomarlos
como punto de partida para la secuencia didactica sobre la funcién. EIl objetivo de
la primera actividad y en general de las sesiones para resolucion de problemas
reales es investigar el dominio de conceptos previos y de introducir el principio de
realidad de la EMR y al mismo tiempo matematizar (elementos que corresponde a

la propuesta).

La intervencion es guiada por la metodologia de los modelos tedricos locales que
comienza con un modelo inicial, como punto de partida, el presente comenzé en el
afio 2012 aunque las intervenciones del modelo comenzaron en 2013, el
componente de comunicacién se modific6 después de cada intervencion de
acuerdo al andlisis que se hace para monitorear al modelo, el modelo modificado

se toma como modelo inicial para la siguiente intervencion con el objetivo de
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mejorar el anterior, asi sucesivamente, el esquema 8.2 muestra el diagrama de

flujo de la intervencion.

Intervencion del modelo tedrico local inicial

Intervencion del

modelo de : N
ensefianza Construir nueva secuencia didactica

durante la intervencion.

a
\ Elaborar ejercicios con problematicas

[ propias, tomando en cuenta la
fenomenologia del concepto funcidn.

v y}

Evaluar la intervencién

Analizar la evaluacion y relacionar las
posibles  probleméaticas, con el
componente de actuacién

v

Re-elaborar el material de apoyo tomando
en cuenta el andlisis de la evaluacion vy el
componente de actuacion.

Redisefiar nueva secuencia didactica tomando en
cuenta los ejercicios que se obtuvieron de la
intervencion y el componente de actuacion.

FIGURA 8.2 Esquema de la practica experimental del modelo propuesto

Las primeras dos actividades son ejercicios sencillos que contienen probleméaticas
de la vida cotidiana de los alumnos, pero para la investigacion son las actividades
introductorias de la secuencia didactica para llegar a trabajar mas adelante con el
concepto de funcion, al mismo tiempo se introducen los elementos propuestos en

el modelo propuesto que incluyen los principios de la EMR.
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8.2 SECUENCIA DIDACTICA (2015)
Sesion 1.

Actividad 1: Resolver correctamente los siguientes ejercicios.

Los alumnos del grupo de tercer semestre de Tecnologias (10 alumnos)
acordaron almorzar juntos. Ademas Fernando, Cecy y Pablo invitaron a un
amigo respectivamente, es decir, se sumaron 3 personas mas al grupo.
Todos almorzaron felices y contentos pero algunos tuvieron que irse
pronto, porque tenian examen y si llegaban tarde después no los dejarian
entrar al examen, asi que a la hora de pagar la cuenta, ya se habian ido
siete personas y la cuenta era de $350.00. ¢ Si todos los que se quedaron
cooperaron en partes iguales para pagar la cuenta, cuanto tuvieron que
pagar de mas, cada uno, considerando que todos consumieron lo mismo y

los que se retiraron no cooperaron?

¢, Como puede calcularse el nUmero que sigue en la siguiente sucesion de
nimeros? 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 217

En la revision de las actividades propuestas se emplea el principio de reinvencion
guiada, la primera actividad es revisada por uno de sus comparferos de clase,
para promover el trabajo colaborativo, después de la revision se procede a un
intercambio de opiniones sobre los resultados obtenidos para lograr un cambio de

nivel.

El analisis de esta actividad consiste en conocer si los alumnos dominan las

operaciones basicos; sumar, restar, multiplicar y dividir.

Una vez que se lleva a cabo la primera actividad se pone en practica el principio

de realidad y se continta con el principio de niveles introduciendo otros temas
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mediante el principio de reinvencion guiada y los componentes de ensefanza,

tomando en cuenta la fenomenologia encontrada del concepto.
Seccion 1.

Actividad 2: Redactar ejercicios con problematicas reales relacionados con

los siguientes temas:
Teorema de Pitagoras
Reparticion de tierras
Calculo de salarios
Movimientos de cuerpos celestes

El objetivo de la segunda actividad es poner en practica las teorias de la
educaciéon matematica realista y los modelos teoricos locales, al desarrollar
actividades que involucran los componentes iniciales de cada una de ellas;
matematizar la realidad a través del principio de actividad, de MTL’s el
componente de actuacion y comunicacion; es decir, ejercicios que los alumnos
construyan con sus propias ideas y lograr secuencias didacticas apropiadas para
lograr entender el concepto de funcion que ellos puedan identificar, pero que
obedecen a su realidad, esto mediante una guia que es el profesor. El desarrollo
de la actividad involucra trabajo en equipo, iteracion y comunicacion entre alumnos

y entre alumnos-profesor.
Seccion 1.
Actividad 3: Resolver los ejercicios planteados en la actividad anterior.

Previo a la segunda sesion los ejercicios elaborados por los estudiados son
analizados y modificados con la intensién de llevar un orden en la secuencia que
responda con el objetivo principal; desarrollar habilidades para relacionar

diferentes formas de representacion de la funcion.

Sesion 2.
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El desarrollo de las siguientes competencias son elaboradas por los alumnos, de
acuerdo con el principio de interaccion y el de interconexion, para lograr cambiar
de nivel. Tomando nuevamente en cuenta el componente de ensefianza, los
componentes de actuacion y comunicacién asi como el principio de interaccion, se

continla el tema con la planeacion siguiente:
Repasar conceptos basicos necesarios para introducir el tema formalmente.

Resolver problematicas donde sea necesario el uso de variables, tabla de

datos, gréficas.
Graficar figuras geométricas e introducir los conceptos de ecuaciones.

Desarrollar el tema de relaciones a través de problematicas reales y

problemas matematicos.
Enfocar el tema de funcidn como una relacion.

Actividad 3: Trabajo en equipo

Resolver correctamente los siguientes ejercicios

Al inicio de una semana, un cultivo contiene 5000 bacterias y al final de la
semana hay un 10% mas de bacterias. ¢ Cuantas bacterias habra al final de

la segunda semana, si el crecimiento semanal se mantiene al 10%?

¢, De las siguientes relaciones cuales pueden ser funciones?

Un nifio aumenta su estatura de acuerdo a su edad.
El precio del kilo de tortillas aumenta el 2% anualmente.

La cosecha ha disminuido por causas climaticas.

Tabular la siguiente funcién  f(x) = x°+ 3x — 6

f()=0()2+3()-6
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F(x)

Graficar la siguiente tabla de valores y decir si corresponden 0 no a una

funcioén

Tiempo t (s) Distanciad (m)

0,0 0,0
0,5 0,1
1,0 0,3
1,5 0,7
2,0 1,3
2,5 2,0

¢, Cual es el mayor numero de vasos de 90 ml que pueden llenarse con

un litro de jugo?

Dada f(x) = 3x* + 2x + 1, encontrar f(0), f(2) y f(-1).
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¢ La siguiente grafica representa una funcion?

¥ T3

Actividad extra clase: resolver correctamente los ejercicios enlistados a

continuacion.

Dos corredores inician en el mismo lugar de un évalo de 400 metros en
sentido contrario. El primero lleva una velocidad de 300 metros por minuto y
el segundo 500 metros por minuto. ¢ Cuantos metros ha recorrido el primer

corredor cuando se encuentra por quinta ocasién con el segundo corredor?

Un investigador encuentra que una planta de maiz crece entre la sexta y la
doceava semana después de sembrada segun la expresiéon donde x
representa el tiempo transcurrido después de la siembra en semanas
mientras que y es la altura de la planta en centimetros. ¢ Qué tanto crecio la

planta en esas seis semanas?

Calcular la ganancia obtenida por un comerciante que vendié camisas a x

pesos por camisa, si el precio de compra fue de pesos por camisa.
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Administrar una evaluacién final con problemas similares a los presentados en la
evaluacion diagndstica, tomando en cuenta las actividades intermedias de forma

individual y colectiva, asi como las tareas fuera del horario de clase.
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Una vez delimitada la problematica sobre el concepto de funcién se procedié a
elaborar un diagnostico sobre este concepto. Para el disefio del diagndstico sobre
la funcién, se identificaron algunos reactivos que se encuentran en el diagndstico
inicial que estuvieran relacionados con la funcion, y a la vez que se encuentran en
pruebas nacionales que responden a estandares internacionales, los reactivos
seleccionados se modificaron y se organizaron bajo los principios de la EMR. Por
ejemplo, se trato de recolectar los reactivos que incluyeran problemas en contexto
real, o que pudieran dar lugar a la reinvencion. Ademas se ordenaron
cronoldgicamente, de acuerdo con el componente de competencia formal,
comenzando desde la nocién de funcion hasta problemas que requieren de su

conocimiento formal. Basicamente, la pregunta guia fue la siguiente:

¢, Qué saben los alumnos de la UIIM acerca de la nocién y el concepto de funcion?

9.1 DIAGNOSTICO SOBRE LA FUNCION

?

A) 800 metros B) 750 metros C) 500 metros D) 450 metros E) 300 metros

8. Un terreno de forma triangular tiene dos lados iguales que miden x y el tercer

lado mide 2y. ¢ Qué expresion nos da el area A de este terreno?

A) A= [xy

B) A= [x*+2y°

X X
C) A=y X -y’
D A= [x*y—y°
) Xy -y 2y

E) A= [2x* —y?
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9. Un investigador encuentra que una planta de maiz crece entre la sexta y la doceava

semana después de sembrada segun la expresion Y=2X—10x+40 donde x representa
el tiempo transcurrido después de la siembra en semanas mientras que y es la altura de la

planta en centimetros. ¢ Qué tanto crecié la planta en esas seis semanas?

A) 52 cm B) 104 cm C) 156 cm D) 186 cm E) 208 cm
3
10. Calcular la ganancia obtenida por un comerciante que vendié X2 camisas a X pesos
El diagndstico sobre la funcidn, se conformo por los siguientes diez reactivos con

respuesta de opcién multiple.

1. ¢ Cual es el numero de la sucesion que se encuentra en la posicion 17?

Posicién 1 2 3 4 5 .17
NUmero 1 5 8 13 17 .. ?
A) 45 B) 65 C)21 D) 57 E) 69

2. ¢ Cudl es el niumero de la sucesion gue se encuentra en la posicion 13?

Posicion 1 2 3 4 .. 13
Namero 1 1 1 1 ?
3 5 7 9
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1 1 1 1 1
A) 13 B) 27 C) 19 D) 21 E) 25

3. ¢ Como puede calcularse el nimero que sigue en la sucesion 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21,...7
A) La suma de los dos anteriores B) Sumando dos veces el anterior a cinco
C) La suma de todos los anteriores D) Restando 18 al triple del anterior

E) Sumando 8 al anterior.

4. Al inicio de una semana, un cultivo contiene 5000 bacterias y al final de la semana hay
un 10% mas de bacterias. ¢ Cuantas bacterias habra al final de la segunda semana, si el

crecimiento semanal se mantiene al 10%?

A) 6000 B) 5050 C) 5500 D) 6050 E) 6500

5. ¢ Cudl es el mayor numero de vasos de 90 ml que pueden llenarse con un litro de jugo?
A) 9 vasos B) 12 vasos C) 11 vasos D) 10 vasos E) 15 vasos

6. Dada la gréfica siguiente, ¢,cudal es la ecuacién que le corresponde?

X

N

A) y=x-4x+3 B) y=2x C)y=-x+1 D) y=-x-5 E) y=x-4
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7. Dos corredores inician en el mismo lugar de un évalo de 400 metros en sentido
contrario. El primero lleva una velocidad de 300 metros por minuto y el segundo 500
metros por minuto. ¢Cuantos metros ha recorrido el primer corredor cuando se encuentra

por quinta ocasion con el segundo corredorpor camisa, si el precio de compra fue de

1
x2 Pesos por camisa.

5 5 5 7 7
A) x?2=x?> B) x%4x? C) x?-2x*> D) x?-x3 E) x?+x8

Los objetivos de los reactivos del diagnostico sobre la funcién de cada uno se
presentan a en la tabla 9.1, recordando que son objetivos preestablecidos para
elaborar las pruebas del Programa para la Evaluacién Internacional de los
Alumnos de la OCDE (PISA), aunque la forma de evaluacion no la compartimos
porque no tenemos la intencion de evaluar. PISA tiene un marco de referencia
para su evaluacion propia. ElI propdésito de este diagndéstico es conocer las

competencias que poseen los alumnos.

Tabla 9.1. Objetivos y aprendizajes esperados de los reactivos del diagnostico sobre el
concepto de la funcion

Numero
de Objetivo Aprendizajes esperados
reactivo

Que el alumno sea capaz de llevar | La funcion en diferentes formas.
ly?2 acabo procesos secuenciales, para
desarrollar habilidades de interpretacion.

Conocer si el alumno es capaz de | Lafuncion en diferentes formas.
realizar secuencias complejas de | Cambio crecimiento, variables
calculos u otros procedimientos | dependientes e independientes.

rutinarios en un contexto aplicado, de | Parametros y conexiones
3,4y5 |forma exacta y completa, capaz de | formales
proporcionar explicaciones y

argumentos escritos basados en la
reflexion, la comprension y la
generalizacién de la comprension

Conocer si el alumno posee la habilidad | Identificar la funcién y relacionarla

6y9 . i o . .
y de Interpretacion matematica de una | con sus Interpretaciones
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grafica con el lenguaje algebraico y la
representacion visual bidimensional de
una forma gréfica.

7,8y 10

Conocer si el alumno tiene la capacidad
de aplicar célculos necesarios para
resolver problemas que impliquen una
representacion matematica, saber si
puede utilizar el pensamiento y las
convenciones matematicas basicas en
contextos familiares.

Conocer  herramientas para
relacionar variables e
interpretarlas, tablas y gréficas.

Dependencia o conexion

A través del analisis del diagnéstico sobre la funcion se fue tratando de intuir el

origen de las dificultades por las cuales atraviesan los alumnos al trabajar con el

concepto de funcion, para comenzar asi la elaboracion del modelo de ensefianza,

incluyendo trayectorias didacticas adecuadas a las probleméticas encontradas en

el andlisis.

9.2 PROPUESTA DE SECUENCIA DIDACTICA PARA PROXIMA APLICACION

Para comenzar la intervencién se usan algunos de los ejercicios que redactaron

los alumnos en la intervencién anterior y se modifican de acuerdo al objetivo de la

actividad.

Sesion 1.

Actividad 1. Introduccidén del tema con el objetivo de conocer herramientas

basicas con que cuentan los alumnos.

Resolver el siguiente problema:

¢, Cuantos conejos habra después de un afio?, si inicialmente hay una sola

pareja y sabe lo siguiente:

Los conejos alcanzan la madurez sexual a la edad de un mes.

En cuanto alcanzan la madurez sexual los conejos se aparean y siempre

resulta prefiada la hembra.

El periodo de embarazo para los conejos es de un mes.

131




DISENO DE MATERIALES

Los conejos no mueren.
La hembra siempre da a luz una pareja de conejos de sexos opuestos.

Actividad 2: Comenzar a elaborar las secuencias didacticas dirigidas al

concepto de funcion.

Redactar cinco ejercicios con probleméticas reales que cambien gradualmente

con el tiempo.

Actividad 3. Trabajo en equipo de dos o tres alumno para modificar los
ejercicios que previamente elaboraron con ayuda del profesor para que los
ejercicios se centren en los objetivos que se plantearon en la seccién de

disefio de esta tesis:
Hacer énfasis entre las relaciones de causa y efecto.
Representar medidas de cantidades en tablas.

Relacionar las magnitudes fisicas y en especial en dominios tales como la

geometria o la astronomia.

Graficar variables fisicas en el plano cartesiano, por ejemplo: movimiento,
luz, calor, etc. (intentaba representar graficamente tanto la variacion como

la dependencia entre dichas magnitudes).

Relacionar la dependencia cualitativa representada por medio de una figura
gue intenta describir la cantidad de una determinada cantidad en relacion

con la otra de la cual depende.

Buscar un método de expresion de las relaciones numéricas establecidas
entre determinadas propiedades de objetos geométricos, utilizando las

coordenadas.
Conectar problemas de geometria con el algebra.

Introducir el término de ecuacion mediante dos cantidades desconocidas.
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Representar analiticamente las ecuaciones, con los ejes cartesianos, las

coordenadas, en forma algebraica.
Identifican las cantidades variables con las expresiones analiticas.

Proporcionar la notacidbn matematica y operaciones con el concepto de

funcion.
Dar a conocer la definicion formal de la funcion.
Relacionar las representaciones graficas con el concepto de funcion.

Mencionar ejemplos de situaciones reales que se puedan representar con

una funcion.

Sesion 2. Para comenzar la sesion 2 el profesor previamente debe revisar los
ejercicios que se plantearon la clase pasada, para que la secuencia de los
ejercicios este de acuerdo al planteamiento del trabajo de tesis. Las actividades
de esta sesion se trabajan en equipos con ejercicios diferentes pero con los

mismos objetivos.

Actividad 1. Analizar y resolver un ejercicio que tenga que ver con relaciones

de causa y efecto y representarlo de tablas de dos columnas.

Actividad 2. Analizar los ejercicios y soluciones de los ejercicios de los
comparnieros; intercambiar los ejercicios entre equipos de trabajo para la
revision.

Actividad 3. Introducir un ejercicio geométrico para realizar la presentacion

grafica, e ir identificando variables dependientes e independientes.

Actividad 4. Realizar la grafica de los ejercicios que trabajaron en la segunda

actividad y obtener una ecuacioén algebraica que represente el ejercicio.

El desarrollo de las secuencias didacticas depende mucho del grupo con el que se
esté trabajando, hay grupos muy colaborativos que cuentan con las herramientas
basicas necesarias y con este tipo de grupos las secuencias fluyen rapidamente,

pero también puede haber casos donde el grupo de trabajo no sea colaborativo y
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no tenga las herramientas bésicas, entonces la elaboracion de secuencias es muy
lenta. Durante esta investigacion se han detectado grupos buenos y malos, con
unos se pudo avanzar hasta ejercicios propios de la funcion matematica y con

otros solo se lleg6 a la funcion relacional.

Las actividades de la sesién 2 se entrelazan con el material de apoyo que también se
modifica de aplicacion a aplicacion, una vez que se llega a la definicion formal de funcion
se revisan los ejercicios que se han estado revisando, con los cuales se hace una depuracion
de los que forman una funcion y los que no. Una vez identificados se realizan actividades
para identificar los componentes como variables en términos de dominio e imagen

identificando la relacion funcional y presentarlo de forma gréfica y tabular.

9.3 MATERIAL DE APOYO

En esta seccion se expone un extracto del material didactico que se les facilitd a
los alumnos que recibieron la intervencion del modelo, recalcando que el material
fue cambiando afio tras afio de acuerdo a los analisis del modelo de intervencion,
el material de apoyo consta de un cuadernillo personalizado para cada estudiante,
en la portada se encuentran los datos de la escuela y la materia, un ejemplar del

material didactico se encuentra en la seccion de anexos (Anexo B).

El material de apoyo se elabord de acuerdo a los elementos que fueron surgiendo
en la fenomenologia del objeto mental funcion y se fue entrelazando con las
secuencias didacticas que surgieron en las aplicaciones anteriores. La forma en
que se trabaj6é este material fue que los alumnos leyeran por parrafos y se
explicaba en el pizarron algunas dudas, las actividades generalmente se
socializaron entre los alumnos y cambio constantemente la forma de organizacion

para resolver los ejercicios.
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CAFUNCION

UNIVERSIDAD INTERCULTURAL Introduccién
N N _ Simbolos
INDIGENA DE MICHOACAN Niimeros
Conjuntos
Plano cartesiano
Grificas
Ecuaciones
Incégnitas, variables
Formas y ecuaciones geométricas
Relaciones
Variables dependientes e independientes

Apuntes de la asignatura

- . Dominio y contradomin
M Aplicadas a las Te I Alternativas arimetros nitas
Profesora: Hermelinda Servin Campuzano 1.1Introduccién
El concepto de funcién es muy importante y wilizado en matemiticas, &5 un concepto
que sa fua construyendo a ravés del tiempo y al cual han contribuido muchas personas
brillantes, sl ir aportando elementos conforme ha avanzsdo |s humanidad pars que ssi =l
concepto sea hoy en dia un concepto preciso y constante.
Antes de dar la definicidn formal del concepto de funcién comencemos por decir qus
Nombre del todos los fenomems que se obsarvan en |3 vida cotidiana pusden relacionarse con las
Alumno, matemiticas, 3l momento de relacionar un objeto con ok, una ke con cira, eie. Por

ejemplo:

Un nifio aumenia su estatura de acuerdo a su edad.

El precic ded kilo de tortillas aumenta el 2% anualmente.
La cosecha ha disminuido por causas cimaticas
Kanangio, Pichataro Michoacan —

EVCIADES

ResTIRVTOT

Desde tiempos antiguos, para poder comunicamos y entendemos mejor. fue necesario

cotianas: E1 cigen da conoaplo s estads Skempee kol eskndls de os Rt
sujetos a cambios.

144 Simbolos

b o o
Eﬁmmemymmuwmmmmxmmanmmmma Fragmento de uno de los Papiros  Los Elementos de Euclides, ilustracion
problemas de los planteamientos que se tiene cone de Oxirrinco con unas lineas de medieval
e,emp«alasnuuasoexmnmummaemos 1800 a. C., eﬂesamlaw\sm\bolos Los efementos de
que contienen temas pitagénicas. el calendsrio babilénico donde. por ejemplo, se
cbservan para medir la distancia de la Sora & los planetas

geométricas.

También son conocidos los papiros egipcios como el de Moscii que data de 1850 a. C..
la cultura griega aport5 una gran parte de elementos que sin duda forman parte de las —
propiedades de la funcion y se encuentran escritos en el fibro de los elementos de
Euclides.

a
mmmmmuwummw

1.2Ndmeros

Papiro de Ahmes o Papiro Rhind. La nocién de nimero es una de las mas fundamentales en matemticas. Su origen se
remonta a la antigiiedad y 3 través de los siglos ha pasado por un proceso de extension.
y de generalizacion de los nimeros reales

Donds x & BEmpo en MINUCS que OUra &l Viaje.

1a funcié ey.
Represntscién esquem s del concepto de fncién
% 23 la variable independiente.
Ejempla es el drea A de un circulo en funcién de su radio r. o valor del drea es . )

| al cuadrado del radio, A = . Del misma modo, | duracion £ de un visje de yesla {depende de | dure =l vizje)
Un suto enire dos cudades separsdas por Una distancia d de 50 km
velocidad v  la que este e desplace: la duracién s

A confinuacion vamos a representar matemaficamente con una funcidn el siguiente

velosidad, d /v. A la primera magnitud (el dres, la duraciér probiema:
dep ¥ Ia cantidad de la que depende (sl radio. la velocidad) es la varable Una sefiora vende manieles a $ 1,250 cada uno.
Para produci cada mantel, le implica a la sefiora tener Tios como la renta
42 Un local, pago de Lz, ste. hasiendo un total 82 $.4,500.00 3l mes. También hay
otros gastos que varian como los gastos par la a del material tela, hilos
Ls idea de relaciones funcionales va mucho mis alld del dominio matemitica ¥ g
efermplo, on I natraleza existen muchos fend que s :: aguias ete. La sefiora dice que los costos de la materia prima representan un 40
T e oo sl P“e“”my Iepresentaos, % 02 Io que cuesta & mantsl. Con esta informacién e pusds conoosr el nimar
i i der la sefy Jos gasios.
Sea x el nimero de manteles que vende la
La regla de para una funcién maneja con una senora.

formulacién matemdtica e forma expiicta por sjemplo |3 ecuacion da Ia recta

o ; ; Si la sefiora vende x nimero de manteles
oo foman valores e conknto domine 52 puede abiensr ef se pusde obtener la expresion matemitica
come:

Aumentando los gastos fijos pormes
Les finderes 200 oy 08 itles = pars representar susciones de 3 s cofdara y para e seim porala aaw‘gw ol

nodeiar fengmenos mentel e= e 0. e dec 5500,
Ejemplos:
os Entonces la expresién matemdtica que
representa al problema es.

El o ye
El costo de una llamada telefénica y su duracién. Para saber cuinios manties debe ver
I sefiora tenemos qus ver que su

el valor de x &l resultado debe ser igual 0
Ciro sjemplo: frayer qus cero.

auto y el i recorer

2 precio de un viaie en taxi viene dado pox: Esto quisre dear que = nimero minimo &=

y=20+05x
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CAPITULO 10: INTERPRETACION DE LA INTERVENCION SEGUN
EL MTL

La intervencion del modelo de funcion propuesto comenzé con dos generaciones
(2012, 2013), durante el tercer semestre de la carrera, con alumnos de la carrera
Desarrollo Sustentable en la materia de Matematicas Aplicadas a las Tecnologias
Alternativas. El modelo fue modificandose afio con afio de acuerdo a las
observaciones del comité tutorial, y los fundamentos de la teoria de MTL's, el
material didactico y las actividades de aprendizaje también fueron modificAndose
durante estos afios. EI modelo de los primeros dos afios se resume en una unidad
didactica sobre el concepto de funcién que fue muy parecida a la primera unidad
de los planes de estudio del programa original, la diferencia se encuentra en la
organizacién de los temas y la forma de abordar los contenidos, los siguientes dos
afos esta unidad fue modificada, quitando algunos subtemas que no aparecieron
en la fenomenologia que se encontré en la investigacién sobre el tema principal “la
funcion” (temas relacionados con teoria de conjuntos), la evaluacion del modelo de
los primeros cuatro afios fue mediante el andlisis estadisticos de las evaluaciones
gue los alumnos realizaron por escrito para aprobar la unidad y los resultados del
diagndstico, para la evaluacion de la implementacion y analisis del modelo en el

cuarto afio se adicioné una grabacion de todo el proceso de intervencion.

10.1 DESCRIPCION CUANTITATIVA

El proceso para iniciar con el primer modelo comenz6 desde el 2009 mucho antes
de la primera intervencion después se fue modificando afio con afio hasta el afio
2015. Es pertinente enfatizar que esta seccién describe solamente el proceso de
intervencion del modelo durante el semestre agosto-diciembre 2015, el cual fue
filmado para su andlisis cualitativo, y mencionar que este proceso de analisis se
llevé acabo después de cada intervencion durante los 3 afios. A continuacion se
hace el analisis de grabaciones que se hicieron durante la intervencion y se
exponen algunos relatos donde se observan algunas situaciones importantes para

tomarlas en cuenta e ir modificando el modelo para una proxima intervencion, la
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redaccion completa de las grabaciones se encuentra en la sesion de anexos. Los
relatos se relacionan directamente con los principios de la EMR y en el analisis se
va explicando lo acontecido durante las tres sesiones de grabacion

aproximadamente de 6 horas, dos horas por sesion.

La organizacion de la tabla de relatos es la siguiente: Los alumnos se etiquetaron
con letras mayusculas para no registrar sus nombres verdaderos; Alumno(a) A, B,
C, etc. En la columna del lado izquierdo estan los comentarios de las grabaciones
y en la columna del lado derecho la relacién con los principios de la EMR que se
tomaron en cuenta para elaborar el modelo propuesto, los renglones del relato se
enumeraron para referenciar el escrito con el analisis, debajo de cada recorte de la

tabla se explica lo que los alumnos hacian en ese periodo.

En la primera clase, la maestra les explica a los alumnos que el tema en cuestion
forma parte de un estudio, por lo cual, se requiere de la grabacién durante tres
clases que es lo planeado de acuerdo al curso. Esta forma de trabajo siempre
presentd problemas, pues los alumnos casi siempre se resistian a ser grabados,
algunas de las indicaciones que fueron cambiando fueron las formar de
concientizar a los alumnos para que tengan confianza en el profesor y sepan que
esas grabaciones son confidenciales y que no seran utilizadas en su contra sino al

contrario que son herramientas para mejorar la calidad en la educacion.

TABLA D. Tabla de relatos

Relacion de los

relatos con los
Relatos principios de la
EMR
1. Mtra.: Buenos dias muchachos Presentacion

N

Alumnos. Buenos dias

3. Mtra.: Como les decia hoy vamos a empezar ver el tema de la funcién,
entonces vamos a tratar de reconstruir el concepto, y vamos a tratar de
realizar actividades donde ustedes vean como ya desde la antigiiedad
ya se tenia la idea de la funciéon pero se ha ido modificando, hoy en dia
tenemos un concepto que no se parece como era antes aunque pueden | principio de
ser equivalentes pero en ocasiones les cuesta trabajo a ustedes entender | jnteraccién

y no solo a ustedes sino hasta a nosotros los profes. Entonces lo que yo
vengo a proponer es que lo veamos por medio de actividades, para eso
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quiero que contesten un ejercicio.
4. Alumno A: ;Vamos a jugar?
5. Mtra.: Si vamos a jugar.

Figura 10.1. Ejemplo de la tabla donde se registraron por escrito las conversaciones la tabla
completa se encuentra en (Anexos D).

En la primera sesién la maestra les explica la forma de trabajar y empieza a
repartir hojas de trabajo a los alumnos. Las hojas contienen las secuencias que
se presentan en la unidad del desarrollo del componente de comunicacion

correspondientes a la primera actividad de la primera sesion.

Mo s UNIVERSIDAD INTERCULTURAL
INDIGENA DE MICHOACAN
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IPRAOHZN VY

Matematicas Aplicadas a las Tecnologias Alternativas |

Nombre del Alumno

Profesora: Hermelinda Servin Campuzano

Hoja de trabajo # 1

Actividad 1: Resolver correctamente los siguientes ejercicios.

Los alumnos del grupo de tercer semestre de Tecnologias (10 alumnos)

acordaron almorzar juntos. Ademas Fernando, Cecy y Pablo invitaron a un

amigo respectivamente, es decir, se sumaron 3 personas mas al grupo. Todos
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almorzaron felices y contentos, pero algunos tuvieron que irse pronto, porque
tenian examen y si llegaban tarde después no los dejarian entrar al examen, asi
gue a la hora de pagar la cuenta, ya se habian ido siete personas y la cuenta
era de $350.00. ¢Si todos los que se quedaron cooperaron en partes iguales
para pagar la cuenta, cuanto tuvieron que pagar de mas, cada uno,
considerando que todos consumieron lo mismo y los que se retiraron no

cooperaron?

¢,Como puede calcularse el nUmero que sigue en la siguiente sucesién de
numeros? 1,1, 2, 3, 5, 8,13, 217

Figura 10.2. Ejemplo de hojas de trabajo, que son proporcionadas a los alumnos.

Durante esta actividad los alumnos permanecieron muy callados por mas de 10
minutos, esta actividad se disefié para trabajarla individualmente para mas tarde
socializarla entre ellos, a la vez revisar los resultados y analizar la forma en que

atacaron los problemas.

Figura 10.3. Grupo de tercer semestre 2015 Desarrollo Sustentable Tecnologias Alternativas UIIM.

Mientras los alumnos resuelven los ejercicios propuestos, la maestra se pasea
entre los espacios de los alumnos, con la intenciéon de mirar lo que sus alumnos
estan haciendo, si observa que no estan trabajando interviene, si no se entiende lo

que estan redactando también interviene, etc.
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34 Mtra.: ¢Terminamos? ¢Quién me quiere explicar como resolvio el | Principio de
problema? ¢ Cuanto pago cada uno? actividad

35 Alumno A: Treinta y uno cincuenta

36 Mtra.: ¢De a como le tocaba a cada uno? Principio de

37 Alumno A: de a veinte seis. interaccion

Figura 10.4. Fragmento de tabla de relato (anexo D).

Para comenzar la socializacion la maestra comienza preguntando los resultados a
los problemas propuestos, algunos de los resultados son diferentes entonces
comienza a hacer preguntas al respecto, y no decir directamente cuéles
compaferos cometieron errores al resolver los ejercicios, los alumnos empiezan a
contestar las preguntas dirigidas, de cémo ellos contestaron y con esto, algunos
de ellos se dan cuenta de los errores que cometieron y en qué se equivocaron al
resolver sus ejercicios, de igual forma otros que si los contestaron correctamente.
Pero para que no haya dudas sobre los resultados correctos, se pide a uno de los
alumnos que lea el problema y lo interprete con sus propias palabras, entonces la

maestra va escribiendo en el pizarron y resuelve el ejercicio.

40. Alumno B: Pues esté, la cuenta era de trescientos cincuenta pesos | Principio de
pues en total, pero como se retiraron, eran trece Alumnos que | realidad
consumieron los que consumieron, la cuenta en total fue de trescientos
cincuenta pesos, pero se retiraron siete, quedaron seis nada mas, esas | principio de
seis personas pagaron de cincuenta y ocho pesos treinta y tres con tres | interaccion
centavos del almuerzo, si todos hubieran pegado las trece personas les
tocaba de a veinte y seis pesos, pero como se retiraron siete personas
les toco de a cincuenta y ocho punto treinta y tres a las seis personas
que se quedaron.

Figura 10.5. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Pero para que no haya dudas sobre los resultados correctos, se pide a uno de los
alumnos que lea el problema y lo interprete con sus propias palabras, entonces la
maestra va escribiendo en el pizarron y resuelve el ejercicio. Después la maestra
hace algunas preguntas sobre temas basicos de mateméaticas que necesitaran

para seguir con la clase.

41. Mtra.: En realidad creen ustedes que pagaron cincuenta y ocho punto | Principio de

treinta tres centavos? niveles
42. Alumnos: No, no
43. Alumna E: No, porque se redondean los puntos decimales Principio  de

interconexién

Figura 10.6. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).
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Después de esta actividad se pide a los alumnos comiencen con la siguiente, pero
ahora que la trabajen en equipo de dos en dos. La actividad en equipo favorece la
comunicacién en el grupo y baja el estrés que se produce por la camara de
grabacion, aunque se tardan mucho tiempo en acomodarse y en escoger con
quien trabajar, la maestra interviene para agilizar la actividad, los alumnos son
recelosos con sus ideas y les cuesta trabajo relacionarse dentro del grupo, siendo

mas evidente cuando se trata de trabajar un hombre con una mujer.

Figura 10.7. Grupo de tercer semestre 2015 Desarrollo Sustentable Tecnologias Alternativas UIIM.

La actividad de trabajo propuesta trata sobre elaborar secuencias parecidas a las
que se les dieron en la hoja de trabajo para después resolverlas, en equipos de
cuatro. Algunos de los ejercicios que los alumnos elaboraron se quedaron
pendientes, debido al tiempo consumido y se prosiguié con la clase comenzando
con una exploracion acerca de los elementos mateméticos con que cuentan los

alumnos.

44, Mtra.: Ahora piensen, en esa cuentita tan simple estan ustedes usando | Principio de
muchos conceptos que han aprendido de las matematicas, hagan una | niveles
lista de qué conceptos matematicos utilizaron por ejemplo, que deben
saber primero, que deben conocer.

45. Alumno B: Suma

Principio de
interacciéon

Principio de
46. Mtra.: Sumar interconexién
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47. Alumno A: Restar

48. Alumno D: Dividir

49. Mtra.: Dividir

50. Alumno C: Y multiplicar

Figura 10.8. Fragmento de tabla de relatos (anexo D.)

Siguiendo con la clase y de acuerdo a la fenomenologia se expone la parte

historica acerca del tema, es decir la parte formal para la ensefianza.

105. Mtra.: Casi, casi, el hombre siempre se ha preguntado sobre los | Principio de
fendmenos fisicos entonces hizo una relacién entre la abstraccién del | interconexién
pensamiento y los fendmenos fisicos, una de estas cosas de
matematicas fueron los simbolos, antes que los nimeros porque
primero fueron simbolos y ya después algunos de estos simbolos se
convirtieron en nimeros, de qué afio creen que datan los nimeros

Figura 10.9. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D)

Una vez que se da la introduccion en forma de anécdota se reparte el material de

apoyo gue se ilustrd en la seccién pasada.

MATERIAL DE APOYO

MIMIXEGUANG  XANGARAN

UNIVERSIDAD INTERCULTURAL
INDIGENA DE MICHOACAN

-1
£
2
2
-
3

Apuntes de la asignatura

Matematicas Aplicadas a las Tecnologias Alternativas

Nombre del Alumno

Kanangio, Pichataro Michoacén

Figura 10.10. Hoja de presentacion del material de apoyo (Anexo C).
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Introduccion

El concepto de funcidbn es muy importante y utilizado en matematicas, es un
concepto que se fue construyendo a través del tiempo y al cual han contribuido
muchas personas brillantes, al aportar elementos conforme ha avanzado la
humanidad, asi el concepto hoy en dia es un concepto preciso.

Antes de dar la definicion formal del concepto de funcibn comencemos por decir
que todos los fendmenos que se observan en la vida cotidiana pueden relacionarse
con las matematicas, al momento de relacionar un objeto con otro, una idea con
otra, etc. Por ejemplo:

Se puede observar que un nifio aumenta su estatura de acuerdo a su edad.

O que el precio del kilo de tortillas aumenta el x% anualmente.

Otro ejemplo de cambio es cuando la cosecha disminuye por causas del cma.

(ff,rmf‘rmﬁﬁ'{ Ej ercicios
Escribir 5 ejemplos parecidos a los del
ejemplo donde se vea la existencia de dos
ideas relacionadas.
Comentar los ejemplos en grupo.
Desde tiempos antiguos, para poder comunicarnos y entendernos mejor, fue

necesario usar un mismo idioma, de igual forma surgieron las matematicas vy, al
mismo tiempo, también nace lo que daria inicio a lo que hoy en dia se conoce con
el nombre de funcion. Surge en el momento en que fue necesario comunicarse la
solucién de problemas cotidianos. El origen del concepto ha estado siempre unido
al estudio de los fendmenos sujetos a cambios.

Simbolos .....

Figura 10.11. Ejemplo de contenido del material de apoyo (Anexo C).

Algunos alumnos le dan una hojeada al material y lo guardan en sus libretas, otros
comienzan a leer su contenido, algunos preguntan acerca del material, la maestra
vuelve a comentar el porqué, la importancia que tiene el material y enfatiza en el
propésito de éste. Cuando la maestra esta explicando, dos que tres alumnos
reprueban con sus gestos la opinion de la maestra, pero de reojo miran la camara

de video.
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La maestra informa que la forma de trabajar el material consiste en leer y entender
para resolver de forma grupal la mayor parte de los ejercicios propuestos, la
lectura se hard de acuerdo al avance de la clase cada uno de los alumnos
comenzara leyendo el material alumno por péarrafo, pasando la palabra a otro de
sus comparnieros, los ejercicios seran socializados para revisar los resultados. La
maestra aclara que todos pasaran al pizarrén y solo cuando no puedan resolver
los ejercicios intervendra al respecto, muchos de los alumnos estan en

desacuerdo.

Se lee la parte de la introduccién y se comenta entre el grupo, después se sigue

con la actividad de explicar sus ejercicios.

139. Maestro: Que pase Juan Carlos el de Jaracuaro Principio de
140. Alumno C: Que pase Jaracuaro a explicar el problema interaccion

Figura 10.12. Fragmento de tabla de relatos (anexo D).

La mayoria de los ejercicios son explicados y resueltos en el pizarrén, solamente
cuando los alumnos piden ayuda de la maestrea ésta interviene una vez que todas

las propuestas de sus compafieros no son suficientes.

141. Mtra.: A ver cual es el problema Principio de

142. Alumno E: Ah dice, pues que va a repartir a tres hermanos el | interaccion
terreno y lo vamos a repartir en tres partes iguales que tienen de un
lado (78 metros ) y de otro 4metros de “h” entonces que proporcion les | principio  de

toca a los tres hermanos, en partes iguales niveles
143. Mtra.: Y como lo van a repartir en partes iguales
144, Alumno A: A mi se me ocurre algo maestra

Principio de

145. Mtra.: A ver interconexion

146. Alumno A: Puedo, yo sé pues que ustedes ya lo resolvieron
amigos pero por ejemplo aqui si empezamos ponemos una linea

imaginaria aqui podemos sacar un rectangulo y aqui es mas facil | Principio  de

dividirlo, igualmente aqui expandimos esta linea pues ya se hace como | Niveles

un... ,como se llama? ... un triangulo rectangulo y a si es mas facil

dividirlo y sacar la proporcién, yo sé que asf lo hicieron amigos Principio de
147. Alumno F: No interconexién
148. Alumno E: Es que a esto sacar el area total para sacar mejor

de ahi de eso sumarle ya todo y de ahi sacar o dividir tres hermanos
149. Mtra.: Si asi como les dice su compafiero es una buena forma

la otra seria, ... hacer cuadrados de un modo y entonces checar Principio  de

cuantos cuadrados tienen cuantos se les forman y dividirlos reinvencién

guiada

Figura 10.13. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).
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Muchas de las veces que los alumnos piden ayuda es porque no se ponen de

acuerdo entre ellos cual es el verdadero problema del ejercicio a resolver.

Figura 10.14. Trabaja en equipo. Grupo 3 DS-TA-UIIM 2015

150. Alumno D: Es mas facil sacarle el area noy ya dividirla Principio de
151. Alumno E: Por eso pues para eso tienes que hacer esto interconexion
152. Alumno C: Para eso tienes que dividir

153. Alumno E: Aqui a completar los seis juegos iguales Principio de
154. Alumno A: Circulando y dividirlo niveles

Figura 10.15. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Los alumnos se equivocaron mucho al resolver sus ejercicios y sélo hasta que se
resolvieron en el pizarron es que se dieron cuenta de los errores que cometieron.
Otro punto importante es que les cuesta trabajo formular sus enunciados. Para
tratar de mejorar su redaccion el consejo fue, coméntale a tu compafiero cual es la
idea y una vez que los dos se pongan de acuerdo redactelo; para que sepan si lo
escribieron bien léalo en voz alta a otro compafiero si ese otro compaiiero les
entiende es que esta bien. Antes que supieran que ellos resolverian los ejercicios

gue ellos mismos propusieron, redactaron algunos muy elaborados pero ya que
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supieron que ellos mismo los tendrian que redactar los cambiaron, debido a eso

se tardaron mucho tiempo.

Figura 10.16. Alumno de 3 semestre de DS-TA-UIIM 2015.

Para terminar la primera sesion los alumnos se llevan de tarea los ejercicios que
se quedaron pendientes (los que ellos elaboraron y no alcanzé el tiempo para
resolverlos), ademas de algunos de las hojas del material de apoyo.

Las tareas se tienen que entregar por lo menos un dia antes de la proxima sesion,
porque es de ahi de donde se toman algunos de esos ejercicios para seguir con el

tema, usando los ejercicios que ellos redactaron y resolvieron.

La segunda sesidn comienza retomando la clase anterior, preguntando la maestra
a los alumnos lo que vieron la clase pasada, algunos de los alumnos estan atentos
pero otros estan distraidos, la maestra hace algunas preguntas dirigidas a los
alumnos que estan distraidos, para que pongan atencion a la clase.
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Figura 10.17. Intervencion 2015. Mtra. Hermelinda Servin.

En la segunda sesion también se realizan algunos ajustes en la forma de trabajar,

de acuerdo a los avances de la clase pasada, en esta intervencion se perdio

mucho tiempo durante la primera sesién, cosa que se tendra que ajustar en la

segunda y tercera sesion para terminar justo con el material planeado.

504. Mtra.: A ver, hoy vamos empezar a elaborar ejercicios de cuando hay
cambios, se acuerdan el Ultimo ejercicio de la clase pasada.

505. Alumno A: Si
506. Mtra.: ¢, Cuél era?

507. Alumno C: Lo del movimiento de los de los astros.

Principio de
actividad

Figura 10.18. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

La idea de estos ejercicios es que ellos mismos trabajen con fendmenos

conocidos para ellos y a la vez se indaga sobre las bases que se requieren para

comenzar a formular ejercicios donde se inserten los elementos propios de la

funcion, en un principio de forma intuitiva.
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559. Mtra.: Puede ser que el enunciado empiece diciendo que ti vas a | Principio de
sembrar maiz en el mes de mayo, y que en el mes de junio las plantas de | reinvencion

maiz mide no se tu sabes eso, después en el mes de julio volviste a medir la | guiada

altura de las plantas y ya tenian determinada altura después en agosto.
¢, Si me entendiste?

560. Alumno B: Si

Figura 10.19 Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Tomando como base los ejercicios de la clase pasada y los ejercicios que
realizaron los alumnos de tarea, la maestra propone estos mismos con algunas

otras actividades que involucran insertar algunos conceptos nuevos.

593. Mtra.: Entonces a ver supdn que una mama tiene un hijo cada afio | Principio de
Jcuantos va a tener en quince afnos? interconexién
594. Alumno A: Quince.

596. Alumno E: Siete y medio.

597. Mtra.: ¢Por qué siete y medio?

Figura 10.20. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Algunos de los ejercicios provocan mucha participacién de los alumnos, lo que
implica conocer el entorno en que se desenvuelven, y darse cuenta de que
muchas veces las ideas son contradictorias y se forman debates que hacen

desviar el tema de interés.

615. Mtra.: A ver lo que quiero que hagan que ustedes redacten un
ejercicio donde se vea el cambio en el tiempo.

Figura 10.21. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

631. Alumno E: Tres gallinas ponen dos huevos por dia durante dos
meses y medio, cuantos huevos en total ponen las tres gallinas durante esos
dos meses y medio.

Figura 10.22. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

654. Alumno C: Maria tiene doce afios y su mama veintiocho, cuantos
tenia la mama de Maria cuando ella tenia 12 y cuantos tendra Maria cuando
su mama tenga cincuenta.

Figura 10.23. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Esta sesion se trabajo en entender los problemas que habian hecho de tarea y en
resolverlos correctamente. Trabajaron en equipo, lo cual provocé controversia en
la mayoria de los ejercicios. Las grabaciones también fueron causa de distraccion
porque algunos alumnos se hicieron los protagonistas de la clase mientras que

otros no quisieron participar.
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755.  Mtra.: ¢Ahora quién expone sus problemas resueltos? ponganse de
acuerdo quién lo va a pasar a exponer al pizarron.

756. Alumno B: Safo.

757. Alumno A: Safo.

758. Alumno E: Safo.

Figura 10.24. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Los alumnos ponen mucha resistencia a participar, pero como estan conscientes

de que tarde o temprano les tocara participar algunos acceden espontaneamente.

760.  Alumno C: Yo por qué

761. Alumno E: Dice que un par de conejos tiene diez conejos en tres meses ¢cuantos
conejos tendra en seis afios y medio? Cuando nos estamos refiriendo al par de conejos es de
que es una pareja el hombre y la mujer como quien dice hembra y macho y pos son este tres
meses tres meses y son diez conejos en los tres meses, en estos tres meses son igual a diez
conejos 0 sea que van hacer seis afios y medio, seis afios y medio.

762. Mtra.: A ver los que estan acd le estan entendiendo por que ahorita me lo van a
platicar otra vez y a resolver ustedes, aptntenlo porque este ahorita me lo van explicar y si no le
estan entendiéndome pues preglntenme.

Figura 10.25. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

También se tuvo que estar presionando para que los alumnos no se distrajeran y

pusieran atencion a sus compafieros, porque como no terminaron todos los

ejercicios y sabian que los que no terminaron se los llevarian de tarea, algunos

guerian avanzar y no ponian atencién hasta que se les presionaba de alguna

manera.

Figura 10.26. Grupo de tercer semestre 2015 Desarrollo Sustentable Tecnologias Alternativas

uUliM

Las actividades de trabajo en equipo fueron exitosas aunque se consumio

demasiado el tiempo, terminaron con la redaccion de la mayoria de las
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secuencias, resolvieron varios de los ejercicios planteados quedando de tarea los

propuestos en el material de apoyo.

776. Alumno E: Ya me siento, gracias por su atencion. Principio de
777. Alumno A: Un fuerte abrazo al companiero “Fer” bravo. _ o
778. Mtra.: deja veo si puedo conseguir los ejercicios que te hacen | Interaccion
falta.

10.27. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Al inicio, los alumnos se rehusaban a ser grabados, por lo que se les propuso que
ellos mismos realizaran esta actividad. Esta decision fue positiva ya que ello les

dio confianza y ya no hubo mas resistencias al respecto de grabar las sesiones.

779. Mtra.: Hola Buenos dias
780. Alumno A: Quien sera el camarografo hoy
781. Alumno B: Que sea Gina

Figura 10.28. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Para la tercera sesion se analizaron previamente las secuencias que elaboraron
los alumnos para incluir mas elementos. En esta sesion se retomd la lectura del

material de apoyo.

785. Mtra.: Vamos a continuar con el tema pero ahora vamos a trabajar | Principio de
en forma diferente, ahora vamos a seguir leyendo el material que les di hace | interconexion

dos clases, ustedes me van ayudar a leer por parrafos uno a la vez.
Comiencen donde empieza con simbolos.

Figura 10.29. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).
A los alumnos les cuesta trabajo leer en publico, frente a sus compafieros, en un

principio tampoco querian leer, pero poco a poco todos terminaron por leer

algunos parrafos.

787.  Mtra.: En su libreta dibujen un simbolo Principio de
788. Mtra.: ¢ Terminaron? Pasen su libreta a su compafiero de al lado. actividad

789. Mtra.: Revisen lo que hicieron sus compafieros y pongan una
palomita si creen que esta bien.

Figura 10.30. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Algunos dibujos contenian letras y numeros, algunos otros solo una imagen. La

idea de este ejercicio es confrontar las ideas, contra las definiciones.
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796.  Mtra.: Seguimos con la definicién de simbolo
797.  Alumno B: Definicion
Simbolo.  El concepto de simbolo (una palabra que deriva del latin

simbdlum) sirve para representar, de alguna manera, una idea que puede
percibirse a partir de los sentidos y que presenta rasgos vinculados a una
convencion aceptada a nivel social. El simbolo no posee semejanzas ni un
vinculo de contiglidad con su significado, sino que soélo entabla una relacion
convencional......

Principio de
interconexion

Figura 10.31. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Una vez que leen la definicion se pregunta si el dibujo que hicieron cumple con los

requisitos.

802. Alumno A: Es que, maestra primero hubiéramos leido la definicion.

Principio de
interconexion

Figura 10.32. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Con esta actividad comienza un debate, pero se termina enfatizando la

importancia de los consensos y una definicion previa.

806. Mtra.: Sigamos con la lectura.

807. Alumno C: El plano cartesiano es un sistema de referencias que se
encuentra conformado por dos rectas numéricas, una horizontal y otra
vertical, que se cortan en un determinado punto. A la horizontal se la llama
eje de las abscisas o de las ‘equis’ y al vertical eje de las ordenadas o de las
‘yves’, en tanto, el punto en el cual se cortaran se denomina origen.

808. Mtra.: Quien sabia lo que es un plano cartesiano

809. Alumno C: Yo

Principio de
interconexion

Principio de
reinvencion
guiada

Figura 10.33. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

La forma de trabajar hasta ahora es de menos interaccion entre los alumnos,

ahora es mas entre alumnos-maestra, la idea es que los alumnos recuerden

algunos conceptos basicos que necesitaran mas adelante.

829. Mtra.: Bueno lo que sigue del texto nos o vamos a saltar porque son
cosas que ustedes ya saben y solo lo puse ahi para recordar, vamos a
pasarnos hasta donde empieza lo de funcion.

830. Alumno G: En la pagina ...

831. Mtra.: No, no no, perdén en donde dice ecuacion.
diganme qué es una ecuacion

Pero antes

832. Alumno E: Es una funcién

833. Mtra.: Bueno aun no llegamos a esa parte, pero entonces que es
una funcion.

834. Alumno E: Una expresién matematica

835.  Mtra.. mmm, sigamos con el texto y cuando lleguemos a funcién

vemos si una expresion matemética es una funcion.
836. Alumno E: Esta bien

Principio de
niveles

Figura 10.34. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).
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En esta sesion se vieron los elementos necesarios como las variables, el plano
cartesiano, las relaciones, las ecuaciones, etc., bases para abordar la definicion de
funcidén. Los objetos mentales de los alumnos sobre la funcion se observan en la
forma en que resuelven los ejercicios planteados. Algunos alumnos pueden
identificar los elementos basicos y otros aun no; los que identifican los elementos

por lo regular pueden plantear el problema y tratan de encontrar la solucion.

841. Alumna A: Cuando teniamos el problema de las tortillas.
842. Mtra.: Recuérdenme que decia el ejercicio.

843.  Alumno C: Que el kilo de tortillas costaba 11 pesos y con 50 pesos | principio de
cuantos kilos podiamos comprar interconexién
844. Mtra.: Puedes pasar al pizarrén a anotar tu expresion algebraica
845. Alumno A: 50=11X+6

846. Mtra.: Aja, esa x que representa entonces

847. Alumno A: El numero de kilos que se puede comprar

848. Mtra.: Sigamos con el texto

849. Alumno C: Incognitas y variables. Los valores conocidos pueden
ser numeros, coeficientes o constantes; y también variables cuya magnitud
pueda ser establecida a través de las restantes ecuaciones de un sistema, o
bien mediante otros procesos

Figura 10.35. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Se retoman los ejercicios 0 secuencias que fueron elaborados previamente para

gue inserten los conocimientos adquiridos.

892. Mtra.: Ahora vamos a encontrar una recta que pase por dos puntos
de la grafica que ya tienen, pero quiero que vean como a partir de datos
también pueden obtener expresiones algebraicas.

Figura 10.36. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).
Las actividades de los ejercicios son basicamente para que cambien de nivel,
cuando la parte verbal la pueden relacionar con una expresion algebraica, o a una

tabla de datos.

902. Alumno G: Relacion. Correspondencia es equivalente a Relacién. | Principio de
En nuestra lengua, decir “en relacion a”, es equivalente a decir “corresponde | interconexion
a”....Ejemplos: En una tienda, cada articulo esta relacionado con su precio;
0 sea, a cada articulo le corresponde un precio...A cada libro le corresponde
un numero de paginas...A cada ser humano le corresponde una fecha de
nacimiento.

903. Mtra.: Invéntense otro dos ejemplos y anotenlos en su libreta que
son los que voy a tomar en cuenta para el examen.

904. Mtra.: ¢ Seguimos?

905. Mtra.: Se fijan que tenemos dos variables en esos ejercicios.

Figura 10.37. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).
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Después vienen los ejercicios de relaciones, previamente se introdujeron las
variables y los tipos dentro de las actividades de las secuencias planteadas. En las
secuencias se les pedia que realizaran una tabla de datos con dos columnas para

identificar las variables dependientes e independientes.

925. Mtra.: No se crean, para saber cual es la variable se puede ver en la
tabla en una columna pongan el nombre “X” y en la otra “Y”, entonces
cualquiera puede ser la dependiente porque pueden poner cualquiera de las
dos en una columna. Entonces vamos a ponernos de acuerdo, si ponen una
ecuacion a la que se encuentre en el lado derecho sera la dependiente, se

R . , . L Principio de
acuerdan en el ejercicio de las tortillas donde podian cambiar la “exis” por la reinveFr)sic')n
“y’, aca también se puede hacer eso pero si tienen una expresion guiada

algebraica tienen que tomar en cuenta las reglas de los signos para
despejar.

926. Mtra.: Ya casi terminamos, vamos con la funcién Gina creo que te
toca.

Figura 10.38. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Aunque aun faltaban cerca de 40 min para que se terminara la sesion, los alumnos
se veian cansados, ya que la sesion dura 2 hrs. Es pertinente decir que en esta
sesion el trabajo en equipo hasta ahora no se habia desarrollado de manera
optima debido a que los alumnos se desviaban mucho del tema, ademas que se

observaron muchas dificultades para plantear las secuencias.

932. Mtra.: Es por eso que deben tener la definicion formal, no sé si nos | Principio de
dé tiempo de trabajar el concepto de funcién formalmente, por lo pronto | interconexion
vamaos a seguir con los ejercicios que estamos trabajando.

933.  Mtra.: Qué dice el ejercicio que se encuentra en sus notas

934. Alumno B: Cada numero entero posee un Unico cuadrado, que
resulta ser un nimero natural.

935. Mtra.: Vamos a completar la tabla, consideren los nimeros del cero
al 5 positivos y negativos. Pdnganlos en una columna, y después calculan el
cuadrado y lo anotan en la otra columna.

936. Alumno B: ¢;Como en el otro ejercicio?

Figura 10.39. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

En esta actividad ya comenzaron a trabajar en equipo para maximizar los tiempos,
aunqgue en la practica algunos no escribieron los ejercicios en su libreta actividad

individual.
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970. Mtra.: Otra vez estos conceptos entran dentro la teoria de conjuntos,
pero veamoslos como los grupos de cosas que estan en una columna y en
otra o variables dependientes contra variables independientes; pero si
vamos hacer un ejercicio con los trabajos anteriores. En cada uno de los
ejercicios pongan a un lado cuales son las variables dependientes y cuales
las independientes, a las dependientes les agrega el apellido dominio y a las
independientes contradominio o rango.

971. Alumno A: ¢ A todos?

972. Mtra.: Si

973.  Alumno A: Son muchos maestra.

974. Alumno G: No estés llorando y apUrate que ya me quiero ir.

Principio
interconexién

de

Figura 10.40. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Una vez que terminan ésta actividad se lee la definicion formal de funcién, ahora la

maestra indaga lo que han comprendieron del concepto hasta ese momento.

982. Mtra.: La idea principal de estas clases es que ustedes puedan | Principio de
pasar de una forma a otra. niveles

983. Alumno A: Uuy maestra eso esta bien facil.

984. Mtra.: Vamos a ver entonces, ¢esta grafica creen ustedes que

representa una funcion?

Figura 10.41. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

La maestra dibuja un circulo en un plano cartesiano

985. Alumno B: Si Principio de
986. Mtra.: Pues resulta que no; si trazamos una linea perpendicular al | reinvencion

eje “equis” troza a la gréafica en dos puntos. ¢, Qué quiere decir eso? guiada

987. Alumno A: Niidea

988. Mtra.: Se acuerdan que dijimos que por cada variable del dominio

solamente habria una Unica variable independiente en el contradominio

989. Alumno C: Si

990. Mtra.: El hecho de que pase por dos puntos quiere decir que a esta

variable dependiente le corresponden dos variables independientes

991. Mtra.: Entonces no cualquier grafica representa una funcién, estan

de acuerdo.

Figura 10.42. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Después de esta actividad la maestra explica algunas ideas basicas para

identificar una funcién y pide que trabajen en parejas para que a la gréfica del

pizarron le den una forma algebraica y una tabla de datos.

998. Alumno B: Ah es como el ejercicio que decia que los nimeros
enteros tenian un positivo y un negativo o algo asi verdad maestra.

999. Alumno G: Traes regla, para ir obteniendo los valores y ponerlos en
una tabla de valores.

Figura 10.43. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).
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Para trabajar el concepto de funcion pide a los alumnos que anoten en sus
secuencias los ejercicios que cumplen con los criterios de funcion y los que no, de

la misma forma que identifique el dominio, contradominio y la relacion.

1005. Mtra.: Es probable que ahora que quieran hacer su tarea se | Principio de
encuentre con esta notacién, para que no haya reclamos quiero que | niveles

escriban esta expresién y=2x+2 y me digan si es una funcién o no.
1006. Alumno A: Simaestra

1007. Mtra.: ¢Y como sabes?

1009. Mtra.: Muy bien ¢y esta otra f(x)=3x+5? Principio de
1010. Alumno G: Si maestra, es la misma solo con notacion diferente interconexién
1011. Mtra.: Bueno eso es lo que queria que vieran.

Figura 10.44. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

Antes de dar la clase por terminada la maestra habla acerca de la notacion sobre

la funcion y deja tarea.

1018. Mtra.: A los que ya les revisé la libreta nos vemos el jueves | Principio de
temprano para el examen, sera a la primera hora para gue lleguen pronto. interacciéon

Figura 10.45. Fragmento de tabla de relatos (Anexo D).

10.2 ANALISIS CUALITATIVO

En los renglones del 16 al 27 se observa que los alumnos tienen problemas para
resolver, los ejercicios introductorios, duran mucho tiempo en entender el

problema.

Del renglén 30 al 33 se observan los errores que cometieron algunos alumnos al
observar que no coinciden los resultados del ejercicio, en el 32 también se
observa el problema de qué los alumnos no poden explicar la idea completa del
ejercicio.

Del 34 al 40, se indaga sobre los tipos de errores para que los alumnos se den
cuenta y corrijan, ahi es cuando aparece el salto de nivel cuando ellos se dan
cuenta de que se equivocaron, pero también desde el renglon 16 y hasta el 40, se
muestra la falta de practica en el uso de las operaciones basicas (sumar, resta,

multiplicar y dividir).
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Es de notarse que el principio de interaccidn es el que mas se presentd durante la
primera sesion. Lo cual se puede considerar favorable, posiblemente es el
principio para conectar y llevaran a cabo procesos de interconexion, de
reinvencion; permitiendo la participacion activa de los alumnos, en consecuencia
el reconocimiento de niveles en el ordenamiento del fenébmeno y de su aplicacion,

con el principio de realidad.

Después del regldon 40 se observan problemas para trabajar en equipo, se desvian
facilmente de la actividad (ejemplos renglén: 55, 70, 84, 85y 88), para evitar la
distraccion la maestra tiene que intervenir. Toda esta sesién trata de trabajo en
equipo y los alumnos son los que tienen que redactar enunciados con sus propias
vivencias para utilizarlos en la elaboracion de las secuencias didactica, esta
actividad es interrumpida debido al tiempo consumido dejando pendiente algunos

enunciados que no fueron claros.

Después del renglon 334 se re-direcciona la sesién, ahora se indaga sobre los
conocimientos previos que tienen los alumnos sobre fendmenos naturales, en los
renglones 350-365 se intuye que los alumnos no tienen la ideas fortalecidas y
dejan a medias sus preguntas o afirmaciones, asi como en los renglones de los

400's esta actividad servira para comenzar la segunda sesion.

En la segunda sesion después del renglon 502, se retoma la idea de indagar
fendmenos naturales. Se pretende que ahora vayan combinando con el tiempo,
después de renglén 510 también se observan ideas vagas de algunos fenémenos,
aunque se logra aterrizar con fendmenos de crecimiento de milpas y estaturas
(renglones: 526, 541, 558, etc.) y crecimiento de poblaciones (conejos, gallinas,

humanos) renglones: 593, 631, 649.

La actividad principal de esta sesion fue elaborar secuencias de los fendmenos de
crecimiento y resolverlos, estas actividades las realizaron de forma individual,
grupal y en equipo. Cuando trabajaban en equipo surgian muchos debates, casi

de cualquier tema (renglones 593-632, 631-649, etc.).
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Después del renglén 775 cuando pasan a resolver los ejercicios en el pizarron se
observan errores de operaciones basicas, pero ya menos de las que se revisaron
en la primera sesion, ahora se observaron mas errores de dedo que de fondo,

recordar que estos ejercicios fueron resueltos en equipo.

En la tercera sesion, después del renglon 779 se analizaron las secuencias que se
estuvieron realizando durante los dos sesiones anteriores y se incorporaron
elementos claves como las variables, etc. elementos para llegar al concepto de
funcion. Los ejercicios que trataron sobre el plano cartesiano o elaboracion de
tabla de datos no se detectaron problemas de fondo renglones 814, ...Donde si se
notaron dificultades fue al tratar de elaborar expresiones algebraicas a partir de los
enunciados aunque esta actividad se comenz6 desde la primera sesion (renglén
845).

En los ejercicios de relaciébn tampoco se observaron problemas, en los ejercicios
qgue ellos ya habian resuelto, se les pidié6 que identificaran la relacion entre las
variables (renglén 925). Donde volvieron a observarse problemas fue cuando se
les pidi6 que revisaran sus ejemplos y respondieran si eran o no funciones. Otra
dificultad identificada es que les cuesta trabajo hacer el cambio de forma de una
expresion algebraica a un enunciado o a una tabla de datos. Sin embargo, cuando
trabajan cada elemento por separado si lo hacen de manera competente, por
ejemplo graficar, elaborar tablas de datos, incluso después de varios intentos
logran obtener las expresiones algebraicas (renglones 935-968).

Después del Renglon 977 se observa que algunos alumnos logran formar un
objeto mental robusto del concepto y lo pueden identificar en sus diferentes formas
renglones 978-982.

En el renglon 984 se pueden observar los errores que cometen los alumnos al no
tener practica, pero con un poco de ayuda logran el objetivo de poder identificar
las funciones en diferentes contextos. Esto Ultimo también esta de acuerdo a los

resultados cuantitativos de las evaluaciones del tema.
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10.3 DESCRIPCION CUANTITATIVA

Con la hipétesis preliminar de los resultados del diagndéstico inicial, que los
alumnos de la Terminal en Tecnologias Alternativas obtienen mejores resultados,
se procedi6 a analizar las puntuaciones de los 10 reactivos que forman el
instrumento de evaluacion sobre el objeto mental "funcion” a los alumnos de
nuevo ingreso y los alumnos de tercer semestre de la carrera en Desarrollo

Sustentable y terminal en Tecnologias Alternativas.

Los resultados de los diez reactivos en todos los afios fueron muy pobres, lo cual
puede atribuirse a que muchos de los alumnos en la UIIM provienen de diferentes
bachilleratos y con intenciones de ingresar a las licenciaturas de ciencias sociales
y humanidades, por lo cual sus bachilleratos no contemplan materias de
matematicas. Aunque de acuerdo a los planes de estudio de secundaria y
bachillerato, todos los alumnos que presentaron el diagnostico tienen nociones

sobre el concepto.

Al hacer la comparacion de los grupos de alumnos de nuevo ingreso con los de
tercer semestre, se evidencia que los alumnos de tercer semestre superan a sus
comparferos de nuevo ingreso, como se muestra en la Tabla 7.3.2. Sin embargo
ambos promedios son muy bajos. Cabe sefalar que los grupos de tercer semestre

son pequefios comparados con los de nuevo ingreso.

Taba 10.1 Promedios de la evaluacion sobre el concepto de funcion 2013

Promedio (Antes de la intervencion)

Afio
De nuevo ingreso De la Terminal en Tecnologias
Alternativas
2013 1.9. 4.3

El modelo de ensefianza de aprendizaje sobre la funcidbn que se presentd en

unidades anteriores comenzo a implementarse en el afio 2013, y el modelo fue
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modificAndose afio con afio finalizando con la intervencion en los grupos de tercer
semestre de la licenciatura en Desarrollo Sustentable y Terminal en Tecnologias
Alternativas. Los grupos que recibieron las intervenciones del modelo fueron
pequefios; cuatro alumnos en el afio 2013, ocho en el 2014 y nueve en 2015. Las
intervenciones se evaluaron con los reactivos seleccionados para el diagndstico
del concepto funcién, recordando que los resultados de estos reactivos en el
diagnéstico inicial fueron bajos, tanto para los alumnos de nuevo ingreso como
para los alumnos de la licenciatura en Desarrollo Sustentable y Terminal en

tecnologias Alternativas.

Los promedios generales después de implementar el modelo mejoraron. Para re-
elaborar el material de la segunda intervencion, se realiz6 un andlisis de los
resultados obtenidos en la secuencia didactica que se implementd con
anticipacion, modificando asi la siguiente secuencia y también se procedi6 para la
tercera intervencion, los cambios constan de diferentes actividades y diferente
forma de organizar la secuencia pero mismos objetivos. Los cambios que se
hicieron, fueron relacionados con problemas de las investigaciones que se
encontraron referentes a dificultades del aprendizaje de la funcion, los cambios
tomando obedecen a algunas de las recomendaciones que se encontraron. En la
Tabla 7.3.3. Se muestra como el promedio mejord después de las intervenciones

del modelo.

Tabla 10.2 Promedios del instrumento de evaluacion de funcién una vez aplicado el
modelo.

Afo de intervencién Alumnos de la Terminal en Tecnologias Alternativas

Promedio (Después de la intervencién)

2013 6.75
2014 7.25
2015 8.25
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En el afio 2015 se implementd nuevamente el modelo, previamente modificado por
el comité tutorial, la intervencidn fue monitoreada por medio visual con la intencion
de observar el proceso desde otro punto de vista, para la evaluaciéon y

modificacién del mismo.

10.4 ANALISIS CUANTITATIVO

El componente de actuacion de los alumnos de la UIIM incluye el conocimiento
sobre las posibles dificultades sobre el concepto de funcion de las cuales se
obtuvo un primer acercamiento a través del analisis del diagnéstico inicial. El
analisis consinti6 en revisar los resultados de 169 diagndsticos iniciales, que
presentaron alumnos de tronco comun de diferentes ciclos escolares. Una vez
revisado los resultados generales se analizaron los resultados de cada uno de los

diez reactivos que formaron el diagnéstico sobre la funcion, de los cuales:

Sodlo el 14% resolvieron correctamente el ejercicio #1, 39% el ejercicio #2, 55% el
ejercicio #3, 6% el ejercicio #4, 30% el ejercicio #5, 13% el ejercicio #6, 9% el
ejercicio #7, 8% el ejercicio #8, 10% el ejercicio #9 y 7% el ejercicio #10. Esto es,
la mayoria de los alumnos que resolvieron estos diagndsticos no solamente no

aprobaron el diagnostico sobre la funcién sino que los resultados son pobres.

En la grafica de la figura 5.3.1, se muestra el porcentaje de respuestas correctas
de cada uno de los ejercicios que forman el diagnéstico sobre funcién, el cual se
aplicé dnicamente a los alumnos de tercer semestre de la licenciatura en
desarrollo sustentable (afio 2013) y se comparan con los resultados analizados
con anterioridad. Recordar que los reactivos o ejercicios del diagnostico sobre la

funcion se encuentran en el diagndstico inicial de donde se obtuvo la informacién.

En la grafica de frecuencias de la figura 10.3.1, se puede observar que las
respuestas correctas de los diez reactivos que integran el diagndstico fueron muy
pobres tanto para para los alumnos de nuevo ingreso , como para los alumnos del
tercer semestre de la licenciatura en Desarrollo Sustentable con terminal en

Tecnologias alternativas (afilo 2013), pero que el porcentaje es relativamente
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mayor, sin embargo se observa que varios reactivos no fueron contestados por

unos y otros alumnos.

Porcentajes de respuestas correctas

120 -

100 i ﬁ—l—- (:-

#35em.T. A.
30

60

40

20

% RESPUEStHS correrrectas

1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10 11

Nimero de reactivo

Figura 10.3.1. Porcentaje de respuestas correctas sobre los reactivos del diagnéstico de funcién. T.
C. es la etiqueta para alumnos de Tronco Comun, 3 Sem. T. A. para alumnos de tercer semestre
de la licenciatura en desarrollo sustentable.

Los promedios de 38 y 19 en escala de cien son demasiado bajos, aunque se
observe una tendencia positiva para alumnos de tercer semestre. Las
calificaciones aprobatorias con escala de 0 a 10 es 6, y los valores redondeados

alcanzados en esté instrumento son de 2 y 4, es decir valores insuficientes.

La Tabla 10.3. muestra las diferencias de porcentajes de los resultados entre
alumnos de la licenciatura en Desarrollo Sustentable con los de Tronco Comun y
la relacién del contenido del reactivo con el concepto de funcién de acuerdo con el

componente formal.
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Tabla 10.3. Evaluacién de reactivos utilizados para el componente de actuacion

Porcentaje de

Relacion con el concepto de

# de respuestas correctas
_ funcién o categoria de la Tabla
Reactivos 3 Semestre
T.C. 3.3.1
T. A.
1 14% 70 % La funcién como... y diferentes formas de
0 0 funcion. d y e.
2 40% 100 % dye.
3 56% 100 % dye.
4 0 o Cambio crecimiento, variables
6% 20 % dependientes e independientes. a, b, cyj
S 31% 70 % a,b,cyj
6 14% 20 % Tablas y gréaficas. gy h
7 9% 20 % gyh
8 8% 0% a,b,c
9 10% 0% a,bcyj
10 7% 0% a,b,cyj
Categoria Términos
a) Variables
b) Dependencia o conexién
C) Variables independientes y dependientes
d) La funciéon como...
e) Las funciones en diferentes formas
f) Las funciones vistas como funcionales, operadores.
0) Tablas
h) Gréficas

i)

Conexion factual
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)] Pardmetros y conexiones formales

K) Funciones matematicas, con nombre propio
)] Significado y uso de la funcion
m) Notacién

En cuanto al instrumento de evaluacion de la funcién, se observé una mayor
puntuacion, en los alumnos que recibieron el material del modelo de
enseflanza de aprendizaje. Se puede considerar significativo porque en

promedio la calificacion aumentd considerablemente.

Para los alumnos a quienes se les aplicé tanto el diagndstico inicial, como el
instrumento de evaluacion del tema de funcion, en el reactivo #5 (que trata
sobre calcular el mayor numero de vasos de 90 ml que pueden llenarse con un
litro de jugo) la puntuacion disminuyé en la segunda generacion a la que se le
aplicé el modelo. De la revision al instrumento escrito se observé que muchos
estudiantes no realizaron céalculos y en las entrevistas explicaron que no
realizaron cuentas escritas porque estaban facil de responder. En este
reactivo la tendencia fue a usar la regla de tres y los que no hicieron cuentas
dijeron "lo hicimos de memoria". Aunque la diferencia en puntuaciones no es

significativa, si implica falta de concentracion.

Las actitudes de los alumnos hacia el instrumento fueron diferentes para
aquellos a quienes se les aplicé el modelo y para los que no. A los alumnos
que no recibieron el modelo se les hizo interesante y discutian los problemas
después de la aplicacion y tenian el animo de que se le aplicaran mas
instrumentos de este tipo. Los estudiantes que recibieron el modelo se pueden
clasificar en dos: los que siempre estan atentos y los que parece que no estan
interesados. Los atentos siempre quieren mejorar y siempre estan a la
vanguardia, tienen mucha disposicion. El otro grupo quiere hacer lo minimo y

no son cooperadores; para las entrevistas, que se hicieron después del curso,
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sblo los alumnos entusiastas participaron y mientras que los otros no

respondieron al llamado de entrevistas.
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PARTE IV: CONCLUSION
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CAPITULO 11: CONCLUSIONES

Una vez que se llevaron a cabo las intervenciones, con el modelo de ensefianza
del concepto de funcién, con la metodologia propuesta y analizaron los resultados
obtenidos, se pueden apoyar los supuestos tedricos con las que se inici6 este
trabajo, concluyendo asi, que el modelo que se planteo fue exitoso. Y que elaborar
secuencias didacticas entre alumnos y profesor, en el marco de la teoria de la
Educacion Matematica Realista ofrece un ambiente de confianza, favoreciendo la
posibilidad de una mejor comprensién del concepto de funcion, como lo indican los
resultados de los instrumentos analizados que resolvieron los alumnos de de la
UIIM de la licenciatura de Desarrollo Sustentable con Terminal de Tecnologias
Alternativas. Ademas de la conclusion principal anterior, también se concluye que
la revision bibliografica sobre el concepto de funcion es fundamental debido a que
la concepcion de la funcidén es un pilar para el desarrollo del célculo, lo que hace
necesario desarrollar otros temas del curriculo bajo una revisibn mas general del
eje de formacion disciplinar de la Terminal en Tecnologias Alternativas y mejorar
de esta forma todos los programas curriculares de mateméticas que se encuentran

en el plan curricular.

Respecto a la revision de libros de textos; las conclusiones que se pueden
enunciar son: algunos autores de los libros analizados mencionan la importancia
del concepto de funcién, sin embargo no se detienen en su estudio y no hacen
suficiente hincapié en los conceptos de variacién, dependencia e independencia y
otros. Otra conclusion fue que los contenidos analizados no favorecen la
recreacion histérica del concepto si no que presuponen que los conocimientos
previos al de funcion estan sélidamente construidos en los estudiantes que inician
sus carreras profesionales y se pasa de manera breve sobre el concepto de
funcién para iniciar los siguientes temas del calculo, confirmando que algunas de
las dificultades detectadas por otros autores, son semejantes a las provenientes

del analisis fenomenoldgico.
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También se concluye que el concepto u objeto mental "funcion” es muy extenso, y
el desarrollo del tema tiene que contemplar los objetivos y el contexto donde se
implemente, para este caso particular se necesitan bases de algebra y geometria
analitica. De la experiencia obtenida durante el desarrollo de esta investigacion se
confirmd lo expuesto por Sierpinska (1992) y Sfard (1989), donde se reporta que
los libros de texto utilizados en las universidades, ofrecen diferentes versiones del
concepto de funcion y esto puede confundir a los alumnos, lo que puede favorecer

De los libros de texto que se revisaron se encontré uno que maneja un modelo de
ensefianza en la primera unidad "Introduccion”, parecido al que se propuso en
este trabajo aunque muy compacto, sélo que este libro por lo general se encuentra
en bibliografia de programas para ciencias exactas y de posgrado, es el libro de
Introduccion al Célculo y al Analisis Matematico de Courant y John (1999). La
mayoria de modelos de ensefianza de referencia, no toman en consideracion la
situacion real de los alumnos ni las dificultades cognitivas que ellos enfrentan

cuando estudian estos temas.

En cualquier caso, como en toda investigacibn matematica, el analisis que se
realiz6 sobre el concepto u objeto mental "funcidon" surge de la necesidad de
encontrar nuevas técnicas para abordar una serie de problemas que los métodos
tradicionales no han podido resolver, pero a la vez también se observé que la
definicion formal que tiene, por ser una construccién propia de las matematicas no
es apropiada para un curso de introduccion a las matematicas ya que es necesario
de conceptos previos, que muchas veces o en la mayoria de los casos los

alumnos no cuentan con ellos.

Otra de las observaciones importantes de la investigacion aqui presentada es que
en la mayoria de la bibliografia recomendada para el estudiar la funcién los
autores utilizan la definicion mas actual, la cual unifica en un concepto abstracto
y, aunque la definicion esta perfectamente desarrollada y metodolégicamente
organizada, hace que didacticamente no sea lo mas apropiado para estudiantes

gue estan incursionando en el tema
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ANEXO A. DIAGNOSTICO INICIAL

MINKEQUARY KANGARANI UNIVERSIDAD INTERCULTURAL INDIGENA DE MICHOACAN

PRUEBA DE DIAGNOSTICO
HABILIDADES Y CONOCIMIENTOS DE
MATEMATICAS

aQ
2
=
=z
<
=4

IPRAGHZN VY

NiJ NIMEA PAN LAXIMATILISLI

dlIM

CUADERNO DE EJERCICIOS

[. INSTRUCCIONES

Antes de empezar a contestar el diagnéstico, lee con cuidado las siguientes

indicaciones:

1. Estas paginas te serviran Unicamente para leer las preguntas correspondientes a la
prueba porlo que se te solicita que no hagas anotaciones ni marcas en él.

2. Las preguntas contienen cinco opciones de respuesta, indicadas con las letras A, B, C,
Dy E, siendo UNICAMENTE UNA DE ELLAS LA RESPUESTA CORRECTA.

3. Registrar tu respuesta en la HOJA DE RESPUESTAS que contiene una serie
progresiva de niameros. Cada namero corresponde al nUmero de cada pregunta de
estas paginas, asegurate de que el nUmero de pregunta y de respuesta coincidan.

4. Leer cuidadosamente cada pregunta y elegir la respuesta que consideres correcta.

5. Al contestar cada pregunta, deberas rellenar SOLAMENTE UNO DE LOS OVALOS, ya
que marcar mas de uno invalida tu respuesta. No marques hasta que estés seguro
de tu respuesta.

6. NO CONTESTES LAS PREGUNTAS AL AZAR, si no sabes cual es la respuesta
correcta a alguna pregunta, es preferible que no la marques en la hoja de
respuestas.

7. Si deseas cambiar de respuesta, puedes hacerlo pero asegurandote de borrar
completamente la marca que deseas cancelar, sin maltratar la hoja de respuestas.

EJEMPLO

24.  Un eneagono es un poligono formado por:
A) Nueve lados B) Oncelados C)Docelados D) Trecelados E) Quince lados

En este caso, la opci@n correcta es la A); por lo tanto, DEBERAS LOCALIZAR en la HOJA DE
RESPUESTAS EL NUMERO QUE CORRESPONDA a la pregunta que leiste y, con tu lapiz,
DEBERAS RELLENAR COMPLETAMENTE el 6valo correspondiente a la letra de la opcién que

z2rBOOE
23BC0E
Z0BEORE
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Habilidad Matematica

1. Observe las siguientes sucesiones:
4,8, 16, 32,...
9, 27,81, 243, ...
16, 64, 256, 1024,...

¢ Cual sucesion sigue?

A) 81, 486, 2916, 17496, ... B) 25, 125, 625, 3125... C) 25, 73, 121,169, ...
D) 81, 129, 177, 225, ... E) 25, 50, 75, 100, ...

2. ¢ Cual es el numero de la sucesién que se encuentra en la posicién 17?

Posicion 112 |3 |4 5 I v

NUmero 1|5 |8 |13 |17 |.. |?

A) 45 B) 65 C)21 D) 57 E) 69

3. ¢Cual es el numero de la sucesién que se encuentra en la posicién 137

Posicién 1 2 3 4 .. |13
Ndmero 1 1 1 1 ?
3 5 7 9
1 1 1 1 1
A) 13 B) 27 C) 19 D) 21 E) 25

4. ¢ Como puede calcularse el nimero que sigue en la sucesién 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, ...?

A) La suma de los dos anteriores B) Sumando dos veces el anterior a cinco
C) La suma de todos los anteriores D) Restando 18 al triple del anterior =~ E) Sumando 8 al
anterior

1. Enlasucesiono,1,0,1,0,1,..
¢ Cuantos unos hay antes de la posicion 35?

A) 20 B) 34 C) 17 D) 19 E) 25
6. ¢, Cuantos nueves hay en el nUmero que esta en la posicion 12 de la secuencia: 7, 73, 739, 7393,
73939, 739393, ...?

A) 9 nueves B) 7 nueves C) 2 nueves D) 5 nueves E) 3 nueves

7. ¢, Cudl es el resultado de la expresidn que sigue en la secuencia?

4x1 —1=3

4x3 — 2=10
4x10 — 3=37
4x37 — 4=144
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A) 140 B) 576 C)571 D) 15

2. ¢Cudl es la figura que sigue en la secuencia?

3.

10. Con base a las siguientes relaciones numéricas:
1=1
1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16

¢ Cudl es el resultado del siguiente renglén?
A) 24 B) 25 C)21 D) 21
11. Con base a las siguientes relaciones numéricas:
1+2=3
4+5+6=7+8
9+10+11+12=13+ 14+ 15

¢ Cual es el miembro izquierdo del siguiente renglén?

E) 20
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A) 15+16+17+18+19

B) 16+17+18+19+20
15+16+17+18+19+20

C) 16+17+18+19
E) 10+11+12+13+14

D)

12. La tabla siguiente muestra la distribucién en porcentajes de los votos recibidos por cada uno

de los candidatos en una eleccion:

Candidato Porcentaje de votos
Juan 55%
'Pedro 20%
Julio 12%
Octavio 8%
Ramén 5%

¢Cual dc las siguicntes grificas parcce mostrar la misma informacién quc la tabla?

A) B)

Qetavig

C)

Ramer
Remén ol

Octtave

Julie

Padre

D)

Ramos

Octave

Jule

Padro

E)
Ramon

Junn Octavio

Pedro

Pesro

13. El reloj de la sefiora Elvira se atrasa 14 minutos al dia ¢Cuanto tiempo se atrasara en 12

minutos?

A) 11 segundos B) 10 segundos C) 9 segundos D)

8 segundos E) 7 segundos

14. Don Juan es comerciante en café, hace una mezcla; pone 8 kilogramos de café de primera
clase, por cada 2 kilogramos de café de segunda clase ¢ Cuéantos kilogramos de cada calidad
necesita para llenar un costal de 70 kilogramos de la mezcla que hizo?

A) 60 kg calidad de primera clase y 10 kg. calidad de segunda clase
B) 56 kg calidad de primera clase y 14 kg calidad de segunda clase

C) 50 kg calidad de primera clase y 20 kg. calidad de segunda clase
D) 46 kg calidad de primera clase y 24 kg. calidad de segunda clase
E) 40 kg calidad de primera clase y 30 kg. calidad de segunda clase
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DC_14
15. En la figura AB ™~ 13 ¢Cuantas veces cabe el tridngulo rectangulo ADE en el rectangulo

AECB.

A) 28 A B
B) 26
C) 25
D) 24
E) 13 D E C

16. Dos automaviles parten al mismo tiempo de un punto en la misma direccién. Si la velocidad de
uno es 85 Km. por hora y la del otro 100 Km. ¢En cuantas horas se encontraran a una distancia
de 100km uno de otro?

2 2 2 2 2
A)8 — de horas B)7— de horas C)6— de horas D)5 de horas E)4d— de
3 3 3 3 3

horas

17. El centro de B esta sobre la circunferencia C y el centro de A esta sobre la circunferencia B.
Determine la razén entre el area de la region sombreada y el area no sombreada.

1 3 5 7 9 / \
A— B)— C-— D) — E) — A

13 713 “13 P13 Y13 \ »

'/

= 4
s =G

3
18. Un vaso contiene 120 cm® de agua. Si se coloca 2 de un cubo de hielo, su volumen aumenta

1
en g , Sise agregan 2.25 de cubos. ¢ Cuanto aumentara su volumen?

A) 47.5 cm® B) 45.0 cm?® C) 32.0 cm?® D) 24.0 cm?® E) 20.0 cm?®

PR

19. La figura muestra una semicircunferencia de radio OP=75. El segmento es tangente a
la semicircunferencia en el punto P . EI segmento RQ es paralelo al didmetro MN , mientras
que el segmento QA es perpendicular a dicho diametro. Dado que PR =50, encuentra la
longitud de RQ si se sabe que OA=45,
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A)

B)

C)

D)

E)

RQ=130
RQ=35
RQ= 40
RQ=50
RQ=55
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Contenidos de matematicas

1. ¢Cuéanto mide el cordel que sujeta la caja del regalo?

A) 45cm

C) 150cm ’j ' _] 10 cm
D) 190cm i i

E) 195cm L

20 cm
25cm

Martha quiere grabar la Sinfonia Nuevo Mundo de Dvorak en un CD de 74 minutos de

capacidad. El tiempo de duracién de cada movimiento de la sinfonia se muestra en la siguiente
tabla:

| Movimiento | Duracién
| 9 minutos y 4 scgundos

2 12 minutos v 9 scgundos
3 7 minutos y 43 scgundos
4

L1 minutos y 13 scgundos

¢ Cuanto espacio libre quedara en el CD?

A)39min.y9seg. B)34min.y51seg. C)33min.y51seg. D)38min.y9seg. E)37
min. y 9 seg.

La rueda delantera de una bicicleta tiene un perimetro de 150 cm y la trasera un perimetro de
180 cm. Cuando la bicicleta comienza a rodar, un rayo de cada rueda apunta hacia arriba.

¢, Qué distancia debera recorrer la bicicleta para que estos mismos rayos vuelvan a quedar
hacia arriba?

il

150cm 180 ¢m

A) 8 metros B) 10.5 metros C) 9 metros D) 12.3 metros E) 11 metros

4. La manecilla que marca las horas de un reloj mide 6 cm y la que marca los minutos mide 8 cm.

¢A qué distancia se encuentran los extremos de las manecillas cuando son las 9:00 horas en
punto?

A) 7cm B) 14 cm C)9cm D) 10 cm E) 12 cm

5. Al inicio de una semana, un cultivo contiene 5000 bacterias y al final de la semana hay un 10%

mas de bacterias. ¢ Cudntas bacterias habra al final de la segunda semana, si el crecimiento
semanal se mantiene al 10%?
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A) 6000 B) 5050 C) 5500 D) 6050 E) 6500

6. Un circulo cuyo radio mide 1 centimetro esta inscrito en un cuadrado. Si este cuadrado, a su
vez, esta inscrito en otro circulo, ¢cuanto mide el radio de este Ultimo circulo?

A) 2
B) /2
C)1
D) 3
E) 1.5

7. Un reloj despertador se adelanta 4 minutos cada hora. Si deseo despertarme el lunes a las 6 de
la mafiana y el domingo a las 10 de la noche pongo el despertador, ¢,en qué horario debo colocar
las manecillas para que me despierte a tiempo?

A) 9:32 B) 10:32 C) 10:28 D) 9:20 E) 9:28

4. Un reloj despertador se adelanta 3 minutos cada hora. Si el domingo a las 9 de la noche pongo
a tiempo mi reloj y deseo despertarme el lunes a las 7 de la mafiana, ¢qué hora tengo que
poner en la alarma para que me despierte a tiempo?

A) 7:30 B) 6:40 C) 6:30 D) 6:15 E) 7:10

5. Se aplicd una encuesta a 500 radioescuchas de una colonia, para detectar su preferencia
respecto a dos estaciones de radio: XEl y XEQ, obteniéndose los resultados siguientes:

330 escuchan XEI y

; RO L) 120 solamentc cscuchan XEQ | 150 cscuchan ambas cstacioncs
posiblemente también XEQ

¢ Cuantas personas escuchan solamente XEI?

A) 250 B) 210 C) 270 D) 180 E) 120

6. Enunatienda de ropa para dama se exhibe un letrero que dice:

OFERTA:

— Paguc uno y medio.
y liévese DOS

Si un chaleco cuesta $230.00, ¢ cuél el porcentaje de ahorro al adquirir dos chalecos?

A) 50 % B) 25% C) 20% D) 33 % E) 15%

7. Se emplea un tanque rectangular para almacenar agua. La base del tanque tiene un area de
144 metros cuadrados. Si el nivel de agua llega hasta 2.5 m, ¢cudl es el volumen de agua
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almacenado en este tanque?

A) 360 m3 B) 57.6 m3 C) 30 m3 D) 288.5 m3 E) 900 m3

8. ¢Cual es el mayor numero de vasos de 90 ml que pueden llenarse con un litro de jugo?

A) 9 vasos B) 12 vasos C) 11 vasos D) 10vasos E) 15 vasos

13. La tabla siguiente muestra las puntuaciones obtenidas por los participantes en un juego de golf:

Jugador Puntuacion
Luis -3
Rafacl +5
Enriquc -7
Carlos 0
Erncsto +
¢ Cudl lista muestra los resultados ordenados de mayor a menor?
A)-7,+5,+4,-3,0 B) -7, +4,-3,0, +5
C) +5, +4, 0, -3, -7 D) -7,-3,0, +4, +5 E) O, -3, +4, +5, -7

9. Una caja de 780 gramos tiene galletas de 3 sabores diferentes: las galletas de chocolate pesan
9 gramos cada una; las de canela pesan 10 gramos cada una y las de vainilla 7 gramos cada
una. Si hay el mismo nimero de galletas de cada sabor, ¢ cuantas galletas tiene la caja?

A) 90 galletas B) 66 galletas C) 60 galletas D) 72 galletas E) 75
galletas

10. En una carrera de relevos, cada miembro del equipo corrié 1500 metros. Los tiempos
individuales fueron 1.39 minutos, 1.37 minutos, 1.31 minutos y 1.33 minutos. ¢En promedio,
cuanto tiempo tardan los cuatro integrantes del equipo en recorrer cinco kilémetros en relevos?

A) 4.50 minutos  B) 5.40 minutos  C) 4.70 minutos D) 5.25 minutos  E) 4.95 minutos

16. ¢, Cual lista muestra los nimeros :, 2, gy ordenados de menor a mayor?
p2AS o224 452 254 542
358 8 35 583 385 853

17. De una placa circular de metal, se va a hacer una tuerca hexagonal cortando sectores
circulares como se muestra en la figura. Si el diametro de las placas es de 12 mm., ¢Cuanto
medira cada lado de la tuerca?
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A) 6 2 mm. 7/
B) 6 mm.
C) 27 mm. 4
D) 32 mm.

E) 2 3 mm.

3 e

18. El diametro de una rueda de bicicleta mide aproximadamente 70 cm. Estima el nUmero de
vueltas que da la rueda en un recorrido de 5 km.
A) 2800 B) 2300 C) 2000

D) 1900 E) 3000

19. José quiere construir una casa en un terreno desnivelado. Para asegurar que el piso de la casa
quede horizontal, necesita colocar un soporte vertical en uno de los lados de la casa. Si el terreno
mide 12 metros de frente y su inclinacién con respecto a la horizontal 21°, ¢aproximadamente,
cuanto medira el frente de la casa?

o il P

A) 12.5 metros

B) 9.7 metros
C) 11.2 metros

o 1 o ]

~

~y
=

|
J i

A - Ama - 2
= =

D) 13.4 metros J \ | L=l J‘ \ H
E) 10.8 metros ‘ L

20. Dada la gréfica siguiente, ¢cual es la ecuacién que le corresponde?

A) y=>x —4x+3 1Y
B) y=2x
Cy=—x+1
D) y=-x-5
X
E) y=x-4

21. Un par de zapatos de caballero cuesta $450.00 y un par de zapatos de dama cuesta $600.00.
Diga cual de las afirmaciones siguientes es correcta.

A)  Los zapatos de dama son mas baratos que los zapatos de caballero.

B) 7 pares de zapatos de caballero cuestan mas que 6 pares de zapatos de dama.
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C) 12 pares de zapatos de caballero no cuestan tanto como 9 pares de zapatos de dama.
D) 13 pares de zapatos de caballero cuestan menos que 9 pares de zapatos de dama.

E) 6 pares de zapatos de dama cuestan mas que 7 pares de zapatos de caballero.

22. Dos corredores inician en el mismo lugar de un 6valo de 400 metros en sentido contrario. El
primero lleva una velocidad de 300 metros por minuto y el segundo 500 metros por minuto.
¢ Cuantos metros ha recorrido el primer corredor cuando se encuentra por quinta ocasion con
el segundo corredor?

A) 800 metros  B) 750 metros C) 500 metros D) 450 metros E) 300 metros

1. Debido al éxito obtenido del salén de fiestas “La Plaza”, el propietario ha decidido
agrandarlo para que su area se triplique. Para lograr esto, el lado largo, que actualmente
mide 9m mas que el ancho, se incrementara en 15m, mientras que el lado ancho se
incrementara con 14m mas. ¢, Cuales son las dimensiones actuales de dicho salon?

A) 16y 25 metros
B) 18 y 28 metros
C) 19y 29 metros
D) 30 y 60 metros
E) 31y 61 metros PN

X

+—>

24. Un terreno de forma triangular tiene dos lados iguales que miden x y el tercer lado mide 2y.
¢, Qué expresion nos da el area A de este terreno?

A) A = \/W } f_,.f' \,\.

B) A= x"+2y’ f_f"r \
/ \

C) A= yx/xz _y? X_,-’f. ‘x_\‘. X

D) A= \ X2y _ y3 ._,."'Jr \‘."-__‘.l‘
/ \
E) A: \ 2X2 _ yZ L by
2y

25. En un grupo de 25 alumnos pesan 86 kilogramos en promedio. Se sabe en que 12 personas
del grupo pesan en promedio 75 kilogramos cada una. Del grupo de los 13 alumnos restantes,
¢ Cuanto pesa en promedio cada uno?

A)85.15 kilogramos B)86.15 kilogramos C)90.15 kilogramos D)95.15 kilogramos E)96.15

kilogramos

26. Un investigador encuentra que una planta de maiz crece entre la sexta y la doceava semana
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después de sembrada segun la expresion Y= 2X%— 10 x+40 donde x representa el tiempo
transcurrido después de la siembra en semanas mientras que y es la altura de la planta en
centimetros. ¢ Qué tanto crecio la planta en esas seis semanas?

A) 52cms B) 104cms C) 156cms D) 186cms E) 208 cms

27. Para un hexagono regular se cumple que cualquiera de sus lados mide lo mismo que el radio
de la circunferencia en la que esta inscrito. La figura muestra un hexagono regular inscrito en
una circunferencia de radio R=4. Calcula el area del triangulo ABC si su base AB es uno de los

lados del hexagono y el vértice C es el punto medio del lado opuesto.

A A=4
B) A=4.3
C) A=8
D) A=6./3
E)y A=8./3

28. Paulo tiene $ 2500.00 y lo incrementa 20%. De la cantidad obtenida paga un 20%. ¢ Qué
cantidad es la que tiene actualmente Paulo?

A) 3,100.00 B) 3,000.00 C) 2,600.00 D) 2,400.00 E) 2,000.00

3
29. Calcular la ganancia obtenida por un comerciante que vendié x2 camisas a X pesos por
1
camisa, si el precio de compra fue de x? pesos por camisa.

5 5 5 7 7
A x?-x? B) x24x?  C) x2-2x2 D) x>-x3 E) x*+x°
30. En la figura, AC y BD son perpendiculares y se cruzan en el centro de la circunferencia.

Encuentra el area del cuadrilatero ABCD si se sabe que el radio de la circunferencia es r=8.

A)
B)
C)
D)
E)

A=32
A=64
A=128
A=256
A=320
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31. En la figura, el punto Q esta sobre la circunferencia centrada en O y radio 8. PQ=5 y es

tangente a la circunferencia en Q. Si PRes perpendicular a OP . ¢ Cuanto mide OQR?

A)  5/28 P -
B) 8/25 N i
C) 25/28 2

g o 8 iQ R
D) 25/8 i ;

E) 18/5 1

l’
Ay
N
~
\.
-
A
o (o]

.
---------
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1. ¢ Cual es el numero de la sucesion que se encuentra en la posicion 17?

Posicién 1 2 3 4 5 T 4
NUmero 1 5 8 13 17 .. ?
A) 45 B) 65 C)21 D) 57 E) 69

2. ¢ Cudl es el nimero de la sucesion que se encuentra en la posicion 13?

Posicion 1 2 3 4 .. 13
NUmero 1 1 1 1 ?
3 5 7 9
1 1 1 1 1
A) 13 B) 27 C) 19 D) 21 E) 25

3. ¢ Como puede calcularse el nimero que sigue en la sucesion 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21,...7
A) La suma de los dos anteriores B) Sumando dos veces el anterior a cinco
C) La suma de todos los anteriores D) Restando 18 al triple del anterior

E) Sumando 8 al anterior.

4. Al inicio de una semana, un cultivo contiene 5000 bacterias y al final de la semana hay
un 10% mas de bacterias. ¢ Cuantas bacterias habra al final de la segunda semana, si el
crecimiento semanal se mantiene al 10%?

A) 6000 B) 5050 C) 5500 D) 6050 E) 6500

5. ¢, Cudl es el mayor numero de vasos de 90 ml que pueden llenarse con un litro de jugo?

A) 9 vasos B) 12 vasos C) 11 vasos D) 10 vasos E) 15 vasos

6. Dada la gréfica siguiente, ¢ cudl es la ecuacion que le corresponde?

X

N

A) y=x-4x+3 B) y=2x C)y=-x+1 D) y=-x-5 E) y=x-4
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7. Dos corredores inician en el mismo lugar de un évalo de 400 metros en sentido
contrario. El primero lleva una velocidad de 300 metros por minuto y el segundo 500
metros por minuto. ¢ Cuantos metros ha recorrido el primer corredor cuando se encuentra
por quinta ocasién con el segundo corredor?

A) 800 metros  B) 750 metros C) 500 metros D) 450 metros E) 300 metros

8. Un terreno de forma triangular tiene dos lados iguales que miden x y el tercer

lado mide 2y. ¢ Qué expresion nos da el area A de este terreno?
A) A= [xy
B) A= /x*+2y°

X X
C) A=y x -y’
D A= [xy-y?

) Xy -y 2

E) A= [2x* —y?

9. Un investigador encuentra que una planta de maiz crece entre la sexta y la doceava

semana después de sembrada segun la expresion y:2x2— 10x+40 donde x representa
el tiempo transcurrido después de la siembra en semanas mientras que y es la altura de la
planta en centimetros. ¢ Qué tanto crecié la planta en esas seis semanas?

A) 52cms B) 104cms C) 156 cms D) 186 cms E) 208 cms

3
10. Calcular la ganancia obtenida por un comerciante que vendié X2 camisas a X pesos

1

por camisa, si el precio de compra fue de x? pesos por camisa.

5 5 5 7 7
A) x?=x2 B) x2+x? C) x?-2x> D) x?-x3 E) x?+x8
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LA FUNCION

Introduccion
Simbolos
NUumeros
Conjuntos
Plano cartesiano
Graficas
Ecuaciones
Incégnitas, variables
Formas y ecuaciones geomeétricas
Relaciones
Variables dependientes e independientes
Dominio y contradominio
Parametros y series infinitas
Definicion de funcién
Notacion

1.1Introduccién

El concepto de funcidn es muy importante y utilizado en mateméticas, es un concepto
que se fue construyendo a través del tiempo y al cual han contribuido muchas personas
brillantes, al ir aportando elementos conforme ha avanzado la humanidad para que asi el
concepto sea hoy en dia un concepto preciso y constante.

Antes de dar la definiciobn formal del concepto de funcion comencemos por decir que
todos los fendbmenos que se observan en la vida cotidiana pueden relacionarse con las
matematicas, al momento de relacionar un objeto con otro, una idea con otra, etc. Por
ejemplo:

Un nifio aumenta su estatura de acuerdo a su edad.

El precio del kilo de tortillas aumenta el 2% anualmente.

La cosecha ha disminuido por causas climéaticas.
[‘ff!ﬂl‘fffffﬁﬁ‘(:\? EjeI’CiCiOS

Escribir 5 ejemplos parecidos a los del
ejemplo donde se vea la existencia de
dos ideas relacionadas.

Comentar los ejemplos en grupo.
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Desde tiempos antiguos, para poder comunicarnos y entendernos mejor, fue necesario
usar un mismo idioma, de igual forma surgieron las mateméaticas y, al mismo tiempo,
también nace lo que daria inicio a lo que hoy en dia se conoce con el nombre de funcion.
Surge en el momento en que fue necesario comunicarse la solucion de problemas
cotidianos. El origen del concepto ha estado siempre unido al estudio de los fenbmenos
sujetos a cambios.

1.1.1 Simbolos

Existen objetos y documentos antiguos en donde se encuentran los planteamientos a
problemas de su tiempo, de los planteamientos que se tiene conocimiento estan por
ejemplo las tablillas de barro que datan de afios 1900 a. C., en escritura con simbolos
que contienen ternas pitagoricas, el calendario babilonico donde, por ejemplo, se
observan figuras geométricas para medir la distancia de la tierra a los planetas.
También son conocidos los papiros egipcios como el de Moscu que data de 1850 a. C.,
la cultura griega aporté una gran parte de elementos que sin duda forman parte de las
propiedades de la funcibn y se encuentran escritos en el libro de los elementos de
Euclides.

Calendario Babil6nico

[dze
0 A R
B AL LA

B LYy 3t

NIV R
AR At

Papiro de Moscud. Papiro de Ahmes o Papiro Rhind.
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PEPALR G

BRODANG S
VA BITONT O o
L Aok Marwrihe sy Kol Ardoty
y etk 5

i , i
Fragmento de uno de los Papiros Los Elementos de Euclides, ilustracion

de Oxirrinco con unas lineas de medieval
Los elementos de Euclides.

mmrr"f""“g Ejercicios

Simbolo. EI concepto de simbolo (una palabra que deriva del latin
simbdélum) sirve para representar, de alguna manera, una idea que
puede percibirse a partir de los sentidos y que presenta rasgos
vinculados a una convencién aceptada a nivel social. ElI simbolo no
posee semejanzas ni un vinculo de contiglidad con su significado,
sino que solo entabla una relacién convencional.

1.2NUumeros

La nocién de numero es una de las mas fundamentales en matematicas. Su origen se
remonta a la antigliedad y a través de los siglos ha pasado por un proceso de extensiéon
y de generalizacion de los nimeros reales
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1
N Naturales Primos
7 FEnteros{ Compuestos
0 Cero
@@ Racionales < | Enteros negativos

E Reales<

Fracciones propias
C Complejos< Fraccionarios{ prop

Fracciones impropias

\

Algebraicos irracionales

Trascendentes

Irracionales{

| Imaginarios

Los nameros mas conocidos son los numeros naturales. Denotados mediante N, son
conceptualmente los mas simples y los que se usan para contar unidades discretas:
1,2,3.... Estos, junto con los numeros negativos: -1,-2,-3....., forman a los numeros
enteros, denotados mediante la letra Z. Los nUmeros negativos permiten representar
formalmente deudas, y permiten generalizar la resta de cualesquiera dos numeros
naturales.

Otro tipo de numeros son los numeros fraccionarios, y tanto cantidades inferiores a una
unidad, como numeros mixtos, los numeros fraccionarios pueden ser expresados
. , 235 .1 -2
siempre como cocientes de enteros —, ——,2=,—— ...
8310 7 9

FRACCIONARIOS

-
@ 15 8,0316316...
e | ;
0,84 2
3
4

5 9
10 17,324 3,292124....

A los numeros fraccionarios también se les llama numeros racionales, usualmente se
definen para que incluya tanto a los racionales positivos, como a los racionales negativos
y el cero.El conjunto de todos los nimeros fraccionarios es el conjunto de los niameros
racionales. Este conjunto de nimeros de designa como Q.

Pero existen otro tipo de niumeros que desde los antiguos griegos se conocen, nUmeros
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gue corresponden a relaciones geométricas (por ejemplo la diagonal de un cuadrado de
lado uno) son numeros no enteros que tampoco son racionales, usualmente estos
nameros se les llaman no racionales, equivalente a numero irracional {l}.

3.14159:..: - \/5

Cualquier namero irracional puede representarse como una sucesion de numeros
racionales.

Un numero real puede ser un namero racional o un namero irracional. Los numeros
racionales son aquellos que pueden expresarse como el cociente de dos numeros
enteros, tal como 3/4, -21/3, 5, 0, 1/2, mientras que los irracionales son todos los demas.
Los numeros racionales también pueden describirse como aquellos cuya representacion
decimal es eventualmente periddica, mientras que los irracionales tienen una expansion
decimal aperiédica:

Ejemplos

1/4 = 0,250000... Es un numero racional puesto que es periddico a partir del tercer
ndamero decimal.

5/7 = 0,7142857142857142857.... Es racional y tiene un periodo de longitud 6
(repite 714285).

37 +1
2

=456465591386194 es irracional y su expansion decimal es aperiddica.

A la union de todos los nameros racionales y los irracionales se les conoce como los
numeros reales {R}.
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Nij Real (+.-,0)
// umero nea \
[ Nimeros Racionales P ] = -
Q [ Niimero Irracionales ]
inconmensurables y no periddicos

— Fracciones
w3-2-1,012.3.... 2 32 5 V3 =1732...
7 78 3 7 =3.14159265...
‘ Decimales Periddicos
2.36  -0.0328 %:ﬂ.saz...

nmrrﬁff““% Ejercicio. Dibujar una recta numérica y
sefalar los diferentes tipos de niameros que
la forman.

Un numero, en ciencia, es una abstraccion que representa una cantidad o una
magnitud. En matematicas un nimero puede representar una cantidad métrica o mas
generalmente un elemento de un sistema numérico, asi los numeros complejos
usualmente no son interpretables como una cantidad o magnitud del mundo real sino
formas de representar objetos del mundo real, o un nimero ordinal representara un
orden de una serie.

Todos los numeros pueden ordenarse en una recta. De esta manera, podemos
determinar si un nimero es mayor o menor que otro, dependiendo del lugar que ocupa a
esta recta se le llama recta numérica.

(S I  — — — — — —)

o 1 2 3 4 5 &6 7 8

Un numero es menor, cuando esta ubicado a la izquierda de otro en la recta numérica, o
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sea, esta mas cerca del 0 y, decimos que es mayor, cuando se ubica a la derecha de
otro y esta mas alejado del cero.

Si miramos la recta anterior, podemos ver que el numero 2 esta ubicado a la izquierda
del numero 3 y ademas, estd mas cerca del cero, por lo tanto, decimos que el nimero 2
es menor que el numero 3.

De la misma manera, si miras nuevamente la recta, podras ver que el nimero 5 esta
ubicado a la derecha del nimero 4 y mas alejado del cero, por lo tanto cabe mencionar,
gue el numero 5 es mayor que el nimero 4.

¢, COmo simbolizamos si un numero es mayor o menor?

Utilizamos el simbolo <, para indicar que un nimero es menor que otro. Por ejemplo,
sabemos al mirar la recta numérica que el nUmero 3 es menor que el nimero 5y lo
representamos de la siguiente forma: 3 <5

Utilizamos el simbolo >, para indicar que un nimero es mayor que otro. Por ejemplo, el
namero 5 es mayor que el nimero 4, y lo representamos de la siguiente forma: 5 > 4

1.3Conjuntos
La palabra conjunto generalmente la asociamos con la idea de agrupar objetos, pero no
tienen que ser necesariamente cosas tangibles sino también pueden ser cosas que
existen solo en nuestro pensamiento como por ejemplo una idea, un sentimiento, una
letra etc. Un conjunto no es mas que la agrupacion de varios elementos que comparten
caracteristicas o rasgos similares.
Ejemplo: el conjunto de los colores del arcoiris es:

Al = {Rojo, Naranja, Amarillo, Verde, Azul, Afil, Violeta}
Los numeros pueden ser usados para la comprension de conjuntos y de la clasificacion
de estos. Con los nimeros naturales contamos los elementos de un conjunto (nimero
cardinal). O bien expresamos la posicion u orden que ocupa un elemento en un conjunto
(ordinal).
El conjunto de los numeros naturales esta formado por:

N={0,1,2, 3,4,5,6,7,8,09,..}

Por ejemplo, para los nimeros naturales, si se considera la propiedad de ser un
numero primo, el conjunto de los numeros primos es: P ={2,3,5,7, 11, 13, ...}

Del conjunto de numeros naturales se puede observar que:
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» La suma Yy el producto de dos niumeros naturales es otro namero
natural.
» La diferencia de dos numeros naturales no siempre es un numero
natural, s6lo ocurre cuando el minuendo es mayor que sustraendo.
» (5-3) Pertenece Conjunto de los nimeros naturales
* (3 -5) No pertenece Conjunto de los niumeros naturales
Un conjunto queda definido unicamente por sus miembros y por nada mas. En particular,

un conjunto puede escribirse como una lista de elementos, pero cambiar el orden de
dicha lista o afiadir elementos repetidos no define un conjunto nuevo. Por ejemplo:

S = {Lunes, Martes, Miércoles, Jueves, Viernes} = {Martes, Viernes, Jueves, Lunes,
Miércoles}

Al = {Rojo, Naranja, Amarillo, Verde, Azul, Afil, Violeta} = {Amarillo, Naranja, Rojo,
Verde, Violeta, Afil, Azul}.

Los enteros son numeros reales ...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... que se denotan por el simbolo Z
y se pueden escribir como

Z={.,-2-1,012,.}

Los nimeros racionales son numeros reales que pueden ser expresados como razon de
dos enteros. Se denota el conjunto de los niumeros racionales por Q, asi que

Q={p|nqez}
q

Como se menciond antes un conjunto suele definirse mediante una propiedad que todos
sus elementos poseen.

En particular, un conjunto puede escribirse como una lista de elementos, pero cambiar el
orden de dicha lista o afiadir elementos repetidos no define un conjunto nuevo.

Por ejemplo:

S = {Lunes, Martes, Miércoles, Jueves, Viernes} = {Martes, Viernes, Jueves,
Lunes, Miércoles}

Al = {Rojo, Naranja, Amarillo, Verde, Azul, Afil, Violeta}
= {Amarillo, Naranja, Rojo, Verde, Violeta, Afiil, Azul}.

Notacion de conjuntos

223




ANEXO C. MATERIAL DE APOYO

Pertenece=e
Ejemplo:
xeA— "X pertenece a A", "x esta en A" 0 "x en A",
No pertenece=¢
Ejemplo:
xgA— "X no pertenece a A", "x no estad en A" 0 "x no en A".

Conjunto vacio.- carece de elementos, se llama conjunto vacio o nulo y se simboliza
”Q"_

Conjunto universal.- conjunto que contiene todos los elementos que intervienen en una
discusion, se llama conjunto universal o universo y se denota con la letra U.

Ejemplo:

Si A={0, 1, 2}, B={3, 4,5}, C={5,7}, D={0, 1, 3} y E= {3, 5, 7, 2}; entonces el
minimo conjunto universal que puede considerarse para estos conjuntos es U= {0,
1,2,3,4,5, 6, 7} porque U tiene los elementos de los conjuntos A, B, C, Dy E.

Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos. El conjunto de los nimeros naturales es
infinito, pero el conjunto de los planetas en el Sistema Solar es finito. Ademas, los
conjuntos pueden combinarse mediante operaciones, de manera similar a las
operaciones con numeros.

wreereen® o EEjarcicio.

Escribir  explicitamente los  siguientes
conjuntos:

A el conjunto de los numeros naturales
menores que 10.

B el conjunto de los colores del arcoiris.

C el conjunto de las vocales.

Existen varias maneras de referirse a un conjunto. Lo mas usual en matematicas es de
forma extensiva que consiste en listar todos los elementos y encerrar entre llaves.
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Ejemplo:
A = {verde, blanco, rojo}
B={a, e, i o0, u}

También se puede utilizar la forma descriptiva mediante una propiedad, por
ejemplo:

A = {NUumeros naturales menores que 5}

D = {Numero de afios de los comparfieros de 3 semestre}

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
AIRRTRRAT R
Otra notacién habitual para denotar por comprension es:
A ={m:m es un numero natural,y 1 <m <5}
D ={p: p es el numero de afios de los compafieros de 3 semestre}

En estas expresiones los dos puntos («:») significan «tal que».

Ejemplo: Presentar el conjunto C de niameros impares, de forma extensiva y por
comprension.

a) C={1357,...}
b) C={xeN: x es impar}

Un conjunto es una coleccién de objetos llamados elementos. Los elementos del
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conjunto pueden ser cualquier cosa: personas numeros, colores, letras, figuras, etc. Se
dice que un elemento pertenece al conjunto si esta definido como incluido de algun
modo dentro de él.

Diagrama de Venn
Los diagramas de Venn son esquemas usados en la teorill de conjuntos. Estos

diagramas muestran colecciones (conjuntos) de cosas (elementos) por medio de
lineas cerradas.

Los diagramas de Venn, se usan para representar graficamente a un conjunto o mas,
junto con el conjunto universal que lo contiene.

Subconjuntos.- un conjunto A es subconjunto de un conjunto B si todo elemento de

A es elemento de B, se simboliza "c" y se lee "es subconjunto de", "esta contenido
en" o "contenido en".

e Cuando un conjunto B tiene al menos un elemento que no pertenece a un
conjunto A siendo este, subconjunto de B; se dice que A es subconjunto propio
del conjunto B y se denota AcB.

e El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto A; JcA

e Todo conjunto A es subconjunto de si mismo; AcA

e BA, se lee "B no esta contenido en A" 0 "B no es subconjunto de A".

Con los diagramas de Venn es posible representar las relaciones de interseccion,
inclusion y disyuncion sin cambiar la posicion relativa de los conjuntos

Interseccion

Dado que los conjuntos pueden tener elementos comunes, las regiones encerradas por
sus lineas limite se superponen. El conjunto de los elementos que pertenecen
simultaneamente a otros dos es la interseccién de ambos.

11
A = {1 2 3 4 6 12v | 4 B
B = {1; 3; 5; 15} |®
U={1;2;3;4,5;6;7,8;9; 10; 11; 12; 13; 14; |4, 7
15; 16} 13
8 14 16
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A = {x | x es divisor natural de 12}
B = {x | x es divisor natural de 15}
U = {x | x es natural menor o igual que 16}

Inclusién

Si todos los elementos de un conjunto son parte de los elementos de otro, se dice que el
primero es un subconjunto del segundo o que esta incluido en el segundo. En los
diagramas de Venn, todas las regiones de superposicion posibles deben ser

representadas. Y, cuando hay regiones que no contienen elementos (regiones vacias), la
situacion se indica anulandolas (con un color de fondo distinto).

A B
A = {1, 2, 3 4 6 12}
B = {1 2; 3; 6}
U={1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10; 11; 12} 9 5
A B
A {x | x es divisor natural de 12}
B {x | x es divisor natural de 6}
U = {x | x es natural menor o igual que 12}

Disyuncion

Cuando los conjuntos no tienen elementos comunes, la region de superposicion queda
vacia.

A = {2 4 6 8 , P
B = {1, 3; 5; 7, 9}
U={1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10} 4 8
10
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{x | x es par y de una cifra} A B
{X | x es impar y de una cifra}
={x | x es natural menor o igual que 10}

A
B
U

1.4Plano cartesiano

La finalidad de un plano cartesiano es describir la posicidon de puntos, los cuales se
encontraran representados por sus coordenadas o0 parejas ordenadas en rectas
numeéricas.

Producto cartesiano es la ordenacion de ciertos elementos de dos en dos formando
parejas de la forma (x,y) llamadas parejas ordenadas.

Es cuando se ordenan ciertos elementos de dos diferentes conjuntos, tomando de dos
en dos uno de cada conjunto, se obtienen las parejas de la forma (x, y) asociando un
valor del eje x y otro del eje y a esta forma de ordenar se les llama coordenadas o
parejas ordenadas.

1. Dos parejas ordenadas (a,b) y (c,d) son iguales si y solo si a=c y b=d.
2. El producto cartesiano de los conjuntos A y B denotado por AxB se define:

AxB= {(a,b): a€A, beB}
Ejemplo:
1.- Conjunto A= {0,1}—parejas ordenadas son (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1).
2.- Si A= {a,b} y B={c,d}, determinar AxB y BxA
AxB= {(a,c), (a,d), (b,c), (b,d)}

BxA={(c,a), (c,b), (d,a), (d,b)}

El plano cartesiano es un sistema de referencias que se encuentra
conformado por dos rectas numéricas, una horizontal y otra vertical, que se
cortan en un determinado punto. A la horizontal se la llama eje de las
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abscisas o de las ‘equis’ y al vertical eje de las ordenadas o de las ‘yes’, en
tanto, el punto en el cual se cortardn se denomina origen.

Plana Carfesiane

27 Cuadrante | 17 Cissclrante

i wi o,

A Cuadrate | 47, Cuadrante

bt Vpssgaitis e i e pol < oin

Las coordenadas cartesianas, se formaran asociando un valor del eje x y otro del eje y.
En tanto, para localizar los puntos en el plano cartesiano se tienen que localizar las
abscisas o valor de las x, se contardn las unidades correspondientes en direccion
derecha, si son positivas y en direccién izquierda, si son negativas, partiendo del punto
de origen que es el 0. Y luego, desde donde se localizé el valor de x, se procedera a
contar las unidades correspondientes hacia arriba en caso de ser positivas, hacia abajo,

en caso de ser negativas y de esta manera se localiza cualquier punto dada las
coordenadas.

El plano cartesiano es muy util para conocer las distancias que separan un lugar de otro,
por ejemplo supongamos que nos encontramos en un lugar al cual lo relacionamos con
las coordenadas (0,0) y queremos saber la distancia a la cual se encuentra otro lugar al
cual nos queremos dirigir, que, supongamos queda a cinco cuadras al norte y seis al
este, puede ser plasmada a través de un plano cartesiano, tomando como origen del
plano aquel en el cual nos encontramos nosotros, es decir el punto B.
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El plano cartesiano euclidiano se le atribuye al reconocido matematico y filosofo francés
del siglo XVII René Descartes, por haber promovido la necesidad de tomar un punto de
partida sobre el cual edificar todo el conocimiento.

Ejemplo: Encuentra la longitud del segmento recto que une los puntos P y S.

$ v Solucion:
|

Lo primero que se tiene que hacer es

. localizar las coordenadas de los dos

, ' \ puntos. P(2,4) y S(-1,-4), existen varias

ES | | J& ~ *| | formas de medir dicha longitud (grafica y
4 3 2 - TLNi 2 3 4 analiticamente).

Una forma es trazar un triangulo rectangulo
4 | con vertices en P(2,4), S(-1,-4) y (2,-4).

| M Ya que se tiene dibujado el triangulo
rectangulo, se calculan las distancias de un
punto a otra con la siguiente formula:

d=1/(%—%)2+(y, — 1)

™ TEjercicio. Encontrar las coordenadas de los
puntos que se muestran en el plano
cartesiano.
l ' Ay
a 2
M P
" 3
{ 2
1
[ -x x
| » >
4 -3 -2 1 2 3 4
1 .O
-2
3
S ol
e -4
vl

1.4.1 Gréficas
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En la Edad Media el estudio de funciones aparece ligado al concepto de movimiento,
Nicolas Oresme (1323-1392) fue uno de los primeros en representar graficamente unos
ejes coordenados donde relacion6 el cambio de la velocidad con respecto al tiempo.

0 L B

Representacion grafica de Oresme; una velocidad que decrece uniformemente desde el valor OA, hasta
B.

Gréafica y Grafico son las denominaciones de la representacion de
datos, generalmente numéricos, mediante recursos graficos (lineas,
vectores, superficies o simbolos); también es el nombre de un
conjunto de puntos que se plasman en coordenadas cartesianas y
sirven para analizar el comportamiento de un proceso o0 un conjunto de
elementos 0 signos que permiten la interpretacion de un fenémenao.

Representacion gréfica del producto cartesiano

Para realizar una gréafica se necesita identificar los puntos coordenados en el plano
cartesiano, por ejemplo:

Encontrar la longitud del segmento recto que une los puntos Py S.
Solucién:

Lo primero que se tiene que hacer es
localizar las coordenadas de los dos
puntos. P(Xo, Yo) ¥ Q(X1,y1), existen varias
formas de medir dicha longitud (grafica y
analiticamente).

Una forma es trazar un triangulo rectangulo
con vértices en P, Q y (X, Yo).

Ya que se tiene dibujado el tridngulo
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rectangulo, se calculan las distancias de un
punto a otra con la siguiente formula:

d= \/(Xl _Xo)2 +(y1 _yo)2

Tablas de valores

Una tabla es una representacion de datos, mediante pares ordenados, expresan la
relacion existente entre dos magnitudes o dos situaciones.

Una grafica es la representacion en unos ejes de coordenadas de los pares ordenados
de una tabla.

La siguiente tabla muestra la variacion del precio de las papas, segun el numero de
kilogramos que compremos.

Kg de
papas

Precio
en $

90 -+
80 -
70 -
60 -
50 -
40 -
30 -
20 -
10 A

20 -

La siguiente tabla nos indica el numero de alumnos que obtienen una calificacién en un

examen.
\Calf.HN0 de aIumnos\ 30 -
| 5 ] 6 | 25
| 6 | 12 | 20
L7 ] 20 | 5
. 8 | 24 | e
o 12 .
[ 10| 5 | 0123456780101
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oe fmn-ﬁ:ﬁi‘i‘i”(. 3 Ej ercicios

Hacer un dibujo grafico o un bosquejo
donde se refleje la solucion de un
problema matemético

Tabular y graficar el crecimiento de
conejos:

Una pareja de conejos tiene 7 conejos
cada 5 meses cuantos conejitos
habran tenido después de 3 afios.

2.1. Ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad matematica entre dos expresiones algebraicas,
denominadas miembros, en las que aparecen valores conocidos o datos, y desconocidos
0 incognitas, relacionados mediante operaciones matematicas.

2.1.1. Incognitas y variables

Los valores conocidos pueden ser numeros, coeficientes o constantes; y también
variables cuya magnitud pueda ser establecida a través de las restantes ecuaciones de
un sistema, o bien mediante otros procesos. Las incégnitas, representadas
generalmente por letras, constituyen los valores que se pretende hallar. Por ejemplo, en
la ecuacion:

primer miembro  segundo miembro

3r—1 = 9+ x

La variable x representa la incégnita, mientras que el coeficiente 3 y los numeros 1y 9
son constantes conocidas. La igualdad planteada por una ecuacion sera cierta o falsa
dependiendo de los valores numéricos que tomen las incognitas; se puede afirmar
entonces que una ecuacion es una igualdad condicional, en la que soélo ciertos valores
de las variables (incégnitas) la hacen cierta.

El término variable se puede definir como toda aquella caracteristica que identifica a una
realidad y que se puede medir y estudiar, esta caracteristica varia, y esa variacion se
puede observar, medir y estudiar.

Se llama solucién de una ecuacion a cualquier valor individual de dichas variables que
la satisfaga. Para el caso dado, la solucion es:
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r=2>5

Una grafica es creciente si al aumentar la variable independiente aumenta la otra
variable.

Una gréfica es decreciente si al aumentar la variable independiente disminuye la otra
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variable

Una gréfica puede tener a la vez partes crecientes y decrecientes.

Una grafica es constante si al variar la variable independiente la otra permanece
invariable.
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2.1.2. Formas y ecuaciones en la geométricas

Al estudio de ciertas lineas y figuras geométricas aplicando técnicas basicas del analisis
matematico y del algebra en un determinado sistema de coordenadas se le conoce como
geometria analitica. Lo novedoso de la geometria analitica es que permite representar
figuras geométricas mediante ecuaciones u otro tipo de expresiones matematicas.

La idea basica de la geometria analitica es que a cada punto en un plano cartesiano le
corresponde un par ordenado de numeros y a cada par ordenado de numeros le
corresponde un punto en un plano, es decir, se relaciona la matematica y el algebra con
la geometria analitica por medio de correspondencias.

Ademas, las ecuaciones algebraicas corresponden con figuras geométricas. Eso
significa que las lineas y ciertas figuras geométricas se pueden expresar como
ecuaciones y, a su vez, las ecuaciones pueden graficarse como lineas o figuras
geométricas. En particular, las rectas pueden expresarse como ecuaciones de primer
grado y las circunferencias y el resto de conicas como ecuaciones de segundo
orden.

Ecuacién de la recta
La recta se puede entender como un conjunto infinito de puntos alineados en una Unica
direccién. Vista en un plano, una recta puede ser horizontal, vertical o diagonal (inclinada

a la izquierda o a la derecha).

Una recta es la representacion grafica de una expresion algebraica o ecuacién lineal de
primer grado.
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y=3ix+1

De acuerdo a uno de los postulados de la Geometria Euclidiana, para determinar una
linea recta so6lo es necesario conocer dos puntos (A y B) de un plano cartesiano, con
abscisas (x) y ordenadas (y). Conocidos esos dos puntos, todas las rectas del plano,

sin excepcion, quedan incluidas en la ecuacién

Ax +By+C=0 que se conoce como: la ecuacion general.

Teorema

La ecuacion general de primer grado Ax + By + C = 0, donde A, B, C pertenecen
a los numeros reales; y en que Ay B no son simultAneamente nulos, representa

una linea recta.
Hay varias formas de representar la ecuacion de la recta otra forma es:
y=mx+b
_¥:— ¥

m - 0 .
Donde X — % representa la pendiente de la recta y b una constante conocido como el
coeficiente de posicion.
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Xo - X4

Xa

<

Yo - Y4

_ Variacion vertical

m=

X2 - Xy

~ Variacion horizontal

Ejemplo

Hallar la ecuacion de la recta que pasa
por el punto A (2, — 4) y que tiene una
pendiente de menos 1/3.

Al sustituir los datos en la ecuacion,
resulta lo siguiente:

Yy —Yy1=m(xX—Xg)
y—(-4)

3(y+4)=-1(x-2)

=—-1/3(x—2)
y+12=—x+2
y+12+x-2=0
y+x+10=0

x+3y+10=0

et NEjercicio.

¢,Cudl es la pendiente y el coeficiente de
posicion de la recta 4x — 6y + 3 =07

Ecuacion de la circunferencia

Ecuacioén Ordinaria

de Circunferencia
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Dados las coordenadas del centro de la circunferencia C(h;k) y el radio "r" de la misma,
podemos utilizar la siguiente ecuacion para determinar el valor de "y" correspondiente a
un valor de "x".

(x-h)2+(y-k)p2=r2
Ejemplo:

Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es /.|
C(2;6) yconradior = 4. Lo e

(x-2)2 + (y - 6)2 = 42 Nt

3: 2 Fod 3 8

Ecuacién Canonica de la Circunferencia
Sean ahora las coordenadas del centro de la circunferencia C(0;0) y el radio "r",

podemos utilizar la siguiente ecuacion para determinar el valor de "y" correspondiente a
un valor de "x".

XQ_yQ :rQ

Ejemplo: -

Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el
origenyconradior =3

X2+y2:32

Ecuacidon General de la Circunferencia

Si conocemos el centro y el radio de una circunferencia, podemos construir su ecuaciéon
ordinaria, y si operamos los cuadrados, obtenemos la forma general de la ecuacion de la
circunferencia, asi:

eyl Eyehsn
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(x-hF +(y -k} =r*; desarrollando
x* -oxh+h*+v* -2yk+k® =r*; ordenando
¥ +y* -2xh 2yk+h? +k* -r* =0; agrupando
24yt +(-2hm+ -2k y + lh +k? -r*)=0 ; renombrando

e — LV v
D E F

¥ +y* +Dx +Ey +F =0|

Ejemplo:

Hallar la ecuacion general de la (x-2)2+(y-6)2=42

circunferencia con centro C(2;6) y radio

r=4 X2 -2(2x) + 22+ y2 - 2(6y) + 62 = 42
X2-4x+4+y2-12y + 36 = 16
X2+y2-4x-12y+4+36-16 =0
X2+y2-4x-12y+24 =0
D=-4,E=-12 ,F=+24

Ecuacion de la parabola

Se denomina parébola al lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de
una recta dada, llamada directriz, y de un punto exterior a ella, llamado foco.

ala

lado recto -

vértice

directriz

Esta forma geométrica, la pardbola, expresada como una ecuacién, cuenta con una serie
de elementos o parametros que son basicos para su descripcion, y son:
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e Vértice (V): Punto de la pardbola que coincide con el eje focal (llamado también
eje de simetria).

e Eje focal (o de simetria) (ef): Linea recta que divide simétricamente a la pardbola
en dos brazos y pasa por el vértice.

e Foco (F): Punto fijo de referencia, que no pertenece a la parabola y que se ubica
en el eje focal al interior de los brazos de la misma y a una distancia p del vértice.

e Directriz (d): Linea recta perpendicular al eje focal que se ubica a una distancia p
del vértice y fuera de los brazos de la parabola.

e Distancia focal (p): Parametro que indica la magnitud de la distancia entre
vértice y foco, asi como entre vértice y directriz (ambas distancias son iguales).

e Cuerda: Segmento de recta que une dos puntos cualesquiera, pertenecientes a la
parabola.

e Cuerda focal: Cuerda que pasa por el foco.

e Ladorecto (LR): Cuerda focal que es perpendicular al eje focal.

En el Plano Cartesiano una pardbola puede tener su vértice en cualquier par de

coordenadas y puede estar orientada hacia arriba, hacia abajo o hacia la izquierda o la
derecha.

Ejefocal o de sime(r{,l

Ecuaciones de la parabola con vértice en el origen

Parabola cuyo vértice esta en el origen, su eje focal o de simetria coincide con el eje de
las X (abscisas) y que esta orientada (se abre) hacia la derecha. y? = 4px (ecuacién de
la pardbola en su forma ordinaria o candnica). Cuando la parabola se abre hacia la
izquierda (sentido negativo) del eje de las abscisas “X”, la ecuacién de la parabola es

y? = —4px.
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py) xy)

{0.0) F F (0.0)
(-p.0) v (p.0) X (+p.0) (p.0) X

y* = 4px y? = —4px

Cuando la parabola se abre hacia arriba (sentido positivo) en el eje de las ordenadas
“Y” la ecuacién de la parabola es x? = 4py, y cuando la parabola se abre hacia abajo
(sentido negativo) en el eje de las ordenadas “Y” su ecuacion es X% = —4py

Y
y-p=0
(0.p)
v
(0,0) X
F
©,p) (0.-p)
v
(0,0) X
Ve P= 0 (0._p)
x* = —4py
X2 = 4py

El parametro p (que marca la distancia focal) sefiala la distancia entre el foco y el
vertice, que es igual a la distancia entre el vértice y la directriz.

Si en la ecuacion de la parabola la incognita x es la elevada al cuadrado, significa que
la curvatura de la misma se abre hacia arriba o hacia abajo, dependiendo del signo del
parametro p.
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Cuando el parametro p es positivo, la parabola se abre “hacia arriba” y cuando es
negativo se abre “hacia abajo”.

Ahora, si en la ecuacion de la parabola la incognita y es la elevada al cuadrado, la
curvatura de la misma seré hacia la derecha o hacia la izquierda. En este caso, cuando
el parametro p es positivo, la parabola se abre “hacia la derecha” y cuando es
negativo se abre “hacia la izquierda”.

Ejemplo:

Obtener la ecuacion, el foco y la directriz de la parabola con vértice en el origen y que
contiene al punto B(3, 4), ademas su eje de simetria (o eje focal) es paralelo al eje X.

Solucién:

El punto B (3, 4) nos indicaque: x=3,y=4

Sustituyendo las coordenadas del punto B en y2 = 4px
la ecuacion 42 — 4p(3)
16 =12p
_16_4
12 3
Entonces y? = 4(3)x
2 16
=—X
y'=3
Donde . :(j,oj
3
Y directriz X _ﬂ
3

Ecuacion de la parabola cuyo vértice no esta en el origen

La parabola se abra hacia la derecha (sentido positivo) en el eje de las abscisas “X”.
Ecuacion de la pardbola (y — k)2 = 4p(x - h)

La parabola se abra hacia la izquierda (sentido negativo) del eje de las abscisas “X”.
Ecuacién de la parabola (y — k)2 =4p(x—h)

La parabola se abra hacia arriba (sentido positivo) del eje de las ordenadas “Y”

Ecuacion de la parabola (x—=h)2=4p(y - k)
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La parabola se abra hacia abajo (sentido negativo) del eje de las ordenadas “Y”.

Ecuacion de la pardbola (x — h)2 =—4p(y — k)

d Y :

X-h-p=0

| y-k-p=0

Y
hep=0 \
Y
\ v‘
F ‘.(h.k) ) )
1 F T
®ve (hep.k) ®-ph V] \ v > (hep)

l X (0.0) |

0.0 HOT) 00) L

———————— y-k+p=0

X

(0,0)

(y-K2=4p(x—h) (y—Kk2=4p(x—h) (x—h)2=4p(y—k) (x—h)2=-4p(y-
k)

Ejercicio.

mrff"‘"“""g

Ecuacién de la pardbola en su forma general
Ax*+Bx+Cy+D=0

Que es la ecuacion de una parabola horizontal en su forma general. Anélogamente,
para una pardbola de orientacion vertical, la ecuacion en su forma general sera:

Ay’ +Bx+ Cy+D=0
2.2. Relacion

Correspondencia es equivalente a Relacién. En nuestra lengua, decir “en relacién a”,
es equivalente a decir “corresponde a”.

Ejemplos:

e Enunatienda, cada articulo esta relacionado con su precio; 0 sea, a cada articulo
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le corresponde un precio.
e A cada libro le corresponde un numero de paginas
e A cada ser humano le corresponde una fecha de nacimiento

En los ejemplos anteriores se puede identificar que en una correspondencia o
relacion se involucran dos conjuntos, en matematicas una Relacion es la
correspondencia de un primer conjunto, llamado Dominio, con un segundo conjunto,
llamado Recorrido, Contradominio o Rango, de manera que a cada elemento del
Dominio le corresponde uno o mas elementos del contradominio.

Ejemplo 1.

SiA={2,3} y B=/{1, 4, 5}, encontrar tres relaciones definidas de A en B.

Solucién

El producto cartesiano de A x B estd conformado por las siguientes parejas o pares
ordenados:

AxB={(2,1), (2, 4),(2,5), (3,1),(3,4), (3, 5)}

Y cada uno de los siguientes conjuntos corresponde a relaciones definidas de A
en B:

R1= {2, 1), G 1)}
R2 = {(2,4), (2,5), (3, 4), (3,5)}
R3 = {(2,4). (3,5}

La relacion R1 se puede definir como el conjunto de pares cuyo segundo elemento es 1,
esto es,

R1={x,y)|ly=1}

La relacibn R2 estd formada por los pares cuyo primer componente es menor que el
segundo componente,

R2 ={(x,y) [ x<y}

Y la relacién R3 est4 conformada por todos los pares que cumplen con que el segundo
componente es dos unidades mayor que el primer componente, dicho de otro modo,

R3={(x, y)|y=x+2}
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Asi, se puede continuar enumerando relaciones definidas a partir de A x B. La regla que
define la relacion se puede escribir mediante ecuaciones o desigualdades que relacionan
los valores de x e y.

eerereeeeereeet . Ejercicio.

Dados los conjuntos C = {1, -3} y D = {2, 3,
6}, encontrar todos los pares ordenados (X, )
gue satisfagan la relacién

R={x,y)|x+y=3}

Representacion gréafica de las relaciones

Las relaciones se pueden presentar de forma grafica o con diagramas para los pares
ordenados se pueden representar graficamente por medio de puntos en el plano
cartesiano o por diagramas sagitales. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Si A={1,2,3,4,5,yB={1,3,5,7,9}y R larelacion definida por la regla
R={(x,y)|y=2x+ 1}, graficar R.

Solucién

Los pares ordenados que pertenecen a la relacién (que cumplen cony = 2x + 1) son:

R={1,3),(2,5),3,7), (4 9)}

Y la gréfica correspondiente es la siguiente:

A B ~ . @4.9)

| .G
\ 4 e

] .
‘ S A%

Plano cartesiano

g sl 55455555 ©
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Variables dependientes e independientes

A los elementos del conjunto dominio se le llaman variables independientes y los
elementos del rango o contradominio se le llaman variables dependientes.

Funcién

La funcién es un ente matematico que se fue construyendo a través del tiempo y su
estudio matematico comenz6 con las matematicas modernas en el siglo XVII, el
concepto fue evolucionando hasta que a comienzos del siglo XIX, se formulo la
definicion de funcion como relacion entre dos variables, que es la que actualmente se
maneja en muchos libros de texto.

Es por ello que una funcion puede verse como una regla de correspondencia entre dos
conjuntos de tal manera que a cada elemento del primer conjunto le corresponde uno y
s6lo un elemento del segundo conjunto.

Ejemplo: a cada numero entero posee un Unico cuadrado, que resulta ser un nimero
natural

-2|-1|+0|+1 +2|+3
+4 | +1 | +0 | +1 | +4 | +9

Esta asignacion constituye una funcién entre el conjunto de los nimeros enteros Z y el
conjunto de los nimeros naturales N.

. Al primer conjunto se le da el nombre de dominio.
. Al segundo conjunto se le da el nombre de contradominio o imagen.

Sean A y B dos conjuntos, que pueden o no ser distintos. Una relacion entre un
elemento variable x de A y un elemento variable y de B, se llama relacion funcional eny,
si para todo x en A, existe un Unico y en B, el cual esta en la relaciéon dada con x.

Notacion

Usualmente la notacién que se usa para las funciones es f(x), aunque muchas veces se
abrevia a simplemente fo y.
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Representacion esquemética del concepto de funcion

Ejemplo es el area A de un circulo en funcion de su radio r: el valor del area es
proporcional al cuadrado del radio, A = r7r*. Del mismo modo, la duracién t de un viaje de
un auto entre dos ciudades separadas por una distancia d de 50 km depende de la
velocidad v a la que este se desplace: la duracion es inversamente proporcional a la
velocidad, d / v. A la primera magnitud (el area, la duracién) se la denomina variable
dependiente, y la cantidad de la que depende (el radio, la velocidad) es la variable
independiente.

La idea de relaciones funcionales va mucho mas alla del dominio matematico por
ejemplo, en la naturaleza existen muchos fenbmenos que pueden ser representados por
una funcién, también en ciencias como la geometria, la mecénica y muchas areas mas.

La regla de correspondencia para una funcion generalmente se maneja con una
formulacion matematica de forma explicita por ejemplo la ecuacion de la recta
representa una funcién ; tomando valores del conjunto dominio, se puede obtener el
conjunto del contradominio.

Las funciones son muy Uutiles para representar situaciones de la vida cotidiana y para
modelar fendmenos fisicos, etc.

Ejemplos:

El costo de comprar fruta y el nimero de kilos comprados.

El costo de una llamada telefénica y su duracion.

Velocidad de un auto y el tiempo utilizado para recorrer una distancia.
Otro ejemplo:

El precio de un viaje en taxi viene dado por:

y=20+0.5x
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Donde x el tiempo en minutos que dura el viaje.
Como podemos observar la funcion relaciona dos variables x e y.
x es la variable independiente.
y es la variable dependiente (depende de los minutos que dure el viaje).

A continuacion vamos a representar matematicamente con una funcion el siguiente
problema:

Una sefiora vende manteles a $ 1,250 cada uno.

Para producir cada mantel, le implica a la sefiora tener gastos fijos como la renta
de un local, pago de luz, etc. haciendo un total de $ 4,500.00 al mes. También hay
otros gastos que varian como los gastos por la compra del material; tela, hilos
agujas etc. La sefora dice que los costos de la materia prima representan un 40
% de lo que cuesta el mantel. Con esta informacion se puede conocer el nimero
minimo de manteles que debe vender la sefiora para cubrir los gastos.

Sea x el nidmero de manteles que vende la
sefora.

Si la sefiora vende x nimero de manteles
se puede obtener la expresién matematica
como:

Aumentando los gastos fijos por mes

El costo del material para la elaboracién del
mantel es del 0.4, es decir $500.00 cada
uno.

Entonces la expresibn matematica que
representa al problema es:

Para saber cuantos manteles debe vender
la sefiora tenemos que ver que sustituyendo
el valor de x el resultado debe ser igual o
mayor que cero.

Esto quiere decir que el nimero minimo es
9.
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Ejercicio.

Generalmente, existen 3 formas de expresar una funcion: por medio de una tabla de
valores, una gréfica o por una férmula.

Una tabla de valores es una tabla donde aparecen algunos valores de la variable
independiente x y sus correspondientes valores de la variable dependiente y. El uso de
este tipo de tablas para expresar una funcion es caracteristico de las Ciencias
Experimentales, como la Fisica o la Quimica, en las que un proceso se estudia primero
en el laboratorio y se recogen mediante instrumentos de medida una serie de datos o
valores que se tabulan para una posterior interpretacion. Con ellos se pretende obtener
una ley o funcién que gobierne el proceso.

Tabla de
valores

X

O|O|IN|O|OIAIW|IN|IF|O

=Y
o

H
H

NIOIOIWID|N|[RO|WIN|O|FR|OIK

=
N
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La grafica de una funcién es el dibujo, sobre unos ejes coordenados, de todos los pares
(x,f(x)) donde x recorre todos los valores del dominio de la funcién. Como ya quedé claro
y = f(x), asi que la 22 coordenada y de cada uno de estos puntos no es mas que la
correspondiente imagen de la 12 coordenada x.

Una prueba de la recta vertical se utiliza para determinar si una relacién trazada en un
gréafico es una funcién o no. Para determinar a partir de la grafica el valor de y = f(x) que
corresponde a un valor de x concreto, debemos trazar la recta perpendicular al eje OX
gue pase por ese valor de x y el punto en el que esta recta corte a la grafica es el valor
de f(x). Cada recta perpendicular debe cortar en un Unico punto a la gréfica, ya que en
otro caso habria algun valor de x que tendria dos imagenes, lo cual no debe suceder.

Esta grafica no representa una funcion

porque la recta vertical corta dos puntos.

La formula o ecuacién de una funcion es la expresion, en términos de operaciones
algebraicas o0 no, de la relacion de dependencia entre las dos variables: x, variable
independiente; y variable dependiente.

La formula nos dice qué operaciones debemos hacer con cada valor de x para obtener
su valor correspondiente y = f(x).

Problema: Dada f(x) = 3x — 4, encontrar f(5).

f(5) =3(5) -4 Sustituye 5 por x en la funcién.

f(5)=15-4 Simplifica la expresién en el lado derecho de la ecuacion.
f(5) = 11

Respuesta: Dada f(x)= 3x — 4, f(5) = 11.
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Anexo D

D RELATOS DE GRABACIONES
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Tabla D. Relatos de la intervencion

Relatos

Relacion de
los relatos
con los

principios de
la EMR

1. Mtra.: Buenos dias muchachos Presentacion
2. Alumnos. Buenos dias
3. Mtra.: Como les decia hoy vamos a empezar ver el tema de la
funcién, entonces vamos a tratar de reconstruir el concepto, y | Principio de
vamos a tratar de realizar actividades donde ustedes vean como | interaccion
ya desde la antigiiedad ya se tenia la idea de la funcion pero se
ha ido modificando, hoy en dia tenemos un concepto que no se
parase como era antes aunque pueden ser equivalentes pero en
ocasiones les cuesta trabajo a ustedes entender y no solo a
ustedes sino hasta a nosotros los profes. Entonces lo que yo | Principio de
vengo a proponer es que lo veamos por medio de actividades, | interconexion
para eso quiero que contesten un ejercicio.
4. Alumno A: ¢(Vamos a jugar?
5. Mtra.: Si vamos a jugar.
6. Mtra.: Pasen
7. Alumna nueva: Hola ] Principio de
8. Mtra.: Quieres sent{;\rte aqui reinvencion
9. Alumna nueva: Quiero saber que... guiada
10. Mtra.: Vamos a ver el tema de funcién pero vamos a grabar la
clase....
11. Mtra.: Alguien falta de hoja, entonces lo que quiero es que lean el
ejercicio y lo respondan en la parte de abajo o en la parte de
atras, pero escriban todo lo que necesitan para resolver el
problema cuentas, ideas o me pueden llamarme y les puedo
decir que escribir, porque a veces, muchas veces no escribimos
todo lo que estamos pensando pero escribimos solo una parte
por ejemplo una cuenta, pero no escribimos que significa y si no
me dicen que significa yo no voy a saber leerlo, hagan de cuenta
gue estan haciendo un examen entonces tienen que poner todo
lo que pensaron para resolverlo, lo primero es leerlo después si
ya lo entendieron contestarlo.
12. Mtra.: Solamente el gjercicio, los demas puntos son otra cosa. Principio de
13. Mtra.: Pueden preguntar también. reinvencion
14.Los Alumnos siguen tratando de contestar el ejercicio, algunos | guiada
escriben cuentas Uinicamente, entonces la maestra interviene.
15. Mtra.: ¢Que cuenta hiciste aqui para obtener eso? Principio de
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16. Alumno C: Solo puse cuanto le tocaba a cada quien. reinvencion
17. Mtra.: Puedes poner entonces un enunciado ¢ Cuanto le tocaba a | guiada
cada quién?
18. Mtra.: No borren, solo escriban que significa esa cuenta. Principio de
19. Alumno C: ¢Ddnde escribo? reinvencion
20.Mtra.: Puede ser ahi mismo o en la parte de atras. guiada
. . » Principio de
21.Mtra.: Pueden comentar con sus compafieros también. interaccién
22. Mtra.: ¢ Terminamos? ¢ Quién me quiere explicar como resolvié el | Principio de
problema? ¢ Cuanto pago cada uno? actividad
23. Alumno A: treinta y uno cincuenta
24. Mtra.: ¢De a como le tocaba a cada uno? Principio de
25. Alumno A: de a veinte seis. interaccion
26. Mtra.: Entonces el problema era ... ¢7;Marco?
Principio de
27. Alumno D: he, cuanto pagamos cada uno actividad
28. Mtra.: pero que dice el problema?, ¢ Cémo lo resolviste? Principio de

29. Alumno D: este, primero dividi trescientos cincuenta entre trece,
gue eran las trece personas, a cada uno le tocaba de vente seis
pero como se retiraron .... Ya que le diga otro.

interconexio6
n

30. Mtra.: A ver por acd, Fernando.

Principio de
interaccion

31.Alumno B: Pues esté, la cuenta era de trescientos cincuenta
pesos pues en total, pero como se retiraron, eran trece Alumnos
gue consumieron los que consumieron, la cuenta en total fue de
trescientos cincuenta pesos, pero se retiraron siete, quedaron
seis nada mas, esas seis personas pagaron de cincuenta y ocho
pesos treinta y tres con tres centavos del almuerzo, si todos
hubieran pegado las trece personas les tocaba de a veinte y seis
pesos, pero como se retiraron siete personas les toco de a
cincuenta y ocho punto treinta y tres a las seis personas que se
guedaron.

Principio de
realidad

32. Mtra.: En realidad creen ustedes que pagaron cincuenta y ocho

punto treinta tres centavos?
33. Alumnos: No, no

34. Alumna E: No, porque se redondean los puntos decimales.

Principio de
interaccion
Principio de
niveles
Principio de
interconexi6
n
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35.

Alumno B: pagaron cincuenta y nueve pesos.

36.

Mtra.: Ahora piensen, en esa cuentita tan simple estan ustedes
usando muchos conceptos que han aprendido de las

matematicas, hagan una lista de qué conceptos mateméticos | Principio de
utilizaron por ejemplo, que deben saber primero, que deben | niveles
conocer.
37.Alumno B: Suma Principio de
interaccion
38. Mtra.: Sumar
39. Alumno A: restar Principio de
interconexio
40. Alumno D: dividir n
41. Mtra.: dividir
42. Alumno C: y multiplicar
43. Mtra.: Multiplicar
44. Alumno A: en donde multiplicar aqui, amigo ponter?. Principio de
interaccion
45. Alumno B: en ninguno, jaja
46. Mtra.: Aparte fijense, haber mmm Principio de
interaccion
47. Alumno B: usar la légica
Principio de

48.

49.

50.

Mtra.: Si pero que suman, que restan que multiplican, que
dividen?

Alumno B: sumamos amigos, restamos amigos

Alumno C: dinero

interconexi6
n
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51.

Mtra.: fijense hay dos cosas, restan amigos, dinero?

52. Alumno C: sociedad y economia

53. Alumno A: es que en este caso, primero hay que contar a las

54.

personas

Mtra.: que significa contar

55. Alumno D: se suman

56.

Mtra.: que suman

57. Alumno D: las personas que se consideran

58.

Mtra.: entonces fueron y trajeron a las personas para contarlas
y....

59. Alumno A: y después las corrimos, jajaj

60.

Mtra.: jajja, ahi ya estan haciendo una abstraccion matematica,
pero lo estan representando por medio de... que son estas cosas

61. Alumna A: nimeros

62.

Mtra.: nimeros, los nUmeros son un concepto matematico que ya
desde, ... haber desde cuando creen ustedes que se inventaron
los nimeros

63. Alumno B: uuuy desde la aparicion del hombre

Principio de
interaccién

Principio de
niveles

Principio de
interaccion

64.

Mtra.: casi, casi, el hombre siempre se ha preguntado sobre los
fendmenos fisicos entonces hizo una relacion entre la
abstraccion del pensamiento y los fenédmenos fisicos, una de
estas cosas de matematicas fueron los simbolos, antes que los
nameros porque primero fueron simbolos y ya después algunos
de estos simbolos se convirtieron en nimeros, de que afo creen
gue datan los numeros

Principio de
interconexi6
n
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65. Mtra.: Resuelvan los ejercicios que corresponden a la actividad 2
66. Mtra.: vayan haciendo su mesa vamos a trabajar los seis
67. Mtra.: los caballeros de la mesa redonda

68. Mtra.: y Fernando y Juan Carlos van a pasar a exponer su
ejercicio al pisaron y los demas les vamos ayudar

69. Alumno E: no maestra
70. Mtra.: si Fernando cuenta por cuatro

71. Alumno C: y nos faltan los otros dos

Principio de
interaccién

Principio de
reinvencion
guiada

Principio de
realidad

Aqui estan
resolviendo
ejercicios de
lavida

72. Mtra.: por eso los otros dos lo van hacer entre los seis cotidiana
73. Alumno A: como le hacemos Principio de
interaccion
74. Alumno C: no més a si al cuadrado
75. Alumno D: redonda no que redonda Principio de
actividad
76. Mtra.: si quieren meter los pies debajo de la mesa pues tienes
gue dar la vuelta ala mesa y si quieres a si nomas pues a si Principio de
nomas interaccion
77. Alumno A: pero a si cabe
78. Mtra.: pues nomas recorrela para atras
79. Mtra.: aver Fernando y Juan Carlos al pisaron
80. Alumno A: ha no manches Juan Carlos donde esta
81. Alumno C: Yatiraste a tu tocayo
82. Alumno E: ya lo tiraste
83. Maestro: Que pase Juan Carlos el de Jardcuaro Principio de

84. Alumno C: que pase Jaracuaro a explicar el problema

85. Alumno A: choclas que te tomas

interaccion
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86. Mtra.: bueno por lo menos no va a tener falta el de Jaracuaro Principio de
por si decide regresar un dia de estos interaccién
87. Alumno A: Siya aqui vive
88. Alumno B: de quien es
89. Mtra.: a ver cual es el problema Principio de
interacciéon
90. Alumno E: ha dice pues que va a repartir a tres hermanos el
terreno y lo vamos a repartir en tres partes iguales que tienen de
un lado (78 mts ) y de otro 4mts, que proporcion les toca a los Principio de
tres hermanos, en partes iguales niveles
Principio de

91. Mtra.: y como lo van a repartir en partes iguales
92. Alumno A: a mi se me ocurre algo maestra
93. Mtra.: a ver

94. Alumno A: puedo, yo sé pues que ustedes ya lo resolvieron
amigos pero por ejemplo aqui si empezamos ponemos una linea
imaginaria aqui podemos sacar un rectangulo y aqui es mas facil
dividirlo, igualmente aqui expandimos esta linea pues ya se hace
como un? como se llama un triangulo rectangulo y a si es mas
facil dividirlo y sacar la proporcién, yo sé que asi lo hicieron
amigos

95. Alumno F: no

96. Alumno E: es que a esto sacar el area total para sacar mejor de
ahi de eso sumarle yatodo y de ahi sacar o dividir tres
hermanos

97. Mtra.: si a si como les dice su compariero es una buena forma la
otra seria e hacer cuadrados de un modo y entonces checar
cuantos cuadrados tienen cuantos se les forman y dividirlos

interconexio6
n

Principio de
niveles
Principio de

interconexio6
n

Principio de
reinvencion
guiada

98. Alumno D: es mas facil sacarle el &rea no y ya dividirla

99. Alumno E: por eso pues para eso tienes que hacer esto

100. Alumno C: para eso tienes que dividir

101. Alumno E: aqui a completar los seis juegos iguales
102. Alumno A: ésea circulando y dividirlo

103. Mtra.: Bueno entonces los siguientes dos, primero van a

Principio de
interconexi6
n

Principio de
niveles
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trabajar los seis para que sea mas rapido organicense como le
hacen lo que quiero es que se agilice el trabajo y acabar esos
ejercicios y cuanto tardan

104. Alumno D: calculos (desatarios) lo que los patrones Principio de
mandan interaccién
105. Alumno E: 20
106. Mtra.: Pues lo mismo este van hacer un ejercicio que Principio de
tenga que ver con los salarios otro con el movimiento de dos interaccién
cuerpos, uno donde tu eres el patron.
107. Alumno E: A yo soy el patrén
108. Mtra.: ¢ Cémo le vas hacer para repartir salarios, gastos y
ganancias? Principio de
niveles
109. Alumno E: para robar
110. Mtra.: para robar también hay que saber hacer cuentitas,
porque si tienes cien mil pesos y tienes cincuenta trabajadores no
les vas a pagar tres mil a cada quien o si?
111. Alumno D: ta eres el presidente Principio de
interaccion
112. Mtra.: Cincuenta empleados. no les vas a pagar cierta
cantidad si no tienes
113. Alumno D: td eres Benito Juarez Principio de
interconexio
114. Mtra.: Tienen que checar cuanto ganan cuanto les van a n
repartir se van a repartir cuanto va hacer la inversién
115. Alumno D: y cuanto va hacer el porciento de mi ganancia | Principio de
realidad
116. Mtra.: Si cuanto vas a ganar también
Principio de
117. Alumno D: tienes que robar algo actividad
118. Mtra.: si como quieran pero ya ponganse a trabajar
1109. Alumno E: pues no me atarugo unos cinco pesos a cada

cosa pero pues abra que hacer las cuentas mas rapido
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120. Alumno F: como lo hicieron aqui, metes unos diez en la
noémina de trabajadores como estaban aqui

121. Alumno D: hey
122. Alumno E: a pues hay que hacerlo pues
123. Alumno D: si pasa
124. Alumno F: Ira, porgue no lo hacemos como ejemplo de Principio de
los jinetes, que el que el contrates en una parte y luego este, ... | interaccion
hay que ponerlo en una cuadrilla de jinetes llamados
125. Mtra.: Y al ultimo los jinetes son los que ganan menos
126. Alumno A: ya pues expliquen
127. Alumno E: los (ciles) picosos
128. Alumno F: una cuadrilla de jinetes de la cuadrilla de
aguilitas de Cheran
129. Alumno E: a simén la cuadrilla de la aguilita de jinetes de
chercan
130. Alumno E: a ver ponganle
131. Alumno C: asi Principio de
132. Alumno E: Jinetes es con interaccion
133. Alumno D: con g di
134. Alumno E: ....
135. Alumno D: con g de jinetes 2. Con j de jinetes
136. Alumno E: yo ya le puse con g
137. Alumno C: me prestan sacapuntas
138. Alumno B: ¢como?
139. Alumno E: la cuadrilla de la aguililla de Cheran. Esto
suele ser una cuadrilla
140. Alumno F: he se van a presentar el préximo, ... Cuando | Principio de
van estas en San Pedro? interaccion
141. Alumno A: el 26
142. Alumno C: ya se presentaron no
143. Alumno A: a simdn ya se presentaron con pepe salas Principio de
144, Alumno D: si, Y si nos robaron realidad
145. Alumno F: se presentaron
146. Alumno E: se presentaron en la monumental de San
Pedro Pareo creo
147. Alumno F: se presentaron en la monumental de san
Pedro Pareo Principio de
148. Alumno A: se presentaron actividad
149. Alumno D: en Apatzingan ponle
150. Alumno A: se presentaron en Apatzingan
151. Alumno F: con cinco ganaderias de,...
152. Alumno E: ya para robar esta bien
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153. Alumno C: parati o para Cheran
154. Mtra.: Todos esos datos debes ser claros para el que
esta leyendo
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155.

156
157
158

159.

160.
161.
162.
163.

Alumno A:
este nuevo bato

. Alumno F:
. Alumno A:
. Alumno D:
michoacana
Alumno F:
michoacana
Alumno A:
Alumno D:
Alumno C:
Alumno A:

164.

165.

167.

Alumno E:

se presentd en Apatzingan pero ponle versos

los destructores
los rostros sagrados
los rostros sagrados pero son de la seleccion

gue vengan a ver los toros de seleccion
Si

no, fueron los de,...

y vas empezar, que le vamos a poner
no sé, electro, panda, rosa

podemos hacerle un paro a sami como los

barbaros de los divinos de
166.

Alumno D:

168.

169.

Alumno C;:

170.

171.

Alumno D:

172.

173.

Alumno E:

174.

175.

Alumno D:

176.

177.

Alumno F;

178.

179.

Alumno D:

180.

181.

Alumno E:

182.

183.

Alumno F;

184.

185.

Alumno A:

186.

187.

Alumno C;:

188.

189.

190.

191.

192.

193.

Alumno E:

Alumno C;:

Alumno E:

Alumno F;

Alumno D:

los toros divinos del profeta dias
que

y que como le estan poniendo
¢? ganaderias que malboro
mano a mano

tengo una idea mejor

de que

de los toros de Joan Sebastian
de rancho barriga

si rancho barriga

ya valié barriga

rancho barriga

ya valié barriga

quiero su amistad

el contrato era por cuanto

de quince6. En serio

Principio de
interaccién

Principio de
interaccion

Principio de
interaccion

Principio de
interaccion

Principio de
actividad
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284. Mtra.: Y entonces asi como van aca a Nahuatzén Principio de

realidad

285. Alumno D: ahi si conviene pues

286. Mtra.: A porque ahi les dan Principio de

actividad

287. Alumno D: porque ailes dan palmas

288. Mtra.: ¢7?

289. Alumno D: no por ejemplo ahi como van palmas no se le | Principio de
gana al jefe de cuadrilla si no que llevan palmas y ahi para que te | interaccion
anoten te cobran quinientos

290. Mtra.: Ha Principio de

realidad

291. Alumno D: porque ya no le dan nada

292. Mtra.: Entonces ahora si todo lo de las palmas para el
jinete

293. Alumno D: siai silo que te den

294, Alumno F: a i si te dan feria como unos seiscientos Principio de

interconexio

295. Mtra.: No a veces hasta cinco mil o a si n

296. Alumno D: seis siete mil

Principio de

297. Alumno A: pero lo dan por familia no interaccion

298. Alumno D: si

299. Alumno A: porque yo una vez fui a los toros y luego al

jinete le regalaron una sala y no sé qué y dinero como diez mil

pesos
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300. Mtra.: Porque ahi los que dan el regalo son las “marichas” | Principio de
y en la casa de la maricha hacen fiesta interaccién
301. Mtra.: Y entonces todos los que estan y todos los
padrinos y familiares llevan algo para la palma entonces pueden
llevar dinero, pueden llevar cobijas y otras cosas
Principio de
302. Alumno D: si lo que tiene es que te dan como unos actividad
cinco mil y a través salen unos quinientos y como el padrino da
otros 500 y van saliendo de todas partes y ay te van dando mas y
asi Principio de
realidad
303. Alumno A: cuanto dan
304. Alumno E: mejor me voy a casar con la maricha mejor
305. Alumno A: dos
306. Mtra.: No algunos si se casan con la maricha
307. Alumno F: y de rato se pueden ¢? A si Principio de
interaccion
308. Alumno D: como quitar a si
3009. Alumno F: ee por cinco mil pesos
310. Alumno D: si ....
311. Mtra.: Pero imaginate
312. Alumno D: pero ahi mismo se va es que como por Principio de
ejemplo a veces si como cuando van a si nomas ¢,? Les dan interaccion
chance
313. Alumno C: les dan chance a los padrinos
314. Alumno D: no les dan chance a si por cuadrilla como a
uno o a dos no mas por ejemplo a todos los deméas van ya. Y por | Principio de
ejemplo a uno que llevas te dice saca las chelas o a si realidad
315. Alumno C: -¢7?
Principio de
316. Alumno D: y el que te lleva ya wey alivianame con algo o | actividad
a si el dinero se va yendo
317. Mtra.: Y también la palma vea Principio de
interaccién
318. Alumno D: si la palma también se la tienes que repartir o
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no es que te dan un chingo

3109. Alumno A: ¢? ayudame con algo
320. Alumno D: y siempre es asi pues, y cuanto
Principio de
321. Mtra.: Y cuando los accidentes actividad
322. Alumno D: también pues ahi
Principio de
323. Alumno F: casi todo uno anda quebrado de las costillasy | interaccion
otro también del pie y otro de la columna y a si cuando van a si guiada
nomas ya cuando acabamos de juntar todo les damos unos
doscientos trescientos
324. Mtra.: Y cuando es por contrato eso no les cubre el Principio de
contrato interconexio
n
325. Alumno D: no
326. Alumno A: es que las aseguradoras por lo general dicen
gue no
327. Alumno A: aja
328. Alumno D: poner seguro de jinetes es una perdida ahi
329. Mtra.: Entonces el siguiente ejercicio para terminar
330. Alumno C: movimiento de cuerpos celestes
331. Alumno A: ¢?
332. Alumno F: tiene buenos movimientos
333. Alumno A: si ¢?
334. Alumno F: ¢?
335. Mtra.: Cuanto dura una vuelta de la luna que tanto saben
de astronomia
336.
337. Alumno C: u bien poquito
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338. Mtra.: Cudl es la distancia de la tierra al sol Principio de
interconexio

339. Alumno A: nomas que el equinoccio se da el veintiuno y | n

va a pegara

340. Mtra.: Que es el equinoccio
Principio de

341. Alumno A: es cuando ¢? cuando es el dia dura mas actividad

342. Alumno F: porque es mas

343. Mtra.: Pero por que dura mas? Principio de
interconexio

344. Alumno A: porque es el mas largo de la rotacion de n

345. Mtra.: Como se mueve

346. Alumno A: con forma eliptica

347. Mtra.: Como Principio de
niveles

348. Alumno A: eliptica

349. Mtra.: Quien con quien Principio de
interaccion

350. Alumno A: ee uumm maestra quien es el ¢? en el centro

351. Alumno D: va ser este con
Principio de

352. Alumno C: con el que sea interconexio
n

353. Alumno A: pues no muy en el centro pero es el sol

354. Mtra.: Entonces este, fijense hay muchos movimientos

355. Alumno A: pero el sol siempre guia

356. Mtra.: A pues como

357. Alumno A: pues si

358. Mtra.: A ver porque es equinoccio

359. Alumno A: no le estoy diciendo
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360.

361.

362.

363.

364.

Mtra.: A ver

Alumno A: pues es cuando el dia dura més es el dia mas
largo

Mtra.: Pero por que dura mas

Alumno A: pues yo le estoy, pues cuando esta en el
punto mas lejano el sol de la tierra

Mtra.: A ha entonces eso tiene que ver desde uff desde el
tiempo de galileo ya se habian conocido todo esto de los
movimientos tanto de la luna como del sol, bueno ustedes saben
gue han estado cambiando las ideas del centro del universo a
ver en este tiempo, porque si se fijan en los ejercicios les dije
gue ibamos ir viendo asi como como fue e como fue avanzando
las matematicas a través de la historia. Reparticion de tierras
pues es antes, pero ya después mas para aca ya el origen de
donde esta el sol, donde esti la tierra, pues también ha ido
cambiando; Hay teorias que dicen que la tierra estaba en una
plataforma

Principio de
niveles

Principio de
interconexio6
n

Principio de
niveles

365.

366.

Alumno D: ¢? Que atlas

Mtra.: Si si, entonces en este tiempo ya de conocer el
movimiento de los cuerpos celestes este pues ya es el tiempo de
galileo incluso antes tenian que ver mucho la religion no podia
decir alguien que no pero este, antes se creia que la tierra era la
gue estaba en el centro y que el que daba vueltas era el sol,
pero ya los que trabajaban en ese tiempo en la ciencia pues se
dieron cuenta de que era al revés de que el que estaba en el
centro era el sol y los que estaban a las orillas eran los planetas,
gue los planetas y que los planetas giraban en forma electica
alrededor del sol entonces la trayectoria de la tierra e pues e
como es elipse hay épocas en que esta mas cercas del sol y hay
épocas cuando esta mas alejado y donde estd mas alejado es
pues es cuando tarda mas mas tiempo el dia ¢ por qué cuanto
tarda un dia?

Principio de
interaccion

Principio de
interconexi6
n

367.

368.

369.

370.

371.

Alumno A: veinticuatro horas
Mtra.: Seguros

Alumno A: si

Alumno C: no

Alumno D: no

Principio de
niveles

Principio de
actividad

269




ANEXO D. RELATOS DE LAS GRABACIONES

372. Alumno E: no
373. Alumno D: el dia Principio de
realidad
374. Alumno D: dura como amanece como a las seis treinta
verdad
375. Alumno A: no es la luz del dia
376. Alumno E: la luz del sol
377. Mtra.: Hee
378. Alumno A: es la luz del sol lo del dia
379. Mtra.: Es que como se define un dia Principio de
interconexi6
380. Alumno A: por veinte y cuatro horas n
381. Mtra.: no eso ya eso es mas moderno e la definicion del
dia era cuando sale el sol y cuando se mete el sol
Principio de
382. Alumno C: cuando sale el sol y se mete el sol reinvencion
guiada
383. Mtra.: Entonces el sol no sale todos los dias a la misma
hora ni se mete a la misma hora
Principio de
384. Alumno C: qué tal si le da flojera interaccion
385. Alumno B: si
386. Alumno D: un dia se le pegan las cobijas y queda
empernado Principio de
reinvencion
387. Alumno C: heee guiada
388. Mtra.: A ver entonces con la informacion que ustedes
tienen de la duracion del dia de los movimientos planetarios
planteen un ejercicio
389. Alumno E: en un verano en un verano que hacen sale
mas temprano sale méas temprano el sol vea
390. Alumno E: no
391. Mtra.: en verano son los dias mas largos Principio de
niveles
392. Alumno C: eso lo vimos con la maestra
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393. Mtra.: Y en diciembre son los dias mas cortos

394. Alumno C: mas cortos es por el cambio de horario

395. Alumno E: si con razén

396. Mtra.: Bueno no es por el cambio de horario es porque el | Principio de

sol sale més tarde y se mete mas temprano niveles

397. Alumno E: es que le da més frio maestra

398. Alumno C: como es diciembre Principio de
interconexio6

399. Mtra.: Y por eso es mas frio pero también la radiacion n

pega mas directa

400. Alumno E: ya casi me voy a dormir

401. Mtra.: Entonces para terminar hagamos eso y nos vamos

402. Alumno E: pablo Principio de

403. interaccion

404. Alumno A: he

405. Principio de

406. Alumno E: “Pablis” realidad

407.

408. Alumno A: que paso

409.

410. Alumno E: cualquier problema Principio de

411. interconexio

412. Alumno C: que no es la de galileo sobre la tierra n

413.

414. Alumno A: yo pensé que la cuadrilla de jinetes

415.

416. Alumno E: no es cierto Principio de

417. reinvencion

418. Alumno A: su pues neta preguntale al moja mayor guiada

419.

420. Alumno E: este

421.

422. Alumno D: porque ningin mes tiene treinta y cinco dias

423.

424. Mtra.: ¢Por qué?
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425. Alumno E: porque los mayas a si lo predijeron

426. Mtra.: No

427. Alumno D: porque los calendarios no tienen

428. Mtra.: Como es que como se hace un calendario

429. Alumno E: basado en los equinoccios

430. Alumno A: en los movimientos remotos

431. Alumno F: hey, sies cierto

432. Alumno C: en el movimiento de las ostras

433. Alumno E: las ostras

434. Alumno A: en

435. _ Alumno D: como se llama el dar la vuelta la tierra al sol
rotacion no

436. Alumno A: ponle cuantos dias tarda en dar la vuelta

437. Alumno D: la tierra

438. Alumno E: el sol a la luna

4309. Alumno C: ¢? El sol a la luna

440. Alumno D: el sol a la luna

441. Alumno D: cuanto tiempo tardan en hacer en ese mismo
punto

442. Mtra.: O alinearse
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443, Alumno C: cuantas veces da la vuelta la luna en la tierra | Principio de
este ¢,? interaccion
444, Alumno A: hee yo tampoco le pongo tanto nivel
445, Mtra.: Cuantas vueltas da la luna en una afio o en una
vuelta que da la tierra alrededor del sol
Principio de
446. Alumno C: a eso es lo que iba a decir reinvencion
guiada
447, Mtra.: Pero es cuestién de o sea fijense la idea esta bien
pero a veces lo que se nos cuesta trabajo es la
448. Alumno A: la redaccion
449, Alumno E: el escrito
450. Mtra.: Primero es la idea y después escribirlo en forma
escrita.
451, Mtra.: Ya para la siguiente clase que nos veamos va
hacer el trabajo de la forma escrita a la forma .....
452, Alumno A: esto se lo traigo de tarea Principio de
interaccion
453. Mtra.: No. Les voy a dejar otra tarea no se preocupen
454, Alumno D: Aa
455. Alumno E: aaa
456. Alumno C: aaaa
457. Alumno A: ha
458. Mtra.: No, no les voy a dejar tarea
459, Alumno F: mira fijense como se exaltan
460. Alumno A: cuénto tarda en dar una vuelta la tierra al sol
461. Alumno F: auméntale unos sesenta Principio de
niveles
462. Alumno D: si mejor la tierra al sol
463. Alumno A: ay ya le ponemos trescientos sesenta y cinco
verdad maestra
Principio de
464. Mtra.. Pues es que ahi depende mucho de los | reinvencion

273




ANEXO D. RELATOS DE LAS GRABACIONES

conocimientos que ustedes que ustedes tengan

465. Alumno E: y donde lo escribimos maestra porque ya no
me cabe.

466. Mtra.: A ver a ver ahorita en ¢,?

467. Alumno D: cuantas vueltas da

468. Alumno A: cuantos

469. Alumno D: ponle cien en el dia a final de cuentas vamos
aver.

470. Alumno A: si para que veamos cuantas vueltas da la
tierra

471. Alumno E: como es que lo habias hecho ta

472. Alumno C: son poquitas; tenia cuantas vueltas da la luna

alrededor de la tierra en este un afio o

473. Alumno E: ya hay asi
474, Alumno A: ya asi
475. Alumno E: da un afo

guiada

Principio de
interaccion
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476. Mtra.: Y esa respuesta me la traen de tarea

477. Alumno A: sale y vale maestra

478. Alumno D: cuantas vueltas da la luna alrededor del sol
479. Mtra.: Noo, bueno también la pueden traer del sol si lo

ven como un resortito moviéndose

480. Alumno C: porqué estas metiendo la hoja

481. Alumno D: ya acabamos

482. Alumno E: deja término

483. Mtra.: Muy bien entonces ya me pueden ir dando las

hojitas

484. Alumno A: podemos salir

485. Mtra.: Pues nace, depende de su maestro que ¢?

486. Alumno E: sin nombre verdad
---------------------------------- Segunda sesion--------

487. Mtra.: Ya

488 Alumno E: tres mil cien el dia del taller.

489. Mtra.: A ver, hoy vamos empezar a elaborar ejercicios de

cuando hay cambios, se acuerdan el Ultimo ejercicio de la clase
pasada.

490. Alumno A: si

491. Mtra.: Cual era

492. Alumno C: lo del movimiento de los de los astros.

493, Alumno A: aja.

494, Mtra.: Y con el movimiento de los astros hay cosas que lo

relacionan ya desde hace ya mucho tiempo como los horéscopos
este antes también se usaban en el tiempo de siembra, para el
tiempo de pesca, a ver entonces, ustedes diganme algun
fendbmeno que crea que cambia con el tiempo.

495. Alumno E: algun fendmeno que cambia con el tiempo
496. Alumno A: el clima.

497. Mtra.: como cambia el clima.

498. Alumno C: dependiendo de la humedad va cambiando la

temperatura, por ejemplo un dia puede un dia puede estar
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lluvioso (y al siguiente dia puede amanecer con mucha nieve o
puede amaneces con mas frio.

Mtra.: Bueno ahorita esos cambios climéaticos es un
problema que ya no se puede establecer como antes, antes
estaba bien establecida en tal mes llueve, en tal mes hace aire,
ahora en cualquier mes del afio llueve, en tal mes hace frio, pero
bueno supongamos que si lo es .... Digan otras cosas que sean
mas claras, que si la pueden calificar que no quede lugar a duda,
por ejemplo; ustedes cuando nacieron tenian un peso, una talla 'y
cuando fue pasando el tiempo estas caracteristicas cambiaron.

500. Alumno C: perdén

501. Alumno E: yo engorde pero luego baje.

502. Alumno A: yo también maestra estoy mas gorda.

503. Mtra.: La siguiente actividad que quiero que realicen es la

siguiente: en una tabla de dos columnas escriban en una de ellas
la edad y en la otra su estatura comenzando desde que nacieron
(los datos no tienen que ser exactos).

504. Alumno A: listo maestra.

505. Mtra.: ¢ya terminaron?

506. Alumno C: No

507. Alumno B: ya casi

508. Alumno G: asi maestra.

5009. Mtra.: si muy bien

510. Mtra.: Vamos a ver otro ejemplo de un fenémeno que

cambie con el tiempo, mmm la milpa; pues como,
tardara en crecer la milpa?

Jcuanto

511. Alumno E: de cuando siembran a cuando salen
512. Mtra.: Si.

513. Alumno E: como unas tres semanas yo creo.
514. Mtra.: Pero en alcanzar los dos metros

515. Alumno E: a pues no.

516. Alumno C: como unos tres meses no.

517. Alumno E: mas

518. Alumno C: no abril, mayo, junio, agosto.

519. Alumno E: como medio afio casi.

520. Alumno B: medio afio entonces.

521. Alumno A: aja.

522. Mtra.: Escriban en un parrafo eta idea en forma de un

ejercicio

523. Mtra.: Entonces fijense ahi si pueden decir al mes crecid
tanto a los dos meses e creci6 tanto y no pueden decir que al
tercer mes en vez que hubiera aumentado haya disminuido
porgue es una cosa que siempre va variando pero asia un
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sentido, que otra cosa pueden relacionar con de esta forma asi
como les digo en este ejercicio otro fendmeno que ustedes
conozcan cosas que van creciendo pero que no pueden
regresarse al mismo tiempo, porque por ejemplo pueden decir
engordaste o que dijiste eso lo vamos a tratar mas adelante.

524. Alumno E: engorde y después rebaje.

525. Mtra.: A ha pero cuando tenias diecisiete tenias un peso,
cuando tenias dieciocho tenias un peso mayor, cuando tenias
diecinueve volviste a tener el de diecisiete pero es diferente
porque ya no tienes diecisiete aflos entonces a cada edad le
corresponde un peso o cada edad le corresponde un tamafio e
gue mas.

526. Alumno B: los arboles.

527. Mtra.: Los que.

528. Alumno B: los arboles.

529. Mtra.: Los arboles el crecimiento de los arboles casi,

cualquier crecimiento esta relacionado con variar.

530. Alumno E: economia.
531. Mtra.: De qué.
532. Alumno C: la migracién no, porque los migrantes también

varian o no.

533. Alumno E: la migraciéon si.

534. Mtra.: Este depende hay unas cosas que son mas bien
ciclicas no tanto que vallan evolucionando.

535. Mtra.: por lo pronto vamos a seguir trabajando con los
ejercicios de crecimiento; los ejercicios que redactaron realicen la
tabla de las dos columnas y después traten de graficar esos
datos.

536. Alumno A: vamos a copiar los de los comparieros

537. Mtra.: primero solo los que ustedes redactaron eso que
dices es la siguiente actividad.

538. Alumno G: asi maestra

539. Mtra.: si asi, ayGdale a tu compafiero

540. Mtra.: cdmo vas

541. Alumno B: no escribi el ejercicio de la milpa.

542. Mtra.: Dime tu ideay te ayudo

543. Alumno B: de cuando van creciendo en los meses.

544. Mtra.: poder ser que el enunciado empiece diciendo que

tu vas a sembrar maiz en el mes de mayo, y que en el mes de
junio las plantas de maiz mide no se tu sabes eso, después en el
mes de julio volviste a medir la altura de las plantas y ya tenian
determinada altura después en agosto.

Si me entendiste.

545. Alumno B: si
546. Alumno C: cuales son los fenémenos que son ciclicos
547. Mtra.: Por ejemplo las mariposas monarca este hacen su

recorrido cada afio pero ya es un ciclo por que las que se van no

guiada
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son las mismas que las que llegan.

548. Alumno E: no pero maestra sigue si sigue también lo de
la evolucion asi como las libélulas que eran de un tamafio
enorme.

549. Mtra.: A ha.

550. Alumno E: y tuvieron que evolucionar a un tamafo
pequefio para poder sobre vivir.

551. Mtra.: Ha si si.

552. Alumno E: ésea qué.

553. Mtra.: Pero con ¢?7.

554. Alumno E: eso también con el tiempo también.

555. Mtra.: Si.

556. Alumno E: con las, por los diferentes factores también
pueden sacar.

557. Mtra.: si casi cualquiera evolucion de cualquier animal

este el crecimiento de la poblacién u que mas con fenémenos
naturales.

558. Alumno A: huracanes

550. Mtra.: Uumm

560. Alumno E: no

561. Alumno A: si

562. Mtra.: a ver expliquen como.

563. Alumno A: Por los cambios climéticos y la depredacion

del medio ambiente.

564. Mtra.: pero como se puede decir o predecir eso, hay o no
hay huracén, en qué mes y en qué lugar, cuando ocurre eso, etc.
hace algunos afios los adultos mayores tenian conocimientos de
esas cosas, también se tenian bien establecidos los meses y los
lugares posibles y tu pedias predecir, bueno ahora hay una forma
de hacer eso al registrar los fenbmenos por ejemplo en el afio
dos mil cinco revisar si hubo o no huracanes y en donde en el
afo dos mil seis hacer un registro y bla blabla y n | el afio dos
mil quince asi de varios afios ya vas a tener una posible
prediccion para préximos afios pero no se comportan de forma
igual, vamos a ver un fenémeno de crecimiento; por ejemplo los
conejos ¢ Cuantos conejos tienen las conejas?

565. Alumno E: dependiendo no.

566. Mtra.: Uuummm si pero cuantos creen, 6 sea, hay como
un promedio.

567. Alumno C: como unos diez.

568. Alumno E: no nooooo.

569. Alumno A: yo nunca he tenido conejos.

570. Alumno B: ni yo.

571. Mtra.: A ver bueno las personas.

572. Alumno E: yo conozco una sefiora que tiene entre doce y
algo jajaja.
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573. Mtra.: No pero cuantos hijos pueden tener las mamas.

574. Alumno E: cuantos pues unos traen seistillisos.

575. Mtra.: Aja pero lo mas comun.

576. Alumno E: uno.

577. Alumno A: uno.

578. Mtra.: Entonces a ver supdn que una mama tiene un hijo
cada afio cuantos va a tener en quince afios.

579. Alumno A: Quince.

580. Alumno E: siete y medio.

581. Mtra.: Porque siete y medio.

582. Alumno B: Sitiene uno cada afio pues quince.

583. Alumno E: aja.

584. Mtra.: Bueno.

585. Alumno C: siete y medio, jajaj.

586. Alumno E: no maestra es imposible casi.

587. Mtra.: Que? a pues si.

588. Alumno E: ¢si se puede?

589. Alumno B: si.

590. Alumno C: que me perdi.

591. Mtra.: Que no se puede tener quince hijos uno cada afio.

592. Alumno C: si se puede pero seria pues desgastante no.

593. Mtra.: Ha pero, si es posible

594. Alumno C: de que se puede se pude.

595. Alumno E: pues as de cuanta apenas va a tener uno y ya
va estar embarazada de otro.

596. Alumno B: si se puede.

597. Mtra.: No porque son nueve meses si se puede.

598. Alumno C: como le hacian antes tenian uno chiquito y ya
con el otro cargado.

599. Alumno E: es que no tenian tele.

600. Mtra.: A ver lo que quiero que hagan que ustedes
redacten un ejercicio donde se vea el cambio en el tiempo.

601. Alumno A: un ejercicio donde se vea el cambio en el
tiempo.

602. Mtra.: Aja.

603. Alumno A: hasta yo que soy el camardégrafo.

604. Mtra.: Si ya este ponen pause y horita le continuamos.

605. Alumno A: yo paso el de Juan Carlos.

606. Mtra.: A ver leerlo.

607. Alumno A: una mujer sexualmente activa tiene un hijo

aproximadamente al afio si actualmente tiene dieciocho afios
cuantos hijos tendra a los treinta y siete afios sabiendo que ya
tiene tres hijos.

608. Mtra.: A ver a quien le gustaria resolver ese.

609. Alumno F: a ver préstamelo.
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610. Alumno D: préstalo.

611. Alumno F: una mujer sexualmente activa.

612. Alumno D: adicta al jajajaja.

613. Mtra.: A ver el siguiente.

614. Alumno E: yo.

615. Mtra.: Ya déjaselo a él ese ejercicio.

616. Alumno E: tres gallinas ponen dos huevos por dia

durante dos meses y medio, cuantos huevos en total ponen las
tres gallinas durante esos dos meses y medio.

617. Mtra.: Quien quiere ese.

618. Alumno F: que lo repita de nuevo.

6109. Alumno D: que.

620. Alumno E: le borro la respuesta.

621. Mtra.: Eee si.

622. Alumno G: Ya pues un ejemplo entre los dos.
623. Alumno E: no falta.

624. Alumno C: el pato quiere la respuesta.

625. Alumno G: pues ahi esta esto de los cuatro.
626. Alumno A: pues de una vez pato.

627. Mtra.: Ya pasaselo.

628. Alumno E: (emaname).

629. Alumno F: (emaname).

630. Mtra.: A ver quién va a leer Ireri o0 Gina.

631. Alumno C: ya acabaste Ireri.

632. Alumno B: si.

633. Alumno C: para ponerlo.

634. Alumno B: dice un par de conejos tienen diez conejos

cada tres meses cuantos conejos tendran en seis afos.

635. Alumno A: apoco todo el tiempo los conejos.

636. Alumno B: si.

637. Alumno C: sin parar.

638. Mtra.: A ver este ya nada mas faltas tu verdad, a ver lee

el tuyo Gina y que escoja cualquiera de los dos.

639. Alumno C: maria tiene doce afios y su mama veintiocho,
cuantos tenia la mama de maria cuando ella tenia 12 y cuantos
tendrd Maria cuando su mama tenga cincuenta.

640. Alumno G: mejor ese.

641. Mtra.: Pues pasenselo ese.

642. Alumno C: cuél.

643. Alumno G: el de ahi.

644. Mtra.: y el otro lo van a resolver entre los que ya los
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hicieron.

645. Alumno C: queeee

646. Alumno A: que lo haga Ireri

647. Alumno C: que haga Ireri que fue la que dijo.

648. Alumno B: entonces aqui no o que donde sea.

649. Mtra.: Ya.

650. Alumno A: siira yo te dejo este lugar aqui.

651. Alumno E: y yo que adonde.

652. Alumno B: pues ahi.

653. Alumno E: no quiero estar a tu lado ya lo sabes.

654. Alumno D: midieron ciento cincuenta huevos.

655. Alumno E: 6sea qua dividir el afio en los meses que son
tres meses son serian los estos.

656. Alumno C: doce doce entre qué.

657. Mtra.: no los estan haciendo, hablen en voz alta para que
los oiga, a ver quién acabo de aqui.

658. Alumno A: doce entre tres

659. Alumno C: doce entre tres.

660. Alumno D: e me dieron ciento cincuenta huevos.

661. Mtra.: Que hiciste.

662. Alumno B: 4.

663. Alumno E: igual a cuatro.

664. Alumno D: este pero dice que tres gallinas ponen tres
huevo por dia en durante dos meses y medio.

665. Alumno C: cuatro.

666. Alumno E: ahora esos cuatro.

667. Alumno C: los multiplicamos por los diez conejos que
tiene la pareja.

668. Alumno B: cada afio.

669. Alumno E: cuatro por diez igual a cuarenta.

670. Alumno C: son cuarenta los que tiene al afio.

671. Alumno D: cuantos huevos en total ponen las gallinas
durante esos dos meses y medio.

672. Alumno E: son cuarenta por seis no.

673. Alumno D: suponiendo que los meses los tamos

poniendo de treinta dias.

674. Mtra.: A ahi eso ponlo ahi suponiendo que los meses
tienen treinta dias.

675. Alumno C: aja.

676. Alumno E: igual a.

677. Alumno C: seis cero doscientos cuarenta.

678. Alumno A: doscientos cuarenta mas o menos.

679. Mtra.: Todos hagan todo lo que consideren importante ahi
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pénganle en la hoja todas las personas que traigan.

680. Alumno C: doscientos cuarenta y medio cuanto son.

681. Alumno E: dos.

682. Alumno C: dos.

683. Alumno E: que serian.

684. Alumno B: veinte.

685. Alumno E: veinte.

686. Alumno C: veinte doscientos.

687. Alumno B: doscientos sesenta.

688. Alumno C: mas sesenta, no mas veinte.

689. Alumno E: mas veinte.

690. Alumno C: mas veinte que son el medio afio.

691. Alumno A: mas veinte si.

692. Alumno B: doscientos sesenta.

693. Alumno C: aja.

694. Alumno E: pero no mas veinte veda

695. Alumno C: si.

696. Alumno E: igual a.

697. Alumno A: doscientos sesenta conejos.

698. Alumno E: mas esto ya se multiplica por que son dos
conejos.

699. Alumno C: pero es que he ésea un par de conejos te

refieres a que los dos son conejas.
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700. Alumno E: dos ponen o nomas uno.

701. Alumno C: o que o que los dos conejos son una pareja
€s0S eso0s.

702. Alumno B: son una pareja.

703. Alumno C: a entonces asi.

704. Mtra.: y eso pénganlo ahi suponiendo que la pareja es un
hembra y un macho.

705. Alumno E: a ver ya escribele.

706. Alumno C: suponiendo que los dos conejos son hembra y
macho.

707. Alumno B: que qué, los conejos.

708. Alumno C: son una pareja casada.

709. Alumno E: son novios.

710. Alumno C: son novios.

711. Alumno E: se quieren mucho por eso tuvieron tantos
conejos.

712. Alumno A: la chaca y coneja, cosita.

713. Mtra.: Cuantos conejos tuvieron.

714. Alumno C: doscientos sesenta.

715. Mtra.: Y si los quisieran vender a como los darian.

716. Alumno A: trescientos baros.

717. Alumno E: tan como a veinticinco.

718. Alumno C: como cincuenta baros cada conejo.
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719. Alumno A: es que son sementales.

720. Alumno B: casi mil pesos.

721. Mtra.: Que sera mejor tener gallinas ponedoras o conejos.
722. Alumno A: gallinas.

723. Alumno E: los conejos comen mas también.

724. Alumno D: conviene mejor tener puercos.

725. Alumno A: cuchis.

726. Alumno C: qué se reproducird mas rapido un conejo o

una gallina.

727. Alumno E: los conejos los conejos.

728. Alumno A: pero que se consume Mmas.

729. Alumno C: que se reproducira mas.

730. Alumno E: eso a mi no me interesa simplemente.
731. Mtra.: No si.

732. Alumno E: hay compradores que te compran

dependiendo el producto.

733. Alumno D: no los conejos casi no los compran.

734. Alumno C: pero es que también depende de para que
los quieres.

735. Alumno A: si cierto y a mi me duele matar un conejo.
736. Alumno E: para nacatamales.
737. Alumno D: yo siento, que se distribuye mejor la

mariguana y mas rapido.

738. Alumno E: hoy nada que ver marihuana, hoy ese esta
moto maestra saquelo del salon.

739. Alumno A: saquelo Maestra

740. Mtra.: Este, ahora quien expone sus problemas resueltos,
ponganse de acuerdo quien lo va a pasar a exponer al pisaron.

741. Alumno B: safo.

742. Alumno A: safo.

743. Alumno E: safo.

744. Alumno A: Gina.

745. Alumno C: yo por que

746. Alumno E: Dice que un par de conejos tiene diez conejos

en tres meses ¢cuantos conejos tendrd en seis afios y medio?
Cuéndo nos estamos refiriendo al par de conejos es de que es
una pareja el hombre y la mujer como quien dice hembra y
macho y pos son este tres meses tres meses y son diez conejos
en los tres meses, en estos tres meses son igual a diez conejos
0sea que van hacer seis afios y medio seis afios y medio.

747. Mtra.: a ver los que estan aca le estan entendiendo por
gue ahorita me lo van a platicar otra vez y a resolver ustedes,
apuntenlo porque este ahorita me lo van explicar y si no le estéan
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entendiéndome pues preguntenme.

748. Alumno E: ahora si lo que hicimos nosotros fue sacarle al
afio los meses que son este doce meses por afio dividimos entre
los meses que son los tres cuantos tiene serian doce entre tres
igual a cuatro y de ahi este multiplicamos verdad, multiplicamos
los que es cuatro por los diez, los cuatro meses que serian por
afio y por los diez conejos que son por cada afo, serian cuatro
por diez igual a cuarenta, y de ahi este multiplicamos los
cuarenta por seis afios, serian seis afios cuarenta por seis.

749. Mtra.: Tienen diez conejos o diez parejas.

750. Alumno E: diez conejos.

751. Mtra.: y no que dos son pareja.

752. Alumno E: no.

753. Mtra.: Entonces cuantas parejas tienen.

754. Alumno E: nomas es una pareja.

755. Mtra.: A ya los tres meses tienen diez conejos.

756. Alumno E: es una pareja diez conejos aja. Por eso ya

multiplicamos los cuarenta por los seis afios que no sale
doscientos cuarenta mas el medio afio que ahi anda sobrando
gue son los que como quien dice dos veces mas estos serian los
conejos mas de ese medio afio le sumamos a estos doscientos
cuarenta los veinte que serian doscientos sesenta esos seis
afios y medio.

757. Mtra.: no te pusieron atencion pero a ver.

758. Alumno E: no pues.
759. -
760. Mtra.: A ver quiero que hagan una mesa cuadrada vamos

a trabajar en una mesa redonda todos al mismo tiempo.

761. Alumno E: ya me siento, gracias por su atencion.
762. Alumno A: un fuerte abrazo al compafiero Fer bravo.
763. Mtra.: deja veo si puedo conseguir las notas que te

hacen falta.

---Tercera seccion -

764. Mtra.: Hola Buenos dias

765. Alumno A: quien sera el camarégrafo hoy

766. Alumno B: que sea Gina

767. Alumno G: sile toca a Gina

768. Mtra.: Quieres Gina

769. Alumno C: ya que

770. Mtra.: vamos a continuar con el tema pero ahora vamos a

trabajar en forma diferente, ahora vamos a seguir leyendo el
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material que les di hace dos clases, ustedes me van ayudar a
leer por parrafos uno a la vez. Comiencen donde empieza con
simbolos.

771. Alumno A: Simbolos. Existen objetos y documentos
antiguos en donde se encuentran los planteamientos a
problemas de su tiempo, de los planteamientos que se tiene
conocimiento estan por ejemplo las tablillas de barro que datan
de afios 1900 a. C., en escritura con simbolos que contienen
ternas pitagéricas, el calendario babilénico donde, por ejemplo,
se observan figuras geométricas para medir la distancia de la
tierra a los planetas. También son conocidos los papiros egipcios
como el de Moscu que data de 1850 a. C., la cultura griega

772.
773.
al lado.
774. Mtra.: Revisen lo que hicieron sus compaferos y pongan
una palomita si creen que esta bien

Mtra.: En su libreta dibujen un simbolo
Mtra.: Terminaron? Pasen su libreta a su compafiero de

775. Alumno A: ponme la palomita carnal.
776. Alumno C: compa tu también ponme una palomita.
777. Mtra.: Ahora pongan un nombre al simbolo de sus

compafieros y regresen las libretas.

778. Mtra.: revisen el nombre que pusieron sus comparieros a
sus simbolos. Era lo que ustedes estaban pensando al realizar el
dibujo.

779. Alumno A: no pus no

780. Mtra.: ahora ven la importancia de estar de acuerdo en
tener un consenso sobre las definiciones?

781. Mtra.: seguimos con la definicion de simbolo
782. Alumno B: Definicién
Simbolo. EIl concepto de simbolo (una palabra que deriva del

latin simbdlum) sirve para representar, de alguna manera, una
idea que puede percibirse a partir de los sentidos y que presenta
rasgos vinculados a una convencion aceptada a nivel social. El
simbolo no posee semejanzas ni un vinculo de contigliidad con
su significado, sino que sélo entabla una relacién convencional...

783. Alumno B: ese no sabe leer
784. Alumno A: Que lea Ireri mejor
785. Mtra.: Todos tienen que leer asi que mejor pongan

atencion porque me van a explicar lo que lea su compafiero

786. Mtra.: De acuerdo a la definicibn que leyé su compafiero
creen ustedes que su dibujo cumple con los requisitos para ser
simbolo?

787. Alumno A: es que, maestra primero hubiéramos leido la
definicion.

788. Mtra.: Bueno, la idea de esta actividad es precisamente
que ustedes se den cuenta de lo importante que es una
definicion, pero también no estaban tan apartados de la realidad.
Inocentemente 0 conscientemente ustedes tienen algunos
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criterios para elaborar su dibujo si no, no lo habrian hecho, pero
claro no lo tenian bien identificado y por eso es posible que les
halla falta algun elemento.

789. Alumno B: por eso decia

790. Alumno A: aaa

791. Mtra.: Sigamos con la lectura.

792. Alumno C: El plano cartesiano es un sistema de

referencias que se encuentra conformado por dos rectas
numéricas, una horizontal y otra vertical, que se cortan en un
determinado punto. A la horizontal se la llama eje de las abscisas
o de las ‘equis’ y al vertical eje de las ordenadas o de las ‘yes’, en
tanto, el punto en el cual se cortaran se denomina origen.

793. Mtra.: Quien sabia lo que es un plano cartesiano

794. Alumno C: yo

795. Alumno G: también

796. Mtra.: Recuerden que uno de los ejercicios que

elaboraron les pedi que graficaran sus datos.

797. Alumno A: Si

798. Alumno G: si

799. Mtra.: Alguien tuvo problemas para graficar sus datos

800. Alumno A: No

801. Mtra.: y se sabian la definicion de plano cartesiano

802. Alumno A: si pero, no bien

803. Alumno B: no

804. Alumno C: yo si me la sabia

805. Mtra.: Me puedes decir la definicion pero sin leer tus
notas

806. Alumno C: no pues maestra, asi no se vale

807. Mtra.: Miren, en ocasiones nos equivocamos al decir que

no conocemos alguna definicion porque no la sabemos recitar,
pero si conocemos sus elementos que la definen y su rol que
tienen con eso es suficiente.

808. Mtra.: Saben que es la abscisa.

809. Alumno A: la de las equis “X”

810. Mtra.: pero que es

811. Alumno A: es la linea de abajo

812. Mtra.: abajo, que abajo. Si se fijan debemos de tener

mejor control de los elementos que necesitamos. En principio
necesitamos un marco de referencia, por eso los dos ejes y los
acomodamos perpendicularmente entonces a uno se le da el
nombre de las abcisas y al otro de coordenadas.

813. Alumno C: eso si, muy bien muy bien, jajaj

814. Mtra.: bueno lo que sigue del texto nos lo vamos a saltar

porgue son cosas que ustedes ya saben y solo lo puse ahi para
recordar, vamos a pasarnos hasta donde empieza lo de funcion.

Principio de
niveles

Principio de
interconexio
n

Principio de
niveles

Principio de

actividad

Principio de
niveles

Principio de
niveles

286




ANEXO D. RELATOS DE LAS GRABACIONES

815. Alumno G: en la pagina ...

816. Mtra.: No, no no, perdon en donde dice ecuaciéon. Pero
antes diganme que es una ecuacion

817. Alumno E: es una funcion

818. Mtra.: bueno aun no llegamos a esa parte pero entonces
gue es una funcién.

819. Alumno E: una expresion matematica

820. Mtra.: mmm, sigamos con el texto y cuando lleguemos a
funcién vemos si una expresiéon matematica es una funcion.

821. Alumno E: esta bien

822. Alumno B: Ecuaciones. Una ecuacion es una igualdad
matematica entre dos expresiones algebraicas, denominadas
miembros, en las que aparecen valores conocidos o datos, y

desconocidos o incognitas, relacionados mediante operaciones
matematicas.

823. Mtra.: que entienden por una expresion algebraica
824. Alumno E: una expresiéon matematica
825. Mtra.: si, se acuerdan que hicieron unos ejercicios donde

necesitaban poner el ejercicio que tenian de forma escrito a
formas algebraica.

826. Alumna A: Cuando teniamos el problema de las tortillas.
827. Mtra.: Recuérdenme que decia el gjercicio.
828. Alumno C: que el kilo de tortillas costaba 11 pesos y con

50 pesos cuantos kilos podiamos comprar
829. Mtra.: puedes pasar al pizarrbn a anotar tu expresion
algebraica

830. Alumno A: 50=11X+6

831. Mtra.: aja, esa X que representa entonces

832. Alumno A: el nimero de kilos que se puede comprar

833. Mtra.: sigamos con el texto

834. Alumno C: IncOgnitas y variables. Los valores conocidos

pueden ser numeros, coeficientes o constantes; y también
variables cuya magnitud pueda ser establecida a través de las
restantes ecuaciones de un sistema, o0 bien mediante otros
procesos. Las incégnitas, representadas generalmente por letras,
constituyen los valores que se pretende hallar...

835. Mtra.: En el ejercicio de las tortillas, la x representa una
variable si o no.

836. Alumno B: si

837. Mtra.: es una incégnita?
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838. Alumno B: no se

839. Mtra.: que entienden por una incognita.

840. Alumno B: algo que no conocemos.

841. Mtra.: entonces creen que la x es o0 no incégnita

842. Alumno A: puede ser.

843. Mtra.: supongan ahora que su mama les da un billete

para que compren dos kilos de tortillas, como quedaria una
expresion algebraica, pasa al pizarron Luis por favor.

844. Alumno A: Pero solo si me ayudan.

845. Mtra.: claro todos te vamos ayudar.

846. Alumno A: de cuanto es el billete

847. Mtra.: no sabemos.

848. Alumno C: pero nos vamos a gastar 22 pesos porque el
kilo cuesta 11 pesos

849. Alumno B: ponle una x al billete, y copia la expresion
anterior

850. Alumno A: x=22+y

851. Mtra.: que dicen ustedes

852. Alumno B: no quedaria al revés

853. Mtra.: como al revés

854. Alumno B: lax donde valay

855. Alumno A: Y=22+x

856. Mtra.: porque

857. Alumno A: yo he visto en los libros

858. Mtra.: generalmente en los libros ponen esas letras pero
ustedes le pueden asignar cualquier letra solo deben saber que
significa.

859. Mtra.: vamos a suponer diferentes cantidades al billete y

calculemos cuanto sobre, vamos a ponerlo en dos columnas para
después graficarlo.

860. Alumno B: eso es facil
861. Mtra.: nos puedes platicar tu idea
862. Alumno B: claro, suponemos que es de a 50 pesos,

entonces a 50 le quitamos lo que cuestan los dos kilos nos
sobran... 28, en la tabla pongo 50 en un lado y 28, después
supongo que es de 100, otro de 200 y uno de quinientos aunque
no creo que mi mama me de uno de quinitos.

863. Mtra.: que dicen los demas entienden lo que dice su
compafero.

864. Alumno A: si

865. Alumno C: yo no sé a cual le pongo “x” y a cual “y”

866. Mtra.: Le puedes explicar a tu compafiero como le hiciste.

867. Alumno B: si, voy o bienes

868. Mtra.: pueden juntarse con un compafiero para que
terminen la tabla y la grafiquen.

869. Mtra.: terminaron

870. Alumno C: ya maestra

871. Mtra.: quien pasa al pizarrén

872. Alumno A: le toca al de Paracuaro
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873. Mtra.: ni modo te toco, al pizarron
874. Alumno C: me da pena
875. Mtra.: todos te vamos apoyar en caso que lo necesitas,

adelante.

876. Mtra.: vez, lo hiciste muy bien.

877. Mtra.: ahora vamos a encontrar una recta que pase por
dos puntos de la grafica que ya tienen, pero quiero que vean
como a partir de datos también pueden obtener expresiones
algebraicas.

878. Alumno A: y como le vamos hacer

879. Mtra.: se acuerdan que vimos eso en el curso de primer
semestre, bueno los que llevaron mateméaticas conmigo, pero los
otros profes también lo vieron, solo es cuestién de recordar.

880. Alumno B: yo no lo vi maestra.

881. Mtra.: eso lo ven también en la secundaria y en la prepa,
pero para los que no se acuerdan ahi en al material tienen unas
formulas a ver si se acuerda.

882. Alumno A: es lo que yo decia, por eso.

883. Mtra.: hagan una mesa redonda para resolver el
problema.

884. Mtra.: Seguimos entonces, a quien le toca la lectura

885. Alumno A: Maestra Ireri no quiso leer la vez pasada

886. Mtra.: a ver Ireri te toca, sigue hasta relacion.

887. Alumno G: Relacién. Correspondencia es equivalente a

Relacién. En nuestra lengua, decir “en relacion a”, es equivalente
a decir “corresponde a”....Ejemplos: En una tienda, cada articulo
esta relacionado con su precio; 0 sea, a cada articulo le
corresponde un precio...A cada libro le corresponde un namero
de paginas...A cada ser humano le corresponde una fecha de
nacimiento.

888. Mtra.: Invéntense otro dos ejemplos y anétenlos en su
libreta que son los que voy a tomar en cuenta para el examen.

8809. Mtra.: seguimos?.

890. Mtra.: se fijan que tenemos dos variables en esos
ejercicios.

891. Alumno A: “exis” y “ye”

892. Mtra.: Aja, uno es dependiente y otra independiente, es
decir a partir de una se puede conocer la otra si conocemos la
relacion.

893. Mtra.: Fer dime uno de tus ejemplos.
894. Alumno A: Yo, jajaj. Este Luis es el novio de lola, jajaj
895. Mtra.: entonces tienen una relacion entre Luis y Lola.

Diganme otro ejemplo.

896. Alumno C: la casa grande es blanca.

897. Mtra.: de esos dos ejemplos cuales serian las variables
898. Alumno A: Luis, Lola y casa grande con blanca.

899. Mtra.: estan de acuerdo los demas.

900. Alumno B: si

901. Mtra.: vamos a seguir leyendo.
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902. Alumno A: Variables dependientes e independientes. A
los elementos de A se le llaman variables independientes y los
elementos de B se le llaman variables dependientes.

903. Mtra.: en sus ejemplos cual seria su variable dependiente
904. Alumno A: Lola de Luis

905. Mtra.: porque

906. Alumno A: porque es mujer

907. Mtra.: estan de acuerdo que porque Lola es mujer es la

variable dependiente

908. Alumno G: no, jajaj

909. Mtra.: pues no verdad en ese caso seria Luis porque los
hombres son los dependientes, jajaj

910. Mtra.. No se crean, para saber cual es la variable se
puede ver en la tabla en una columna pongan el nombre “X” y en
la otra “Y”, entonces cualquiera puede ser la dependiente porque
pueden poner cualquiera de las dos en una columna. Entonces
vamos a ponernos de acuerdo, si ponen una ecuacién a la que
se encuentre en el lado derecho serd la dependiente, se
acuerdan en el ejercicio de las tortillas donde podian cambiar la
“exis” por la “y”, aca también se puede hacer eso pero si tienen
una expresion algebraica tienen que tomar en cuenta las reglas
de los signos para despejar.

911. Mtra.: ya casi terminamos, vamos con la funciébn Gina
creo que te toca.

912. Alumno E: Funcién. La funcion es un ente matematico
gue se fue construyendo a través del tiempo y su estudio
matematico comenzd con las matematicas modernas en el siglo
XVII, el concepto fue evolucionando hasta que a comienzos del
siglo XIX, se formul6 la definicion de funciéon como relacién entre
dos variables, que es la que actualmente se maneja en muchos
libros de texto...Es por ello que una funciéon puede verse como
una regla de correspondencia entre dos grupos de variables de
tal manera que a cada variable dependiente de un grupo le
corresponde una y sé6lo una variable independiente del segundo
grupo.

913. Mtra.: Ya notaron la diferencia de sus notas con las notas
gue esta leyendo su compafiera?

914. Alumno A: Le cambio conjunto por grupo

915. Mtra.: asi es, resulta que la definicion correcta es la que
ustedes tienen anotada ahi con la palabra conjunto, solo que
nosotros aun o hemos definido lo que es, pero intuitivamente
pueden considerarlo como similares, observaron lo importante
que es partir de una definicion.

916. Alumno G: Si

917. Mtra.: Es por eso que deben tener la definicién formal, no
sé si nos dé tiempo de trabajar el concepto de funcién
formalmente, por lo pronto vamos a seguir con los ejercicios que
estamos trabajando.

918. Mtra.: que dice el ejercicio que se encuentra en sus notas
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9109. Alumno B: Cada numero entero posee un Unico
cuadrado, que resulta ser un nimero natural.

920. Mtra.: vamos a completar la tabla, consideren los
nameros del cero al 5 positivos y negativos. Poénganlos en una
columna, y después calculan el cuadrado y lo anotan en la otra
columna.

921. Alumno B: como en el otro ejercicio?

922. Mtra.: si, cuando terminen me avisan

923. Alumno A: ya maestra

924. Mtra.: donde esta tu tabla

925. Alumno C: es que lo hicimos en equipo maestra

926. Mtra.: todos deben tener escritos los ejercicios recuerden

gue es una de las partes que voy a evaluar, hay que anotar la
tabla.

927. Mtra.: Una vez que ya todos tienen su tabla hay que
graficar

928. Alumno A: ¢en equipo?
929. Mtra.: no, individualmente
930. Mtra.: Ahora si, en equipo comenten y digan si lo que

estan haciendo se parece a la definiciébn que leyeron.
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931. Alumno B: Jantense para aca.
932. Alumno A: ¢Y esto qué?
933. Alumno G: vamos a leer lo que dice la definicion
934. Mtra.: muy bien buen punto.
935. Alumno A: La funcién es un ente matematico...
936. Alumno G: como que si ho? Principio de
937. Alumno A: si maestra si es niveles
938. Mtra.: Cual es la funcién?
939. Alumno B: la tabla de datos
940. Mtra.: quien da mas
941. Alumno A: la grafica
942. Mtra.: otro, otro...
943. Alumno G: el enunciado
944. Mtra.: vuelvan a comentar y quiero gque me den una
respuesta pero que todos estén de acuerdo.
945. Alumno G: ya tenemos la respuesta correcta.
946. Mtra.: cudl es?
947. Alumno A: el enunciado
948. Mtra.: resulta que los tres casos es una posible | Principio de
representacion niveles
949. Alumno A: ya ven yo les decia y no me hacian caso
950. Alumno B: si, si tu siempre tienen la razon
951. Alumno A: verdad que si maestra.
952. Mtra.: A veces, a veces
953. Mtra.: Vamos con la lectura mejor
954. Alumno B: Al primer conjunto se le da el nombre de
dominio. Al segundo conjunto se le da el nombre de
contradominio o imagen.
955. Mtra.: Otra vez estos conceptos entran dentro la teoria de | Principio de
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conjuntos, pero veamos los como los grupos de cosas que estan
en una columna y en otra o variables dependientes contra
variables independientes, pero si vamos hacer un ejercicio con
los trabajos anteriores. A cada uno de los ejercicios pongame un
lado cuales son las variables dependientes y cuales las
independientes, a las dependientes les agrega el apeido dominio
y a las independientes contradominio o rango.

956. Alumno A: a todos?

957. Mtra.: Si

958. Alumno A: son muchos maestra.

959. Alumno G: no estés llorando y apurate que ya me quiero
ir.

960. Alumno A: maestra ya vamos acabar

961. Mtra.: ya casi unas dos o tres cositas mas y terminamos

962. Mtra.: entonces las funciones se pueden representar de

varias formas, con una expresion algebraica, con un enunciado,
con una tabla o con una gréfica.

963. Alumno B: Maestra pero cual es la mejor.

964. Mtra.: diganme ustedes

965. Alumno C: la forma algebraica

966. Mtra.: todas las formas son correctas, solo que deben
saber identificar sus componentes.

967. Mtra.: la idea principal de estas clases es que ustedes
puedan pasar de una forma a otra.

968. Alumno A: uuy maestra eso esta bien facil.

969. Mtra.: vamos a ver entonces, esta grafica creen ustedes
gue representa una funcion?

970. Alumno B: Si

971. Mtra.: pues resulta que no, mira si trazamos una linea

perpendicular al eje “exis” troza a la grafica en dos puntos, que
quiere decir eso

972. Alumno A: niidea

973. Mtra.: se acuerdan que dijimos que por cada variable del
dominio solamente habria una Unica variable independiente en el
contradominio

974. Alumno C: Si

975. Mtra.: el hecho de que pase por dos puntos quiere decir
gue a esta variable dependiente le corresponden dos variables
independientes

976. Mtra.: entonces no cualquier grafica representa una
funcion, estan de acuerdo.

977. Alumno C: aja

978. Mtra.: con esta grafica ustedes pueden obtener una

expresion algebraica, un enunciado o una tabla de datos, pero
recuerden que no es una funcion.

979. Mtra.: Traten de obtener la expresion algebraica, la tabla
de datos y el enunciado
980. Mtra.: Para terminar mas rapido dividanse de dos en dos

y unos obtenga una cosa y otro otra y después las juntamos

interconexio6
n

Principio de
interaccién
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981. Alumno A: Ireri tu conmigo

982. Mtra.. se acuerdan como se obtiene la ecuacion de la
circunferencia? Y si no revisen sus notas

983. Alumno B: Ha es como el ejercicio que decia que los

nameros enteros tenian un positivo y un negativo o algo asi
verdad maestra.

984. Alumno G: Traes regla, para ir obteniendo los valores y
ponerlos en una tabla de valores.

985. Mtra.: Nos estamos tardando mucho en este ejercicio, no
gue ya se querian ir

986. Alumno G: si pero el enunciado no nos sale

987. Mtra.: Otra vez juntense todos en mesa redonda para que
se copien los resultados ahorita les ayudo.

988. Mtra.: De tarea quiero que realicen 2 enunciados y

obtengan la tabla la expresion y la grafica. De esos ejercicios
VOy a sacar el examen, asi que pueden pasarse los ejercicios de
todos si quieren. Vamos a seguir la lectura para terminar

989. Alumno A: Notacién. Usualmente la notacion que se usa
para las funciones es f(x), aunque muchas veces se abrevia a
simplementefoy.

990. Mtra.: Es probable que ahora que quieran hacer su tarea
se encuentre con esta notacién, para que no haya reclamos
guiero que escriban esta expresion y=2x+2 y me digan si es una
funcién o no.

991. Alumno A: si maestra

992. Mtra.: y como sabes

993. Alumno A: esigual a la que teniamos en un ejemplo.

994. Mtra.: muy bien y esta otra f(X)=3x+5

995. Alumno G: Si maestra, es la misma solo con notacion
diferente

996. Mtra.: Bueno eso es lo que queria que vieran.

997. Mtra.: para la tarea si tienen dudas me pueden buscar

antes del jueves lo mas tempano que puedan porque ese dia voy
hacer el examen, también se pueden apoyar con el material que
les di en las hojas.

998. Mtra.: pasenme sus libretas para revisarles lo que
hicieron esta clase.

999. Mtra.: enumeren cada una de las actividades.

1000. Alumno C: le vamos a entregar la libreta

1001. Alumno E: le ponemos nombre.

1002. Mtra.: si pédnganle su nombre pero solo les voy a revisar y
se las devuelvo.

1003. Mtra.: A los que ya les revise la libreta nos vemos el

jueves temprano para el examen, sera a la primera hora para que
lleguen pronto.
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