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INTRODUCCION

En esta tesis se aborda el razonamiento algebraico que desarrollan estudiantes en
desventaja de escuelas secundarias publicas en el Distrito Federal, cuando se les
presentan problemas matematicos relacionados con la generalizacion de patrones
de figuras. Se destaca de modo preponderante que durante la resolucién de tales
problemas se utiliz6 plantillas visuales y medios ambientes virtuales de
aprendizaje. Tales ambientes dotan de un potencial extraordinario a los
estudiantes desaventajados en matematicas a través de la manipulaciéon material
de los objetos en juego, para que experimenten lo que significa comprender un
problema y avancen hacia la generalizacion de la situaciéon y la formulacion
simbdlica de la misma.

El objetivo de esta tesis es utilizar tecnologias digitales para que
estudiantes desaventajados puedan acceder a nociones matematicas poderosas
como la de generalizacion algebraica a través de la identificacion de plantillas
visuales, para que experimenten procesos matematicos complejos, como los de
abduccion e induccion.

Uno de los principios pedagdgicos de interés en esta investigacion es el de
usar materiales educativos para favorecer el aprendizaje y generar ambientes de
aprendizaje, entendiéndolos como espacios en donde es posible desarrollar
comunicacion e interacciones que posibiliten el aprendizaje. En particular en los
ambientes de aprendizaje de nuestro interés media la actuacion del docente para
construirlos y emplearlos como tales.

En el primer capitulo se revisan los antecedentes de investigacion. Se
hacen sefialamientos en aspectos que tienen que ver con el pensamiento
matematico y su desarrollo en medios ambientes virtuales de aprendizaje, en
donde el papel de la tecnologia es el de potenciar la capacidad del estudiante que
se inicia en el estudio del algebra. También se revisan trabajos que buscan
promover el razonamiento inductivo ya que este es fundamental para conducir a
los estudiantes a la generalizacion, siendo esta ultima un catalizador hacia la

abstraccion matematica, y se ha encontrado que la mejor forma de desarrollarla es



a través de la exploracion de patrones. En sintesis, la generalizacion y el
razonamiento inductivo se funden en una misma categoria que ocupa un lugar
privilegiado en el estudio del algebra. En esta seccion se plantean las hipotesis de
investigacion.

Mas adelante se da pauta a las concepciones de lo que significa el
razonamiento algebraico y la generalizaciébn, conceptos que reunimos para
desarrollar tal razonamiento en estudiantes que exploran la generalizacién a
través de patrones. Son tres los fundamentos tedricos en los cuales se apoya la
presente investigacion: el Ciclo de la Generalizacion propuesto por Mason (1985);
las Plantillas Visuales en la generalizacion de patrones de figuras (Rivera, 2010); y
el constructo Trayectoria Hipotética del Aprendizaje desarrollado por Simon
(1995), dicho constructo es la parte medular de lo que él establece como el Ciclo
de Enseflanza de las Matematicas que se fortalece con las continuas
modificaciones al plan anticipado o hipotético de ensefianza, que resulta de la
toma de decisiones de profesor. Tal constructo es el eje vertebral que direcciona
las exploraciones que se llevaron a cabo en la investigacion que aqui se reporta.

En el segundo capitulo se describe de manera detallada el trabajo de
campo que se realizd en escuelas secundarias técnicas del Distrito Federal. Este
se desarrolla en cuatro fases, las dos primeras se conciben como exploraciones
piloto y las dos ultimas como formales, cada una con un objetivo y caracteristicas
distintas. En este capitulo se presentan de manera breve avances preliminares de
las primeras dos fases y las respectivas modificaciones que sufrieron las hojas de
trabajo para ser instrumentadas en las fases tres y cuatro del trabajo de campo.
Vale la pena hacer notar que el andlisis de los datos recolectados en las fases tres
y cuatro son los que proporcionan el sustento empirico (y teérico) de la presente
tesis.

En el tercer capitulo se expone el andlisis de los datos obtenidos en las
fases tres y cuatro del trabajo de campo. En particular se hace una descripcion
detallada de la resolucién de los estudiantes a los problemas sobre generalizacion
de patrones, instrumentada en ambientes de aprendizaje diferenciados: Lapiz y

papel y/o Virtual. El analisis se conduce bajo el fundamento tedrico de las plantillas



visuales, categorizadas como aditivas, multiplicativas y pragméticas. También se
hace una identificacion del ciclo de la generalizacion por el cual atraviesan los
estudiantes desaventajados al resolver problemas del tipo mencionado.

En el cuarto capitulo se dan a conocer de manera detallada las
conclusiones del presente trabajo de investigacion. Por ejemplo, en el trabajo de
campo que se llevé a cabo en esta tesis se pudo constatar que en ambiente de
lapiz y papel los estudiantes aventajados generaron conocimiento significativo
representado por procedimientos o estrategias de resolucibn en problemas
matematicos relacionados con la generalizaciébn de patrones de figuras. Estas
estrategias sirvieron para el disefio de guias pedagdgicas que condujeron a
estudiantes en desventaja hacia la comprension y resolucion de los problemas
antes mencionados. En este contexto y utilizando mediadores (plantillas visuales y
manipulativos virtuales) los estudiantes en desventaja llegan a expresar la
generalizacion del patron no sélo con un lenguaje natural sino simbdlico, aun con
sus limitados conocimientos algebraicos.

Finalmente, al término del texto se encuentran una serie de anexos que
recopilan los documentos y/o instrumentos que dan cuenta del trabajo de campo

realizado en esta investigacion.



CAPITULO I
ANTECEDENTES Y MARCO TEORICO

1.1 ANTECEDENTES

En el trabajo que aqui se presenta interesa hacer énfasis en la utilizacién de la
tecnologia en el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en la educacion
basica. De acuerdo con Guerrero et al. (2004), “cuando la tecnologia esta bien
usada en [la ensefianza y el aprendizaje de] las mateméaticas del 6to. al 8avo.
grados', se pueden tener entonces efectos positivos sobre los logros de los
estudiantes y su comprension conceptual. Este potencial se materializa
dependiendo de la habilidad del maestro en integrar la tecnologia en el curriculo

matematico de acuerdo a principios pedagogicos solidos”.

1.1.1. La generalizaciéon en el aprendizaje del algebra

¢, Como se introduce el algebra en la escuela secundaria? Habra una variedad de
respuestas. Las ecuaciones suelen ser consideradas como prioritarias o base para
introducir el trabajo algebraico y entonces la labor de los estudiantes es traducir un
problema verbal a una expresibn matematica a la cual hay que despejar la
incognita con el procedimiento aprendido en clase. Lo que se considera entonces,
bajo esta mirada, es que para entrar al campo del algebra se requiere aprender las
técnicas para despejar la incognita en una ecuacion lineal con una variable, sin
embargo para ejecutar éstas se necesita realizar distintas transformaciones que
lleven a expresar la ecuacion a la forma ax+b=c y dichas transformaciones
requieren ser vislumbradas por los estudiantes pero su comprension en esta etapa
introductoria del algebra resulta carente de elementos para llegar a su
conocimiento pleno. Para muchos estudiantes, las ecuaciones son “cosas que se
despejan” y saber hacerlo incurre en un compendio de dificultades para ellos. Sin

embargo, las ecuaciones son objetos matematicos complejos que requieren otro

! Del 6° al 8° grados su equivalente es el Gltimo grado de educacion primaria y los dos primeros de nivel
secundaria en México.



tratamiento en el aula e introducirlas de esta manera provoca la pérdida de su
naturaleza convirtiéndolas en objetos matematicos descontextualizados, es decir,
sin sentido. Otras alternativas para entrar en el terreno algebraico son: por un
lado, explorar el concepto de funcion y por otro, hacerlo a través de la
generalizacion ésta Ultima es la via que se explora en este trabajo de
investigacion. De manera simple se puede decir que generalizar es encontrar
caracteristicas que unifican, reconocer tipos de objetos y de problemas.

Cuando se descontextualiza la labor para resolver un problema y se
discuten las matematicas puestas en juego se entra a un proceso de
generalizacion lo que permite utilizar o adaptar lo que se hizo en la resolucion de
ese problema para otros del mismo tipo. Esta actividad es cotidiana en el aula, el
profesor plantea un problema para poder trabajar aspectos generales ya sea a
través de €l o a partir de éste.

La investigacion que aqui se reporta no tiene interés en la discusion a
profundidad acerca de como se introduce el algebra en la secundaria, pero se toca
el tema debido a que la investigacion se centro en la generalizacion de patrones.
Una ventaja de introducir el algebra a través de actividades relacionadas con la
generalizacion es que se abre la posibilidad de llegar al concepto de ecuacién con
un mayor dominio técnico, lo ideal seria introducir el algebra desde dos terrenos:
el funcional (variable) o la generalizacion (formula o namero general), lo cual le
brindaria elementos al estudiante para apropiarse del sentido de ese concepto
matematico.

Como se dijo, la investigacion se limitd a la exploracion en el campo de la
generalizacidon en concreto a problemas matematicos que se refieren a patrones o
secuencias de figuras dado que son el preambulo necesario para el estudio del
algebra. La parte medular de este tipo de problemas es encontrar una férmula(s)
para el enésimo término de un patron o secuencia de figuras cuya composicion
guarda una regularidad definida de manera explicita y es justo la produccion de la
férmula el punto de apoyo para arribar a cuestiones constitutivas del lenguaje

algebraico.



La generalizacion tiene un papel destacado dentro del algebra como lo
enuncian las diferentes concepciones, dimensiones y enfoques. En adelante se
mostraran algunas de esas concepciones. Autores como Mason (1996) y Mason et
al., (2005), consideran la generalizacion como una ruta hacia el algebra, incluso
como la esencia del algebra. Esta es la razén de su importancia la cual ha sido
reconocida en investigaciones primarias como lo sefial6 Davidov (1972/1990):
“‘desarrollar las generalizaciones de los estudiantes se ve como uno de los
principales propdsitos de la instruccion escolar” (p. 10).

Por otro lado, Krutetskii (1976) catalog6 a la generalizacion como una de las
habilidades cognitivas mas substanciales que puede desarrollar un estudiante. En
relacion a esto, Sriraman (2004) establece que debido al pensamiento de orden
superior implicado en la generalizacion como la abstraccion, el pensamiento
holistico, la visualizacion, la flexibilidad de razonamiento, la habilidad de
generalizar es algo que caracteriza a los estudiantes competentes. Por esta razon
Mason la llama el latido de las matematicas, desde esta perspectiva, Vogel (2005)
menciona que el analisis de patrones matematicos y la descripcion de sus
regularidades y propiedades, es uno de los objetivos de esta ciencia. Con respecto
a lo dicho antes, Kaput (1999) define a la generalizacion como:

Extender deliberadamente el rango de razonamiento o0 comunicacion

mas alla del caso o casos considerados, identificando explicitamente y

exponiendo similitud entre casos, o aumentando el razonamiento o

comunicacion a un nivel donde el foco no son los casos o situacion en

si mismos, sino los patrones, procedimientos, estructuras, y las

relaciones a lo largo y entre ellos (p. 136.).

Otros autores como Amit y Neria (2008) la definen como un proceso
sofisticado y poderoso, el cual involucra reflexion y una habil reconstruccion de los
propios esquemas existentes y como el proceso de aplicar un argumento dado en
un contexto mas amplio.

En relacién a las actividades o etapas en el proceso de generalizacion
distintos autores establecen este proceso bajo su perspectiva. Por ejemplo,
Lobato, Ellis, & Mufioz, (2003) indican que la etapa inicial en la generalizacion
exige “enfocarse” o “prestar atencién” a una posible propiedad invariante o

relacion. Mason et al. (2005) resaltan que para llegar a la generalizacién se
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necesitan actos de “prestar cuidadosa atencion” a detalles, especialmente a
aquellos aspectos que cambian y/o a los que se mantienen iguales. Esto se puede
resumir en la frase de Mason: “ver lo general a través de lo particular y ver lo
particular en lo general” (p. 310). Es decir, el estudiante debe enfocar su atencion
a exploran patrones, dedicarse a detectar similitudes y diferencias, clasificar,
etiquetar, buscar algoritmos, conjeturar, argumentar, establecer relaciones
numéricas entre componentes o bien, a generalizar los datos y relaciones
mateméaticas lo que sin duda lo llevara a desarrollar habilidades que son
fundamentales para el aprendizaje del algebra.

En este mismo tenor, Mason al analizar el proceso de generalizacion en las
matematicas escolares, identifica conductas que conforman el ciclo de
generalizacion: percibir la generalidad, expresar la generalidad, elaborar una regla
general, verbal o numérica para generar una secuencia, expresar simbolicamente
la generalidad, y manipular la generalidad. Desde la perspectiva de Kaput (1999),
la generalizacion requiere emprender al menos tres actividades: 1) identificar
similitudes a lo largo de casos, 2) extender el razonamiento propio mas alla de
donde se originog, y 3) proveer resultados mas amplios de casos particulares.

Por otro lado, Cafadas y Castro (2004) habiendo analizado el razonamiento
inductivo en alumnos de secundaria, definen un sistema de categorias que
responde a las acciones seguidas por los alumnos para llegar a la generalizacion:
1) la comprension del enunciado del problema, 2) trabajar con casos particulares,
3) formular conjeturas, 4) validar las conjeturas y 5) justificar la conjetura general.
Sin embargo, reconocido que el pensamiento inductivo se dirige a la
generalizacion resulta que éste no es considerado del todo en los programas de

estudio de matematicas.
1.1.2. La generalizacidén de patrones
Se entiende por patron matematico como “algo” que se repite con regularidad

tanto en el plano aritmético como geométrico (Castro, 1995 y Stacey, 1989).

Algunos autores como Zazkis y Lilledahl (2002) plantean que los patrones



matematicos son el alma y corazén de las matematicas y que a diferencia de la
resolucion de ecuaciones o la manipulacion de niumeros enteros, no siempre estan
como un topico o actividad curricular.

El reconocimiento de patrones es esencial en el desarrollo de la habilidad
para generalizar, ya que a partir de una regularidad observada, se busca un patrén
gue sea valido para mas casos. Steen (1990) y Schoenfeld (1992) se refieren a las

mateméaticas como la ciencia de los patrones. Schoenfeld explica esta afirmacion:

Las mateméaticas son una actividad inherentemente social, en la que

una comunidad de practicantes entrenados (cientificos mateméticos) se

ocupan de la ciencia de los patrones —intentos sistematicos basados en

la observacion, estudio, y experimentacion, para determinar la

naturaleza de los principios de las regularidades en los sistemas

definidos axiomaticamente o tedricamente (matematica pura) o modelos

de sistemas abstraidos de objetos del mundo real (matematica

aplicada). Las herramientas de las matematicas son la abstraccion, la

representacion simbolica y la manipulacion simbdlica (p. 335).

La descripcidon y representacion de patrones geométricos y numericos aparecen
asociadas a la generalizacién y al lenguaje algebraico y verbal como formas de
expresar las generalizaciones (Cahadas, 2007).

La aportacion de Radford (2008) para el cual el punto crucial en una
justificacion de generalizacion es explicar la forma en la que se percibe lo que es
igual y lo que es diferente. Argumenta que las generalizaciones de patrones
algebraicos no estan caracterizadas por el uso de notaciones sino por la forma
general en la que se tratan. Sugiere que la generalizacion de patrones algebraicos
supone tres momentos, primero la captacion de una similitud, segundo la
generalizacion de esta similitud a todos los términos de la secuencia que se esta
considerando y dultimo, la formacion de una regla o esquema que permite
determinar cualquier término de la secuencia directamente (es este caso el autor

se esta refiriendo a la generalizacidn que se realiza a partir de una secuencia).



1.1.3. Patrones geométricos

Los patrones de crecimiento pictérico también llamados patrones geométricos son
una secuencia de figuras en la cual los objetos en la figura cambian de un término
al siguiente, usualmente en una forma predecible. Un patron de crecimiento
pictorico tipicamente involucra dos variables: algun aspecto cuantificable de este
patrén pictérico de objetos (la variable dependiente) es coordinado con un indice o
sistema de conteo (la variable independiente) que provee una identificacion de la
posicién de la figura en el patron.

Los patrones de crecimiento geométrico son un rico contexto para explorar
la generalizacion, un mayor componente de pensamiento algebraico (Kaput 1999).
Los maestros analizan, describen y extienden patrones de crecimiento pictérico
con el objetivo final de generalizar interrelaciones en esos patrones. Los maestros
pueden usar muchas herramientas diferentes para formar generalizaciones,
incluyendo las construcciones fisicas de un patron, simbolos algebraicos y un

analisis explicito de cambio.

1.1.4. Aritmética generalizada y algebra

La generalizacion de la aritmética es considerada una componente fundamental
del algebra escolar que es utilizada tradicionalmente para la introduccion del
algebra en el nivel educativo basico. Centrandose en esta componente, Mason
(1996) concluye que la diferencia entre aritmética y algebra es que “la aritmética
procede directamente de lo conocido a lo desconocido utilizando célculos
conocidos; el algebra procede indirectamente de lo desconocido via lo conocido a
ecuaciones y desigualdades que pueden ser resueltas utilizando técnicas
establecidas”.

Es decir, la aritmética se enfoca en la manipulacion de nameros fijos, en la
generalizacién de situaciones relativas a nimeros concretos, los simbolos son
utilizados como etiquetas de medidas o abreviaciones de un objeto. Por el

contrario, el foco en el algebra esta en la generalizacion de las relaciones entre



nameros, la reduccion a la uniformidad, la manipulacion de variables, los simbolos
son variables o incognitas y las expresiones simbdlicas son consideradas como
productos y procesos.

Debido a esta diferencia de enfoques se produce una separacién del
algebra y la aritmética en el aprendizaje de las mateméticas escolares lo cual
enfatiza y alarga las dificultades de los alumnos en cuestiones algebraicas. De
aqui que varios autores propongan diferentes formas de trabajo para integrar
ambos campos de estudio y asi facilitar la transicion entre la aritmética y el
algebra.

Segun Hewitt (1998) la aritmética se centra en la obtencién del resultado,
siendo el algebra lo que permite encontrar una forma sistematizada de obtener tal
resultado. La vision del algebra como una aritmética generalizada, es seguida por
otros autores, como Kieran (2006, 2007), ademas de los mencionados, que
apuestan por la generalizacion como una via de introduccion al algebra en la
escuela. Drijvers y Hendrikus (2003) argumentan que el algebra tiene sus raices
en la aritmética y depende fuertemente de su fundamentacion aritmética y a su
vez la aritmética tiene muchas oportunidades para simbolizar, generalizar y
razonar algebraicamente. A este respecto Mason (1996) declara que cuando la
estructura de la aritmética es expresada, produce algebra como una aritmética
generalizada.

También Schliemann et al. (2003) enfocan el algebra como una aritmética
generalizada de numeros y cantidades. Este enfoque resalta el cambio de pensar
sobre relaciones entre numeros particulares y medidas a pensar sobre relaciones
entre conjuntos de numeros y medidas; y de calcular respuestas numéricas a
describir y representar relaciones entre variables. Para dicho cambio se requiere
gue los estudiantes emprendan actividades especialmente disefiadas, para que
puedan empezar a notar, articular, y representar los patrones numéricos que
observan entre variables. Bajo esta concepcion del algebra, Usiskin (1999) afirma
que las instrucciones clave para el estudiante en esta concepcion son “traducir” y
“‘generalizar”, y afirma que éstas son habilidades importantes no soélo para el

algebra sino también para la aritmética.



De esta forma, para entender la generalizacion de relaciones y procesos se
requiere que éstos sean anteriormente asimilados en la aritmética, ya que es
necesario que los alumnos internalicen generalidades que se encuentran
implicitas dentro de ésta y que son determinantes para el aprendizaje del algebra.
Kieran (1989) afirma que la experiencia previa de los alumnos con la estructura de
las matematicas, y especialmente con la estructura de expresiones aritméticas,
debe tener un efecto importante en la capacidad de los alumnos en dar sentido al
algebra. De manera que, lo ideal es que los docentes promuevan el pensamiento
algebraico a partir de situaciones aritméticas con el objetivo de facilitar el
aprendizaje del algebra. Es decir, proveer de actividades aritméticas que inciten a
la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas, en las cuales
los alumnos exploren, modelen, hagan predicciones, discutan, argumenten,
comprueben ideas a la vez que practiquen habilidades de calculo (Blanton y
Kaput, 2004, 2005).

1.1.5. Instrumentos psicoldgicos en el aprendizaje de las matematicas

Los procesos psicologicos de las matematicas, abstraccidon, generalizacion e
inferencia, por ejemplo, pueden verse afectados por el entorno sociocultural
predominante y también por las herramientas usadas en dicho entorno, siendo
éste un mediador en la accidn cognoscitiva. En una situacion o escenario con
determinadas caracteristicas, se van a producir significados particulares del objeto
matematico en cuestion, es decir, la expresién o representacion de significados
matematicos que se desprendan del escenario estaran en directa correspondencia
con éste, entablaran un mismo lenguaje por decirlo de alguna manera. Moreno y
Waldegg (2004) afirman que:

Ahi [en el escenario] el alumno puede expresar la generalidad
matematica en dependencia del medio, aunque sus expresiones
apunten mas all4, hacia las descripciones abstractas de las
estructuras matematicas. [Esto es] Se hace posible [que el estudiante]
explore ideas dentro de ambitos particulares, concretos vy
manipulables, pero que tienen la semilla de lo general, lo abstracto y
lo virtual (p. 97).



Como acabamos de leer el escenario es el soporte instrumental, es decir,
es el intermediario para realizar la conexién entre los conocimientos informales y
el conocimiento matematico. Actualmente, las teorias de la cognicién reconocen el
principio de mediacion instrumental que puede expresarse de la siguiente manera:
todo acto cognoscitivo esta mediado por un instrumento que puede ser material o
simbdlico. Desde un punto de vista sociocultural, funciones como la atencién, la
memoria o la resolucion de problemas experimentan una transformacion radical
cuando intervienen en actividades mediadas por instrumentos psicolégicos (ver
Kozulin, 2000). El instrumento brinda una perspectiva diferente de la realidad y
permite acceder a otros niveles de conocimiento imposibles de adquirir sin éste.
En otras palabras, toda actividad cognoscitiva lleva consigo una actividad
representacional. No hay manera de que una sea fructifera sin la otra, ambas son
constitutivas.

Las herramientas como la computadora son sistemas de representacion
ejecutables que pueden realizar funciones “cognoscitivas” en forma virtual, que
facilitan exponencialmente el trabajo de las personas, por las caracteristicas del
software en el que se trabaje. Sin embargo, la persona tendra que saber
interpretar lo que aparece en su pantalla y esto no es de ninguna manera facil ya
gue le demanda al individuo una accidon cognoscitiva de otro nivel lo que crea
nuevos significados. Por tanto, la complejidad entre la herramienta computacional
y el pensamiento del individuo hace que ambas herramientas formen una dualidad
promotora del desarrollo en potencia. Cabe decir que la herramienta no remplaza
la capacidad de razonamiento de la mente sino que la amplifica. De manera que el
uso de la herramienta tecnoldgica en este sentido se convierte en un elemento
netamente pedagaogico (Moreno y Waldegg, 2004).

Si al estudiante se le pudiera proveer de distintos sistemas de
representacion y en ellos se estudiara un mismo fenbmeno u objeto matematico, el
estudiante tendria mas oportunidades de comprender el fenbmeno y ademas en
forma integral. Es decir, lo que quizd en un sistema de representacién no se
pudiera apreciar directamente en otro sistema tal vez se pueda mostrar

claramente. Abordar otros sistemas de representacion ademas del o los que el



profesor proporciona, accediendo a la utilizacibn de medios ambientes
computacionales, marcaria un cambio en términos cognoscitivos en la formacion
matematica del alumno y sin lugar a dudas, también en otras asignaturas. Del
acercamiento con jévenes de secundaria se aprecia que ellos realizan
constantemente abstracciones de la realidad. La introduccion de la tecnologia en
la escuela se hace con el propésito de desarrollar en los estudiantes un
pensamiento matematico mas sélido, mediado por la tecnologia. En el caso de las
computadoras, su valor reside en que ofrece distintos medios de expresion
matematica y ademas formas nuevas en las que se puede manipular el objeto
matematico bajo estudio.

El concepto de instrumento psicoloégico es fundamental en la teoria
psicologica de Vigotsky, quién argumenta que “los instrumentos psicologicos son
los recursos simbdlicos — signos, simbolos, textos, férmulas, medios graficos-
simbolicos — que ayudan al individuo a dominar sus propias funciones psicologicas
<naturales> (percepcién, memoria, atencién, etcétera) Los instrumentos
psicologicos actian como un puente entre los actos individuales de cognicién y los
requisitos simbdlicos socioculturales de estos actos” (Kozulin, p.15). Un ejemplo
de instrumento psicoldgico basico es el lenguaje.

Para Vigotsky existen tres principales mediadores en la cognicion humana:
los instrumentos materiales, los instrumentos psicologicos y los mediadores
humanos. De estos, los instrumentos psicologicos simbdlicos son preponderantes.
Segun Kozulin (2000) debido a que:

Ocupan una posicidn estratégica “entre” los estimulos del mundo y los
procesos psicoldgicos internos del individuo. Por tanto, los
instrumentos psicolégicos transforman la interaccion no mediada del
ser humano con el mundo en una interaccidon mediada. [De tal manera
que las] funciones psicolégicas ‘“naturales” como la percepcion, a
memoria y la atenciébn se transforman bajo la influencia de los
instrumentos psicoldgicos y generan nuevas formas culturales de las
funciones psicolégicas. La calidad de estas transformaciones depende
de la calidad de los instrumentos simbdlicos disponibles en una cultura
dada y de las condiciones en las que los individuos se apropian de
estos instrumentos (p. 18).

10



El mismo autor afirma que el razonamiento hipotético, los experimentos
tedricos, el empleo de modelos, la resolucién generalizada de problemas y otras
actividades académicas no se pueden lograr sin una forma de representacion
simbdlica basada en el empleo de instrumentos psicologicos. Pero adquirir estos
instrumentos requiere de un paradigma de aprendizaje diferente del de adquisicion
de contenidos. Es decir, éste paradigma debe tener una intencionalidad por parte
del ensefiante-mediador, si no, no habra apropiacibn de los instrumentos
psicoldgicos o éstos se adquiriran como un contenido, y para apropiarse de éstos,
la mediacion de significados es un momento esencial porque sélo obtendran sus
significado a partir de los convencionalismos culturales que los engendraron. Asi
también, los instrumentos deben ser generalizados para que sean capaces de
organizar los procesos cognitivos y de aprendizaje del individuo en contextos y
tareas diferentes. A este respecto Kozulin (2000) sostiene que:

El concepto de instrumento psicolégico ofrece una nueva perspectiva
para el estudio comparativo del desarrollo cognitivo, el aprendizaje en
las aulas, las diferencias intelectuales en la cognicion y las posibles
maneras de hacer que la educacion se ajuste mas a las necesidades
gue plantea ensefiar a pensar y a resolver problemas de manera
creativa (p. 15).

1.1.6. Latecnologia en la ensefianzay el aprendizaje de las matematicas

Una ensefianza significativa va mas alla del simple uso de conceptos y técnicas de
céalculo para resolver problemas, propone incentivar en el alumno la intuicion, es
decir, que permita al estudiante descubrir propiedades y caracteristicas de los
objetos de estudio a partir del andlisis de diversas situaciones. Sin embargo, en
muchos de los casos, conseguir esto bajo un modelo de ensefianza tradicional (sin
el uso de nuevas herramientas tecnolégicas) se tienen que realizar muchos
célculos para llegar a generalizar a partir de observaciones o0 casos particulares y
poseer una capacidad de razonamiento para contrastar la certeza de las
intuiciones. Tales actividades tienen una desventaja en el hecho de que requieren
tiempo suficiente para que el estudiante madure los conceptos involucrados vy

asimile las caracteristicas o propiedades de los objetos matematicos.
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El tiempo es un factor que los profesores valoran cuando se trata de
planificar sus clases para llevar a buen término el programa de matematicas. Una
posible alternativa seria el uso de herramientas tecnolégicas, el cual es sugerido
en los distintos proyectos o programas de educacion bésica de la Secretaria de
Educacion Pdblica (SEP, 201l1a) para recrear ambientes de simulacion que
faciliten la experimentacion y el estudio de diferentes situaciones en menos
tiempo.

Ciertas herramientas tecnoldgicas permiten experimentar reiteradamente
distintas situaciones, probar hipotesis, variar las ya establecidas, cambiar valores,
modificar condiciones, etcétera. Con estas acciones se puede conseguir, por
ejemplo comprender a mas profundidad un concepto, teorema o algoritmo,
explotando el potencial de cada uno. En primera instancia, una ventaja de su uso
es que se reduciria en cierta medida el tiempo para realizar las acciones
mencionadas, que si se hicieran con lapiz y papel. Al dejar de ser un obstaculo la
realizacion de operaciones rutinarias cabe la posibilidad de enfocar la atencion del
estudiante a la reflexion y el analisis de los resultados.

En segundo lugar, la visualizacion (Rivera, 2010) a través de un medio
virtual como apoyo grafico seria otro aliciente en la comprension de muchos
conceptos, propiedades, nociones matematicas, por decir algo. Esta comprension
le permite al alumno establecer conexiones entre ramas de las matematicas y
verlas como un todo conectado.

Por otro lado, la incorporacion y uso potenciado de las herramientas
tecnoldgicas va mas alla del campo académico, se extiende hacia lo profesional, el
hogar, lugares de esparcimiento, etcétera, de modo que lo extrafio seria ignorar la
realidad de estas nuevas herramientas. El uso de la tecnologia en la escuela, se
aclara, no es percibir a la computadora como objeto central para conseguir
aprender sino el pensamiento matematico que se puede obtener del uso de ésta
ya que lo importante de esta herramienta y de otras, es precisamente la capacidad
gue tienen de proporcionarnos medios alternativos de expresion y diversas formas
en las que se pueda manipular el objeto de estudio posibilitando nuevas formas de

argumentacion, que no por ser diferentes serdn menos validas.
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En otras palabras, la pertinencia pedagogica del uso de la tecnologia radica
en que nos permite centrar la idea de que lo realmente ventajoso en la accion
educativa virtual, mas alla del simple uso de software y/o conectividad a la red,
consiste en estimar las multiples perspectivas formativas que abre la interaccion
con herramientas tecnolégicas educativas apropiadas (Olive y Makar, 2009).

Las revisiones de trabajos antecedentes que se hacen en esta seccion
estan dirigidas por las respuestas que dan los autores a la pregunta de como las
emplean de manera creativa y eficaz en el &mbito educativo. Se vera que las
diferentes respuestas que se obtienen obedecen a la perspectiva de aprendizaje
gue se tenga, es decir, lo que se piense del aprendizaje determinara la manera de
reconocerlo y ejecutar acciones al respecto, sefialara a qué prestar atencion, quée
problemas identificar y por lo tanto qué soluciones dar con nuevas herramientas
tecnologicas.

Una de las revisiones mas importantes en esta seccion de antecedentes es
la que se refiere a la teoria sociocultural de Lev Vigotsky que considera al
aprendizaje como una experiencia esencialmente social (en términos muy
generales). Se enfoca en el papel de la mediacion instrumental en el desarrollo de
la cognicion y es justamente esta funcion lo que le confiere valia en los procesos
educativos en ambientes virtuales en los que el aprendizaje no se desentiende de
concebirse como una extension en y a partir de la interaccion social. Resta decir
gue la ensefianza puede lograr mejores resultados en el aprendizaje en funcion
del uso gue se haga de los medios intelectuales, técnicos, econémicos, culturales,
fisicos, etcétera, que estén a disposicion y esto dependera en ultimo momento del
profesor y los alumnos.

En sintesis, la tecnologia esta transformando los escenarios educativos y
promoviendo la aparicion de otros nuevos. Por esto, se puede afirmar que ésta
puede modificar las practicas educativas, siempre y cuando su uso sea el mas
pertinente (Olive, 2010).
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1.1.7. Ideas mateméticas significativas y tecnologia

La investigacion realizada por Rojano (2002) sobre el aprendizaje de las
mateméticas en la escuela secundaria abarca cuatro diferentes perspectivas. La
primera esta relacionada con los procesos cognitivos que tienen lugar en
conceptualizaciones importantes; la segunda perspectiva tiene que ver con el
concepto de la escuela secundaria, es decir, con el papel que desempeia este
nivel escolar en la preparaciéon de sus estudiantes, por un lado para ingresar al
nivel educativo subsecuente y por otro, como el nivel que concluye la educacién
bésica; la tercera perspectiva se encamina hacia la influencia que ejerce la
incorporacion de nuevas tecnologias en la enseflanza de las matematicas y la
organizacion del aula; y la dltima aborda la reformulacion de qué ensefiar, cOmo
ensefar y por qué ensefar en tiempos actuales.

Sin embargo, el énfasis de tal investigacion estuvo puesto en la influencia
de nuevas herramientas de aprendizaje en la educacion matematica y en los
procesos cognitivos generados que puedan conducir al conocimiento de factores
clave que favorezcan u obstaculicen el acceso a estudiantes a ideas matematicas
poderosas.

La autora aclara que las ideas significativas en matematicas no son
necesariamente nociones matematicas avanzadas Sino que son nociones clave
gue proveen un acceso real a ideas matematicas poderosas. Una idea
matematicamente significativa es relativa, es decir, depende de su poder para
llevar el pensamiento matematico del estudiante a un nivel mas abstracto, formal y
complejo.

Centrando la atencion en la generalizacion de patrones, la autora hace
mencion de la transicibn de pensamiento de los estudiantes en tareas
matematicas, es decir, ir de lo especifico a lo general (procesos de
generalizacién). En la escuela secundaria los estudiantes son capaces de acceder
a representaciones simbdlicas que les permiten alcanzar el nivel de manipulacién
de la generalidad, dicho nivel es el dltimo del ciclo de la generalizacion propuesto

por Mason (1995). Sin embargo, existe una tendencia por abreviar los dos
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primeros niveles lo que evita producir una expresion algebraicamente apropiada
para el problema en cuestion. Hace notar que los estudiantes tienen dificultad para
traducir el problema planteado en lenguaje comin a una expresion simbdlica o
algebraica, ademas de las dificultades para la resolucion de dicha expresion.

El trabajo que realiza la autora con estudiantes® muestra como el uso del
soporte tecnologico (Excel) actia como un facilitador (o intermediario). Es decir,
los ayudd a expresar de una manera general la existencia de relaciones entre los
datos y las cantidades desconocidas con la posibilidad de cambiar el valor de
éstas Ultimas para representar distintos casos del mismo problema. Ademas los
ayudoé a representar y probar relaciones mateméaticas sin tener que manejar un
lenguaje simbolico como tal. Aun asi, ellos pudieron observar éstas relaciones
representadas simbolicamente en las formulas de la hoja de calculo. En otras
palabras, las formulas de Excel constituyeron un lenguaje intermediario entre
lenguaje natural y algebraico (Rojano, 1996 b). Asume que las relaciones
algebraicas estan vinculadas a un dominio numeérico y en este sentido la hoja de
célculo provee un contexto para generalizar desde lo aritmético y sistematizar
estrategias de los estudiantes.

Los resultados del proyecto de investigacion sugieren que la hoja de calculo
puede jugar un papel importante cuando se consideran los métodos intuitivos de
los estudiantes como base para ensenarles métodos “mas algebraicos” para la
resolucién de problemas. Sin embargo, la cuestion no respondida es saber como
ayudar a los estudiantes a transitar de sus propias estrategias a métodos
algebraicos formales.

Por ultimo, sefiala a la hoja de calculo como un ambiente computacional,
entre otros como SimCalc Math Worlds, Cabri-Geométre, Logo, etc. que permiten
el acceso a distintos sistemas de representacion haciendo posible un
acercamiento con el fendbmeno o modelo matematico en cuestién. Afirma que el

uso de ciertos ambientes computacionales interactivos puede transformar

2 El estudio fue parte del Proyecto Anglo-Mexicano. Fue conducido por dos equipos de trabajo, uno en
Inglaterra y otro en Meéxico. El proyecto se denomind: Modelacion Matematica con Hojas de célculo. Se
abordaron campos de ciencia y educacion matematica. El proyecto se avocd, por un lado, acerca de las
préacticas matematicas escolares de alumnos de 16 a 18 afios y por otro lado, la influencia cultural de dichas
préacticas en ambos paises.
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profundamente la forma en la cual las mateméaticas son entendidas y aprendidas
en la escuela secundaria. Es decir, conectar las mateméticas con el mundo real
usando diferentes sistemas de representacion. Est4 claro que la incorporacion de
las TIC's en la enseflanza y aprendizaje de las mateméaticas podrian facilitar o
posibilitar el acceso a ideas matematicas significativas.

1.1.8. Equidad y uso de tecnologia educativa en matematicas

En México, el acceso al conocimiento no es reconocido como un problema publico
trascendental aunque es obvia la exclusion de aquellos que permanecen al
margen de los procesos educativos en cualquier nivel escolar. Nuestra realidad
requiere una reorientacion paulatina de las practicas escolares y sus concepciones
epistemologicas y cognitivas para encaminar al estudiante a ideas matematicas
significativas a través de la adquisicion de habilidades fundamentales como por
ejemplo, la exploracion, la experimentacion, la modelacion, el manejo de
informacion y la habilidad para sistematizacion, por decir algo. Bajo un enfoque de
ensefanza tradicional esto no seria posible (Moreno & Block, 2002).

El trabajo que aqui se presenta explora el uso de los manipulativos virtuales
como medio de experimentaciéon de acciones de abduccion e induccion, o de
razonamiento visual (Giaquinto, 2007; Rivera, 2008-2013). La utilizacion de los
manipulativos virtuales se destaca como un medio para que estudiantes en
desventaja accedan a ideas matematicas significativas (Chiappini & Cozzani,
2014; Dunham & Hennessy, 2008; Rojano, 2002). Estos estudiantes se pueden
caracterizar por encontrarse normalmente en situaciones de desventaja en la
escuela, ya sea por falta de desarrollo de habilidades, o por carencia de recursos
adecuados para la resolucion de tareas o problemas matematicos en la escuela.
Se busca promover el desarrollo de razonamiento algebraico en los estudiantes
desaventajados especificamente desencadenando acciones de abduccién e
induccion (base en los procesos de generalizacion algebraica) durante la

resolucién de tareas de generalizacidon de patrones de figuras.
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En este sentido es que la utilizacion de la tecnologia en el aprendizaje y la
ensefianza de las matematicas en la educacién bésica se puede enmarcar en una
linea de investigacién del uso de la tecnologia para la nivelacion del campo de
accion de los escolares (Dunham & Hennessy, 2008). En particular, este tipo de
utilizacion fortalece los argumentos que hasta ahora se han dado en torno del uso
de la tecnologia para que grupos en desventaja estén en igualdad de condiciones
al término de determinada instruccion escolar (idem, p.388; Chiappini, 2013-2014).
El potencial de las herramientas tecnoldgicas se materializa dependiendo de la
habilidad del maestro en integrar la tecnologia en el curriculo mateméatico de

acuerdo a principios pedagdégicos solidos.

1.1.9. Manipulativos Virtuales como alternativa de nivelacion del aprendizaje

En los ultimos afios se han desarrollado lo que se conoce como manipulativos
virtuales, programas disefiados especificamente para favorecer el aprendizaje de
las matematicas escolares. Estas y otras herramientas fueron sugeridas para una
ensefanza significativa en temas matematicos y resolucion de problemas desde
hace mas de una década (ver NCTM, 2000). Por ser muy reciente el desarrollo y
uso de estas herramientas hay poca literatura que reporte evidencia de resultados
en cuanto a su uso en ambientes educativos. Esta investigacion de campo es un
esfuerzo por dar cuenta de las bondades de tales herramientas que tienen por
objetivo desarrollar y/o ampliar habilidades y conocimientos matematicos.

Para aprender y comprender las matematicas en todos los niveles, el
estudiante necesita involucrarse. Como se dice, las matematicas no son un
deporte para espectadores, muchas de las estrategias de ensefianza omiten
involucrarlos activamente. Por lo tanto, se requiere crear estrategias de ensefianza
atractivas para ellos, dado que la nueva tecnologia esta absorbiendo su atencion,
es prioridad actuar con teson para atender la inquietud y hacer de la tecnologia
una aliada para esta labor. Una alternativa conveniente es utilizar manipulativos
virtuales, los cuales resaltan como una excelente estrategia de ensefanza.

Sus principales caracteristicas son:
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- Tienden a ser mas que la réplica exacta de los manipulativos “concretos” o
“fisicos”

- En general, incluyen opciones adicionales propias de un ambiente digital (copiar
y colorear piezas, seleccionar y mover multiples objetos).

- La mayoria ofrece simulaciones de conceptos y operaciones que no pueden ser
facilmente representadas por los manipulativos tradicionales

- Algunos combinan representaciones iconicas y simbdlicas de conceptos y
operaciones en un mismo ambiente.

- Son flexibles, independientes y dindmicos; pueden ser controlados enteramente
por el maestro/a y los estudiantes, ademas, ser usados en diferentes lecciones,
niveles y edades.

- Algunos ofrecen registrar las acciones o0 resultados para proveer de
retroalimentacion al estudiante.

- Estan disponibles sin limite, en cualquier lugar, las 24 horas del dia via Internet.
Profesores, padres y nifios pueden acceder a ellos gratis.

(Ver Matus, C. y Miranda, H. ,2010).

Es importante resaltar que los jévenes tienen la oportunidad de generar su
propio conocimiento debido a la facilidad de manipulacion de los objetos en la
computadora porque les brinda un aprendizaje que recurre a la experiencia y la
intuicion. Por ejemplo, hay conceptos que expresados verbalmente son dificiles de
transmitir y podrian ser asimilados con rapidez a través de la manipulacion de las
imagenes.

Si vamos mas alla, en cuanto a la resolucion de problemas por parte del
alumno la dificultad inicia en la comprension del problema que puede estar ligada
a la comprensién del sentido del texto, dificultades en destacar lo principal de lo
accesorio, pérdida del sentido del problema durante la ejecucion de operaciones
intermedias, dificultades de orientacion espacial durante las operaciones
aritméticas, como por ejemplo, alinear mal los nUmeros en operaciones de sumas
o divisiones, defectos de planificacion y eleccion del orden de las operaciones
intermedias, falta de confrontacion de los resultados con los datos del problema,

etcétera. Para contrarrestar estos limitantes se tiene como ventaja el uso de
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recursos multimedia como los manipulativos virtuales, con ellos el tiempo invertido
en las actividades se minimiza si se compara la ejecucion a lapiz y papel en donde
se consume mas tiempo en lugar de ocuparse propiamente del problema
planteado. Si tomamos como ejemplo el trabajo con fracciones, si el estudiante ha
de trazar el dibujo de lo que haya de tomarse como unidad a fraccionar, perdera
mas tiempo en dibujar y colorear, que en representarse mentalmente la fraccion
de que se trate. Para la ensefianza de las nociones matematicas la manipulacion
es importante porque a partir de la propia experiencia es el estudiante el que
acaba descubriendo el concepto.

1.1.10. Qué es un Manipulativo Virtual

Se denomina manipulativos por que los “objetos pueden ser tocados y movidos
por los estudiantes para introducir o reforzar una idea o concepto matematico”
(Hartshorn & Boren, 1990, p.1) y virtuales por la naturaleza de su creacion y son
ejecutados en una computadora que simula su existencia. En palabras mas
técnicas o cotidianas son pequefios programas hechos en lenguaje Java
instalados en paginas HTLM o paginas Web. Es decir, son objetos visuales que
ayudan a ilustrar las relaciones matematicas y sus aplicaciones. Estos
manipulativos permiten a los estudiantes examinar visualmente, explorar y
desarrollar conceptos. Moyer, Bolyard y Spikell (2002) definen un manipulativo
virtual como “una presentacién visual de un objeto dinamico e interactivo, basado
en la Web, que representa oportunidades para la construccion del aprendizaje
matematico” (p.373).

Un manipulable para matematicas puede entrar en dos categorias: la
primera, los Fisicos, que se definen como cualquier material u objeto fisico del
mundo real que los estudiantes pueden “palpar” para ver y experimentar
conceptos matematicos. La otra categoria, son los Virtuales, que se definen como
representaciones digitales de la realidad posibilitadas por las computadoras, y que

el estudiante puede también manipular con el mismo objetivo de los primeros.
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Qué le ofrece un manipulativo virtual matemético al estudiante:

La facilidad de manipulacién de los objetos en la computadora le brinda un
aprendizaje basado en la experiencia y la intuicion.

Lo ayuda a construir, fortalecer y conectar varias representaciones de ideas
matematicas al tiempo que aumentan la variedad de problemas sobre los que
pueden pensar y resolver.

Le presenta objetos para reflexionar y hablar. Le suministran un lenguaje
adicional para comunicar ideas matematicas sobre sus percepciones visuales,
tactiles y espaciales.

Interviene en el transito del nivel concreto al abstracto e incrementa su
capacidad para adquirir habilidades y conceptos al ofrecer una representacion
fisica, tangible, moévil, armable y dado que es armable, le permite visualizar

conceptos matematicos de manera concreta.

Beneficios Matematicos que le aporta:

Hacer conscientes ideas y procesos matematicos.

Permitirle razonar mientras manipula en la computadora graficas o figuras
dinamicas y las expresiones matematicas relacionadas con éstas.

Explorar, gracias a la flexibilidad de los manipulativos, las figuras geométricas
de maneras que no son posibles con figuras fisicas (cambios en forma o
tamafo, cambios generales o particulares, etcétera).

Facilitar la exploraciéon rapida de los cambios en las expresiones matematicas
con el simple movimiento del ratén, en contraposicion de lo que sucede cuando
se utiliza lapiz y papel.

Visualizar los efectos que tiene en una expresion matematica, modificar otra.
Por ejemplo, cambiar el valor de un pardmetro de una ecuacién y ver cémo la
grafica resultante cambia de forma.

Acelerar la exposicibn a un gran numero de problemas y ofrecer

retroalimentacion inmediata.
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- Relacionar con facilidad simbolos matematicos, ya sea con datos del mundo
real o con simulaciones de fendmenos corrientes, lo que le da mayor significado
a las matematicas.

- Obtener retroalimentaciéon inmediata cuando él genera expresiones
matematicas que no satisfacen la solucion del problema en cuestion.

- Realizar procesos de composicion y descomposicibn de formas (realizar
unidades compuestas, descomponer un hexagono en otras formas como
triangulos, etcétera).

- Conectar el aprendizaje geométrico/espacial al aprendizaje numérico,
relacionando dinAmicamente ideas y procesos numéricos con las ideas de los
estudiantes sobre formas y espacio.

- Permitir que se detenga la aplicacién en cualquier momento del proceso si se
requiere tiempo para pensar sobre éste. Ademas, puede repetirse si se desea

ver nuevamente parte de esta o0 ensayar otras respuestas.

Entre los manipulativos virtuales disponibles en la red y con prestigio por el tipo de
herramientas y recursos para el aprendizaje de las matematicas escolares se
encuentran los siguientes: El proyecto “Interactive Project” de la fundacion Shodor,

http://www.shodor.org/interactivate/. EI proyecto “Eduteka de Colombia”,

http://www.eduteka.org/MIl/master/interactivate/. También el NCTM, tiene a su

cargo el proyecto “llluminations-Marcopolo”

http://illuminations.nctm.org/ActivitySearch.aspx. Uno mas es el proyecto

“WisWeb”, http://www.fi.uu.nl/wisweb del Freudenthal Institute en Holanda. Pionero

en este tipo de iniciativas en particular para la ensefianza de algebra en
secundaria. Por ultimo, otras iniciativas personales como “Arcytech” de Jacobo

Bulaevski en http://arcytech.org/java/, “Manipula Math with Java” de les Inc. en

http://www.ies.co.jp/math/java/index.html y “Dr. Super’” de George Manson

University http://www.galaxy.gmu.edu/~drsuper/. Pero el mas destacado en la red

es el de la Universidad del estado de Utah en los Estados Unidos Americanos. Alli
existe la Biblioteca Nacional de Manipulativos Virtuales una gran coleccién de

manipulativos, juegos y actividades organizada por temas y niveles educativos.
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1.1.11. Manipulativo virtual: Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales

La Universidad de Utah puso en marcha en el afio 1999 un proyecto de recursos
multimedia que contribuyen a la ensefianza de las mateméaticas escolares,
financiado por la "National Science Foundation”, el proyecto recopila una extensa
coleccion de manipulativos virtuales, mas de 100 programas de software
interactivo, en espafiol, francés e inglés. Son herramientas y editores matematicos
en Java que enriquecieran la ensefianza matematica interactiva. El uso de Java
como lenguaje de programacion permite que las herramientas sean accesibles a
través de la Web y en diversas plataformas. El proyecto se denominé: Biblioteca
Nacional de Manipuladores Virtuales (National Library of Virtualy Manipulatives
gue se abrevia con las siglas: NLVM). Es uno de los manipulativos virtuales mas
solicitado en la red. La direccion electronica para acceder a éste es:

http://nlvm.usu.edu/es/nav/vlibrary.html, la imagen muestra su pagina de inicio.

Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales ygonerare @,
) NLVMCDE  UhveRere o
o

Biblioteca  Informacién eNLVM Comprar! (_Buscar )
Descargar Nueva Version Gratuita 3.0!

Indice

Nameros &
Operaciones

Algebra ‘ .
b

Geometria I |
—
Medidas ?

Analisis de Datos "
& Probabilidad

Créditos | Contacto | @ 1999-2010 Utah State
English | Espadiol |

Enseguida se dan a conocer las caracteristicas mas relevantes del manipulativo:

1. Las areas de las matematicas que se pueden abordar son: NUmeros y
operaciones; algebra; geometria; medidas; y analisis de datos y probabilidad.
Se presentan en una columna. Estas areas son compatibles con los ejes
tematicos que se estudian en el programa de matematicas de secundaria en

México.
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En fila (horizontal) se muestran los grados o niveles educativos para los cuales

estan dirigidos los manipulativos.

) Bibiioteca Nacional de Manipuladonils Virtuales g .asee e

A4 . le

Desde preescolar hasta principios

de medio superior. El de nuestro
interés recae en el nivel 6-8 que
corresponde al de la educacion

<

secundaria en México. De manera

gue para elegir los manipulativos

virtuales al cual se quiera accesar

hay que hacer clic en donde se une el area con el nivel que se desee. Por
ejemplo, para accesar a los que se usaron en esta investigacion, habia que
hacer clic en la conjuncion del area de algebray el nivel 6-8.

Después de elegir un grado y area se despliega en la pantalla una lista de

manipulativos que corresponden al nivel y

area seleccionados, se presentan con un -
icono cada uno, su denominacion y se e
menciona brevemente que se puede hacer
con cada uno de estos. Si se hace clic en
el icono o denominacion, inmediatamente

abre el manipulativo y esta listo para

usarse.
Una vez abierto cualquier manipulativo en la parte superior hay un menu de
cinco opciones: Atras, Actividades,

Profesores, Estandares e Instrucciones.

La primera, es para retroceder una

ventana anterior; la de Actividades,

despliega una columna a la derecha de la

BG4SO

pantalla en donde se puede elegir una de

varias actividades predeterminadas que

se describen de manera precisa; la de

Profesores, proporciona sugerencias
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didacticas para ellos en relacion al contenido matematico que se aborda; la de
Estandares, vincula de manera directa el contenido del manipulativo con los
estandares mateméaticos establecidos por el Consejo Nacional de Profesores
de Mateméticas de los Estados Unidos (NCTM por sus siglas en inglés); y la
de Instrucciones, también despliega una columna en la que detalla qué y cémo
usar las herramientas con las que cuenta el manipulativo para que el usuario

pueda efectuar las actividades en este sin dificultades.

Esta biblioteca de manipulativos puede ser utilizada libremente por profesores que
desean enriquecer sus clases de matematicas. Los materiales también sirven para
entrenar futuros profesores. La biblioteca es extendida y refinada constantemente
para la enseflanza de las matematicas.

Los requisitos del sistema para ver los manipuladores virtuales, es utilizar
un navegador Web que tenga Java activado. Los manipulativos virtuales (applets
en Java) funcionan en los siguientes navegadores Web:

Windows Vista - Internet Explorer 7.0
Windows XP - Firefox 1.0, 1.5y 2.0
Windows XP - Internet Explorer 6.0y 7.0
Windows 2000 - Internet Explorer 5.5
Windows 2000 - Netscape 4.08,4.75y 6.1

e Mac OS X - Camino 0.8

e Mac OS X - Firefox 1.0y 1.5

e Mac OS X - Netscape 7.1

e Mac OS X - Safari 1.2.3

1.1.12. El contexto escolar en el que se lleva a cabo el presente estudio

En el panorama actual de las matematicas en secundaria, en México, se da a
conocer lo que pretende la propuesta de la Reforma Integral de la Educacion
Basica (RIEB) y el Sistema Educativo Nacional (SEN) en la formacion de
individuos que deberan integrarse a una sociedad para llevar una vida digna y
productiva a futuro como adultos responsables. Se hace una semblanza del plan'y
programa de estudio de matematicas vigentes, se enfatiza en aspectos que son

relevantes para esta investigacion como los principios pedagdgicos; los campos
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de formacion para la educacién basica, incluido en éstos el de pensamiento
matematico que es de nuestro interés y el uso de las Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacion (TIC) en el aprendizaje de las matematicas en
secundaria. La semblanza aterriza en los propdésitos del programa de matematicas
que tienen que ver con la generalizacion de patrones y su relacion con las

competencias matematicas que se pretenden desarrollar en los estudiantes.

Estudio de las matematicas en la escuela secundaria en México

Actualmente la RIEB termina con un ciclo de reformas curriculares en cada uno de
los tres niveles que ahora integran la Educacion Basica, que inicié en 2004 con la
Reforma de Educacion Preescolar, continué en 2006 con la de Educacion
Secundaria y en 2009 con la de Educacion Primaria. La propuesta de la RIEB esta
“orientada al desarrollo de competencias y centrada en el aprendizaje de los
estudiantes” (SEP, 2011 a) e intenta reestructurar la escuela publica y su funcién
en el SEN, para ello éste debera:

...fortalecer su capacidad para egresar estudiantes que posean
competencias para resolver problemas; tomar decisiones; encontrar
alternativas; desarrollar productivamente su creatividad; relacionarse
de forma proactiva con sus pares y la sociedad... ElI dominio
generalizado de las tecnologias de la informacion y la comunicacion, y
en general de las plataformas digitales, como herramientas del
pensamiento, la creatividad y la comunicacion;...la produccion y
circulacion del conocimiento; el trabajo colaborativo en redes
virtuales... para alcanzar una vida digna y productiva. (p. 9-10).

Entre los principios pedagdgicos que sustentan al plan de estudios se
encuentra el que enfatiza el desarrollo de competencias, el logro de los
Estandares Curriculares y los aprendizajes esperados. Se definen en el plan de
estudios (2011) los siguientes conceptos: como competencia “la capacidad de
responder a diferentes situaciones, e implica un saber hacer (habilidades) con
saber (conocimiento), asi como la valoracion de las consecuencias de ese hacer
(valores y actitudes)”. Los estandares curriculares “son descriptores del logro y

definen aquello que los alumnos demostraran al concluir un periodo escolar;
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sintetizan los aprendizajes esperados... [Estos] son indicadores de logro que, en
términos de la temporalidad establecida en los programas de estudio, definen lo
gue se espera de cada alumno en términos de saber, saber hacer y saber ser;
ademas, le dan concrecion al trabajo docente al hacer constatable lo que los
estudiantes logran, y constituyen un referente para la planificacion y la evaluacion
del aula” (p. 29).

Otro de los principios pedagogicos de interés para esta investigacion es el
uso de materiales educativos para favorecer el aprendizaje y el de generar
ambientes de aprendizaje, éste Ultimo entendido en el plan de estudios (2011)
como “el espacio donde se desarrolla la comunicacion y las interacciones que
posibilitan el aprendizaje. Con esta perspectiva se asume que en los ambientes de
aprendizaje media la actuacion del docente para construirlos y emplearlos como
tales” (p. 28).

La creacion de ambientes de aprendizaje involucra acciones pedagogicas
en las que los sujetos sean creadores, participen de manera compartida, solidaria,
reflexiva, comprensiva y democratica. El rol del alumno se visualiza como
responsable de sus propios procesos de aprendizaje, la posicion del docente es
también diferente, quien deja ser la Unica fuente de informacion y se convierte en
un activo participante de la comunidad de aprendizaje.

La modificacion del ambiente en el aula exige una nueva vision, exige un
cambio de mentalidad en todos los involucrados en la ensefianza. En cuanto al
uso de materiales educativos en el plan de estudios se propone emplear, entre
otros, materiales audiovisuales, multimedia e Internet, los cuales “articulan cédigos
visuales, verbales y sonoros, y generan un entorno variado y rico en experiencia, a
partir del cual los estudiantes crean su propio aprendizaje” (p. 30). La investigacion
gue aqui se reporta tuvo como plataforma tecnoldgica para las actividades
matematicas llevadas a cabo un manipulativo virtual que satisface los intereses del

plan de estudios y del programa de matematicas.

Los campos de formacion para la Educacién Basica organizan, regulan y

articulan los espacios curriculares. Estos campos son:
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-Lenguaje y comunicacién
-Pensamiento matemético
-Exploracion y comprension del mundo natural y social

-Desarrollo personal y para la convivencia

La investigacion que se llevé a cabo en esta tesis se ubica en el campo del
pensamiento matematico con respecto al cual en el plan de estudios (2011) se lee
lo siguiente:

El campo Pensamiento matematico articula y organiza el transito de
la aritmética y la geometria y de la interpretacion de informacion y
procesos de medicion, al lenguaje algebraico; del razonamiento
intuitivo al deductivo, y de la busqueda de informacién a los recursos
que se utilizan para presentarla...La actividad intelectual
fundamental se apoya mas en el razonamiento que en la
memorizacion. El énfasis de este campo se plantea con base en la
solucion de problemas, en la formulacibn de argumentos para
explicar sus resultados y en el disefio de estrategias y sus procesos
para la toma de decisiones. En sintesis, se trata de pasar de la
aplicacion mecanica de un algoritmo a la representacion algebraica

(p.52).

En secundaria, este campo atiende el transito del razonamiento intuitivo al
deductivo, y de la busqueda de informacion al analisis de los recursos que se
utilizan para presentarla. Se busca que los alumnos sean responsables en la
construccion de nuevos conocimientos a partir de saberes previos, lo que implica:

- Formular y validar conjeturas

- Plantearse nuevas preguntas

- Comunicar, analizar e interpretar procedimientos de resolucion.

- Buscar argumentos para validar procedimientos y resultados

- Encontrar diferentes formas de resolver los problemas

- Manejar técnicas de maneras diferentes

En cuanto al desarrollo de habilidades digitales, el plan de estudios sefiala
la existencia de estandares para el desarrollo de éstas, los cuales son descriptores

del saber y saber hacer de los alumnos cuando usan las Tecnologias de la
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Informacién y la Comunicacion. De los estandares se desprenden indicadores de
desempefio para los docentes en el uso de las TIC, que a continuacion se
enuncian: utilizar herramientas y recursos digitales para apoyar la comprension de
conocimientos y conceptos; aplicar conceptos adquiridos en la generacién de
nuevas ideas, productos y procesos, utilizando las TIC; utilizar modelos y
simulaciones para explorar algunos temas; asi también generar productos
originales con el uso éstas, en los que se incentive el pensamiento critico, la
creatividad o la solucién de problemas basados en situaciones de la vida real.

Ahora bien, en el Plan Nacional de Desarrollo 2013-2018 (PND) una de las
cuatro metas es denominada México con Educacion de Calidad de ésta se
desprenden cinco objetivos interrelacionados, el primero de éstos es desarrollar el
potencial humano de los mexicanos con educacion de calidad y una de sus
estrategias es promover la incorporacion de las nuevas tecnologias de la
informacion y comunicacion en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Esta estrategia empata con dos de los seis objetivos del Programa Sectorial
de Educacion 2013-2018 (PSE), que son “Asegurar la calidad de los aprendizajes
en la educacion basica y la formacion integral de todos los grupos de la poblacién”
y el otro, “Impulsar la educacion cientifica y tecnolégica como elemento
indispensable para la transformacion de Meéxico en una sociedad del
conocimiento”.

Sin embargo, las expectativas de las TIC en la educacion actual,
lamentablemente, se alejan de la realidad. Esto se debe a que los efectos
benéficos en la educacion por parte de las tecnologias distan de estar tan
generalizados como se cree, debido a las limitaciones o inexistencia total de
posibilidades de acceso y uso en la educacion formal y escolar de estas
herramientas. Y para mantener las expectativas en las TIC es ineludible
considerarlas como herramientas para pensar, sentir y actuar solos y con otros, es
decir, como instrumentos psicolégicos en el sentido vigotskyano de la expresion,
puesto que de esta manera se logrard que la informacion sea representada,

procesada, transmitida y compartida.
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En adelante, saber que de los propdsitos del estudio de las matematicas se
espera que los alumnos “modelen y resuelvan problemas que impliquen el uso de
ecuaciones hasta de segundo grado, de funciones lineales o de expresiones
generales que definen patrones” (p. 14). La investigacién llevada a cabo giré en
torno a la resolucion de problemas relacionados con la generalizacion de patrones,
atendiendo al propdésito antes mencionado.

Asi también, el programa de estudio (2011) da a conocer los Estandares
Curriculares de Matematicas los cuales “tienen la vision de una poblacién que
sabe utilizar los conocimientos matematicos que comprenden el conjunto de
aprendizajes que se espera adquieran los alumnos en los cuatro periodos
escolares para conducirlos a altos niveles de alfabetizacion matematica” (p.15).

Estos se organizan en:

Sentido numérico y pensamiento algebraico
- Forma, espacio y medida
Manejo de la informacion
Actitud hacia el estudio de las matematicas

El eje de sentido numérico y pensamiento algebraico se subdivide en cuatro temas

(el de nuestro interés esta resaltado):

NuUmeros y sistemas de numeracion
Problemas aditivos

Problemas multiplicativos

Patrones y ecuaciones

El estandar curricular especifico para el tema de patrones es que el alumno
‘resuelve problemas que implica expresar y utilizar la regla general lineal o
cuadratica de una sucesion” (p.16). Sin retirarnos de lo que persigue este
estandar, las actividades que realizaron los estudiantes en nuestra investigacion
se condujeron por ese camino. Es preciso mencionar que el enfoque didactico del
programa de matematicas se centra, con respecto a la metodologia didactica, en
utilizar secuencias de situaciones problematicas que generen interés en los
alumnos y los lleven a reflexionar, a encontrar diferentes formas de resolver los

problemas y a formular argumentos que validen los resultados. El trabajo en el
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campo de la didactica de la matemética da cuenta de lo determinante que
desempeiia el medio, el programa de mateméaticas (2011) lo define como:

La situacion o las situaciones probleméticas que hacen pertinente el

uso de las herramientas matematicas que se pretenden estudiar, asi

como los procesos que siguen los alumnos para construir

conocimientos y superar las dificultades que surgen en el proceso de
aprendizaje... para resolver la situacion, el alumno debe usar sus
conocimientos previos, mismos que le permiten entrar en la situacion,
pero el desafio consiste en reestructurar algo que ya sabe, sea para
modificarlo, ampliarlo, rechazarlo o para volver a aplicarlo en una nueva

situacion (p. 19-20).

Cuando se plantea un problema y se deja en manos del estudiante, sin
explicacion previa de como se resuelve, usualmente surgen procedimientos y
resultados diferentes, que son producto de como piensan los alumnos y de lo que
saben hacer. Ante esto, el verdadero desafio para los docentes consiste en ayudar
a los alumnos a analizar y socializar lo que produjeron. En resumen, el enfoque
didactico pretende lograr que los alumnos construyan conocimientos y habilidades
con sentido y significado.

Por otro lado, el programa de estudio sefiala cuatro competencias
matematicas que se iran desarrollando en el transcurso de los cuatro periodos de
la educacién basica®: 1) resolver problemas de manera auténoma, 2) comunicar
informacion matematica, 3) validar procedimientos y resultados y 4) manejar
técnicas eficientemente. Estas mantienen una relacion estrecha con el trabajo de
investigacion porque las principales actividades fueron problemas sobre
generalizacion de patrones que si bien conllevan al desarrollo de tales
competencias. Por ejemplo, con respecto a la primera competencia, los problemas
de patrones que se les plantearon a los estudiantes tenian varias soluciones o
podian ser expresadas de manera equivalente lo que los llevé a encontrar mas de
un procedimiento de resolucion. Ellos tenian la opcion de elegir a su consideracion
el procedimiento mas préactico o eficaz que hayan encontrado. Ademas bajo un

ambiente digital se favorece la comprobacién de la validez de los distintos

® Periodos de la educacion bésica: Primero: 1° a 3° de preescolar; segundo: 1°a 3° de primaria; tercero: 4° a 6°
de primaria; y cuarto: 1° a 3° de secundaria.
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procedimientos a vista de todos los estudiantes. En una situacion mas avanzada
del tépico de patrones se puede cambiar uno o mas valores de las variables o el
contexto del problema, para llegar a generalizar procedimientos de resolucion.

En relaciéon a la segunda competencia sobre comunicar la informacion
matematica, los problemas de patrones abren toda posibilidad de que los alumnos
expresen de distintas maneras, representen cualitativa o cuantitativamente e
interpreten la informacién matematica y logren establecer relaciones de la
situacion en cuestion. Esto implica fomentar en el estudiante la exposiciébn con
claridad las ideas matematicas encontradas en lenguaje natural o simbdlico,
deducir informacién derivada de las representaciones, inferir propiedades,
caracteristicas o tendencias de la situacion o fenomeno representado.

El vinculo de los problemas de generalizacion de patrones con la tercera
competencia acerca de validar procedimientos y resultados se establece cuando
los alumnos hallan, para un mismo problema, varios procedimientos que expresan
y representan de forma distinta aunque equivalente la solucién del problema y
después las comunican pero este ejercicio de comunicar sus ideas les demanda
explicar y justificar sus procedimientos, mediante argumentos a su nivel que se
dirijan hacia el razonamiento deductivo y mas adelante hacia la demostracion
formal.

La dltima de las cuatro competencias que se pretende desarrollar en el
estudiante se refiere al manejo eficiente de técnicas para la resolucion de
problemas matematicos. Al abordar una tematica a través de problemas
relacionados a ésta, con ciertas variantes como es el caso de este estudio, al
inicio el estudiante no tendra una técnica de como resolverlos pero al progresar en
el estudio del tema se va a ir desarrollando una técnica que se fortalezca, entre
otras cosas, con la observacion y la basqueda de datos clave para determinar el
procedimiento y la seleccion de operaciones necesarias para la solucion del
problema, de manera que para nuevos problemas sera capaz de discernir entre
los procedimientos y célculos 6ptimos, es decir, tendra una técnica para llegar a la

solucién.
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Como se ha constatado el topico de generalizacion de patrones puede satisfacer
el desarrollo de las cuatro competencias matematicas en el estudiante a lo largo
de la educacion secundaria.

La propuesta de la actual reforma se orienta al desarrollo de competencias
para resolver problemas, tomar decisiones, encontrar alternativas, desarrollar
productivamente la creatividad, etcétera. En concreto, se centra en el aprendizaje
de los estudiantes, y pretende, entre otras cosas, que los estudiantes adquieran
un dominio de las tecnologias de la informacion y la comunicacion como
herramientas del pensamiento para producir y circular el conocimiento generado.

En este contexto, y situados en el entorno de la educacién basica publica,
son de resaltar tres planos de vulnerabilidad escolares. En un primer plano
aparecen las cuestiones curriculares. Entre las competencias que se pretenden
desarrollar en el estudiante se menciona que los estudiantes deben brindar
“...argumentos a su alcance que se orienten hacia el razonamiento deductivo y la
demostracién formal (p. 23).” Senalamientos como éstos, nos indican que se
fortalece mas el pensamiento matematico de caracter deductivo, pero para
alcanzar los objetivos que pretende el Plan y programa de matematicas, y ademas
lograr desarrollar las competencias matematicas enunciadas, se hace necesario y

esencial desarrollar también el razonamiento inductivo. Si el programa busca que:

...los alumnos sean capaces de resolver un problema utilizando mas
de un procedimiento, reconociendo cual o cuéles son mas eficaces; o
bien, que puedan probar la eficacia de un procedimiento al cambiar uno
0 mas valores de las variables o el contexto del problema, para
generalizar procedimientos de resolucién (p. 23).

Y el plan de estudios (2011) sefala:

...La actividad intelectual fundamental se apoya mas en el
razonamiento que en la memorizacién. El énfasis de este campo
[pensamiento mateméatico] se plantea con base en la solucion de
problemas, en la formulacion de argumentos para explicar sus
resultados y en el disefio de estrategias y sus procesos para la toma de
decisiones. En sintesis, se trata de pasar de la aplicacion mecéanica de
un algoritmo a la representacion algebraica (p.52).
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Entonces, para desarrollar el pensamiento inductivo hay que saber que éste tiende
hacia la generalizacion la cual representa la columna vertebral del algebra y la
mejor manera de desarrollarla es a través de la exploracién de patrones.

En un segundo plano estan las cuestiones de equidad. Esto es, por la
naturaleza (y por otras razones) del éarea de conocimiento en la cual
particularizamos, las matematicas y en especifico el estudio del algebra, es
indudable el hecho de que en una clase de matematicas comdn de la mayoria de
las escuelas en nuestro pais, los alumnos suelan ser ignorados porque no
consiguen comprender las matematicas que se les ensefian debido a que s6lo son
transmitidas como algoritmos que hay que memorizarse y por lo tanto éstas
carecen de sentido para ellos.

El descuido que se ejerce a la mayoria de los estudiantes debe ser
atendido, su estado vulnerable es razon suficiente para ejecutar acciones
emergentes que conduzcan a una clase inclusiva, donde los estudiantes sean
participes en la reconstruccion del conocimiento matematico ahi generado a través
de la experiencia individual y social genuinamente compartida, tales situaciones
relevantes son justamente las que el profesor debe captar y desentrafiar
convirtiéndolas en estrategias para ayudar a los estudiantes en desventaja, es
decir, usar las habilidades de razonamiento innato de los otros para compartir y
clarificar comprensiones de conceptos matematicos. Esto se revisara a mayor
detalle cuando reflexionemos sobre el Ciclo de Ensefianza de las Matematicas en
el marco teorico.

En un tercer plano es necesario considerar la irrupcion de la tecnologia
digital. Esto es, la tecnologia digital se extiende con rapidez por casi todas las
areas de conocimiento y las actividades del ser humano, de modo que el terreno
educativo no es descartado, por el contrario es campo fértil para su incorporacion.
La tecnologia en la ensefianza debe actuar como un medio, no como un fin, la
cual fortalezca y transforme los procesos de ensefianza y aprendizaje. Esta debe
amplificar las posibilidades de la mente, en donde se pueda explorar un mismo
fendmeno desde distintas perspectivas dando lugar a otras formas de expresarlo,

éste es realmente su valor.
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1.1.13. Hipotesis de investigacion

En la ensefianza de las mateméticas la funciébn de la tecnologia digital es
potenciar la capacidad de razonamiento del estudiante, de ninguna manera
remplazar al profesor sino como un complemento a su practica de manera que se
pueda llagar a cumplir los objetivos de la educacion. Partiendo de lo revisado en

el capitulo se desprenden las siguientes hipotesis de trabajo:

1. Una forma para desarrollar el razonamiento algebraico en estudiantes de
primero de secundaria desaventajados es el uso de manipulativos virtuales
como medio de experimentacion de acciones de abduccion e induccion o de
razonamiento visual al resolver tareas matematicas que tienen que ver con

la generalizacion de patrones.

2. La atencion del profesor podra centrarse en las diferentes posibilidades
de los estudiantes, si se avanza hacia una reconstruccion pedagodgica de
las matematicas que incorpore la mediacion de la tecnologia digital para la
resolucion de problemas matematicos. Dicha mediacion fortaleceran los
argumentos que hasta ahora se han dado en torno del uso de la tecnologia
para que estudiantes en desventaja estén en igualdad de condiciones al

término de determinada instruccion escolar.
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1.2. MARCO TEORICO

Con respecto al marco tedrico, este se dividié en cuatro apartados, cada uno se
concentré en topicos trascendentales que le dan el fundamento tedrico a la
presente investigacion, en particular, al trabajo de campo realizado con
estudiantes de primer grado de secundaria cuando resuelven problemas
relacionados con la generalizacion de patrones.

Los temas que se trataron fueron: a) acerca del razonamiento algebraico y
coémo es que se conceptualiza; b) de cdmo se desarrolla éste cuando se explora la
generalizacion de patrones de figuras en estudiantes de secundaria; c) el Ciclo de
la Generalizacion y su exploracion a través de actividades que involucran la
resolucién de problemas sobre patrones de figuras que desencadenan tipos de
generalizacion que producen los estudiantes a través de plantillas visuales y d) la
Ultima seccién esta dedicada a la nocion del constructo Trayectoria Hipotética del

Aprendizaje, la cual vinculamos con las tecnologias digitales.

1.2.1. ;Qué es el razonamiento algebraico?

Definir el algebra y el razonamiento algebraico como un objeto de pensamiento en
la educaciéon basica crea un ambiente de tension. La limitada vision del algebra
gue ha dominado en la escuela por muchas décadas, la coloca como aquella con
la que se manipula simbdlicamente. Es decir, se le considera como “aritmética
generalizada”, lo que conlleva a una ensefianza centrada en su aspecto simbdlico
(la manipulacion de expresiones simbdlicas, la solucion de expresiones
algebraicas, y la indagacion de funciones presentadas simbdélicamente). Una vez
gue estas manipulaciones fueron dominadas, el uso de objetos algebraicos y
conceptos en la vida real, ficticios o contextos matematicos, se les considera como
aplicaciones de conceptos aprendidos. Se requiere de una vision mas amplia que
envuelva a las matematicas escolares con la misma profundidad y poder con la
gue la han hecho una disciplina teérico-practica, usarla para integrar las otras

ramas de las matematicas en todos los grados y temas.
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En contraste con este acercamiento de las manipulaciones primero y luego
la aplicacion de instrucciones, se reconoce otro el cual tiene que ver con el
aprendizaje de las mateméticas basado en el contexto. Es decir, en situaciones de
la vida real o situaciones que involucran problemas matematicos, constituiran el
punto de partida y el principal proceso para comprender conceptos y la ejecucion
de operaciones.

Algunas situaciones matematicas pueden tener que ver con las vidas de los
estudiantes y experiencias, en o fuera de la escuela que no es necesariamente la
tarea de aula o tareas asignadas. Tales situaciones genuinamente relevantes y
matematicamente ricas deben ser apropiadas y exploradas en clases de
matematicas ya que éstas pueden constituir buenos ejemplos de provechoso
contenido. De acuerdo a Gravemeijer y Doorman (1999) un problema matematico
puro puede también ser un problema en contexto. En cualquier caso, una tarea
contextual debe ser experiencialmente real para el estudiante y debe servir como
una base sobre el cual el concepto matematico puede ser construido.

Un acercamiento basado en el contexto tiene ventajas mas generales e
inmediatas. Primero, facilita procesos de aprendizaje para proveer significado
concreto o real a un concepto abstracto o algoritmo distinto (Heid et al. 1995);
segundo, provee puntos de referencia con el que los estudiantes pueden revisar
en una etapa mas avanzada de aprendizaje, cuando funciona es llevada a cabo en
un nivel mas abstracto; tercero, la motivacién de los estudiantes aumenta y la
voluntad llega a ser compromiso en la actividad de aprender; y ultimo, enfatiza el
potencial de usar modelos algebraicos y habilidades en otros campos.

El valor de un acercamiento basado en el contexto es descrito por Mason
(1985) y otros investigadores: “A fin de tener claro, seguro y dominio automatico
de cualquier habilidad, es necesario practicar pero el deseo de practicar surge
naturalmente de contextos estimulantes” (p. 36). Este puede facilitar el aprendizaje
de cuatro grandes ideas algebraicas: 1) el rol de variables y expresiones como
representativas de fenédmenos significativos de cambios, 2) la diferencia entre
cantidades constantes y cambiantes, 3) la falta de cierre de expresiones

algebraicas y 4) la equivalencia de expresiones algebraicas.
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Desde una perspectiva mas general, en un acercamiento basado en el
contexto, las expresiones producidas por los estudiantes durante una actividad
pueden presentar diferentes maneras de modelar el mismo fendmeno. Como
resultado, dichas expresiones equivalentes pueden ser vistas por los estudiantes
como diferentes descriptores del mismo fendmeno. Este acercamiento permite a
los maestros introducir el concepto de equivalencia en etapas tempranas en el
aprendizaje del algebra cuando las habilidades de manipulacion de los estudiantes
son muy limitadas.

En general, aprender algebra en un nivel simbdlico casi exclusivamente
abstracto pude causar muchas dificultades cognitivas y afectivas (Sutherland y
Rojano 1993; Tall 2004). Es conveniente que se provea de significados
contextuales hacia objetos algebraicos, conceptos, y operaciones en etapas
iniciales ademas de acompariar a todo el proceso de aprendizaje, como opuesto a
presentar estos significados Unicamente en etapas mas avanzadas, como posibles
aplicaciones. Desarrollar el curriculum del algebra basado en el contexto muestra
gue este acercamiento provee un importante puente entre aritmética y algebra y
entre objetos abstractos y concretos, permite a los estudiantes aprender
conceptos algebraicos en una forma mas comprensible.

Para ir dando forma a la respuesta al titulo de este apartado, se comienza
por un intento para decir qué es el algebra, entendiéndola como un cuerpo
conformado en si mismo de conocimientos que no es estatico, como un artefacto
cultural pero también como una actividad humana. Definir a las matematicas en
general y el algebra en particular, nos lleva a ver a las matematicas como un
constructo cultural, es decir, algo que adquirimos por herencia cultural. Este
artefacto cultural, en particular el algebra, esta incluido en todos los sistemas
educativos, pero abordado de distintas maneras.

Por otro lado, también se puede ver a las matematicas como un conjunto de
actividades que la gente hace. Por ejemplo, producir representaciones para
expresar generalizaciones implica transformar esas representaciones. De modo
gue quienes ven al algebra como razonamiento se inclinan en considerar la forma

de hacer, de pensar y hablar de los estudiantes a cerca de las matematicas como
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fundamental. Es decir, el &lgebra surge de la actividad humana y por tanto su
existencia depende de las personas, no soOlo histéricamente sino también en el
presente.

Cuando se pregunta a maestros de educacion basica, cobmo describen el
pensamiento algebraico. Ellos asocian pensamiento algebraico con élgebra,
viendo ésta como una materia que requiere resolver ecuaciones, usar variables y
aprender o memorizar reglas para manipular expresiones. Esta es una imagen
muy comun que se tiene del algebra. Como Smith (2003) observo, el término
algebra es tipicamente asociado con el estudio de un sistema de simbolos,
mientras que el pensamiento algebraico es un término mas extenso usado “para
indicar los tipos de generalizacién que preceden o acompanan el uso del algebra”
(p. 138).

El estudio del algebra desde el enfoque de los Principios y Estandares para
las Matematicas Escolares (National Council of Teachers of Mathematics, NCTM,
2000), recae en el pensamiento algebraico y “enfatiza interrelaciones entre
cantidades, incluyendo funciones, formas de representar interrelaciones
matematicamente y el analisis de cambio” (p. 37). Pensar el algebra en los grados
elementales, es esencial para enfocar en aspectos del pensamiento algebraico,
saber como generalizar (Kaput 1999) y analizar el cambio (Smith 2003) esta en el
corazon del pensamiento algebraico.

Desde la escuela elemental los maestros a menudo creen que no tienen
tiempo para explorar el pensamiento algebraico en sus salones. Los maestros
requieren una comprension personal de lo que significa pensar algebraicamente
antes de que ellos puedan promover comprensiones algebraicas en sus salones.

El razonamiento algebraico comprende procesos de simbolizacion y aqui lo
gue interesa es comprender el fendmeno que ocurre cuando el razonamiento
algebraico esta siendo desarrollado en el contexto de la educacion secundaria.
Segun Brodie (2010): Razonar es desarrollar lineas de pensamiento o argumentos
en donde

a) los diferentes pasos o movimientos en la linea del razonamiento estan

conectados uno con el otro,

38



b) existen razones por las que un movimiento sigue al otro, y

c) un nimero de movimientos llega a juntarse para resolver un problema.
Ademas, la autora establece que el razonamiento matematico es razonar sobre y
con los objetos de las matematicas.

Segun Kaput (2008), el corazon del razonamiento algebraico esta
comprendido de procesos de simbolizacién complejos que sirven directamente a la
generalizacion y al razonamiento con generalizaciones, de manera que el
razonamiento matematico permite al estudiante formar conexiones entre el

conocimiento nuevo Y el existente.

1.2.2. ¢Qué significa el desarrollo del razonamiento algebraico de los

estudiantes en el caso de la generalizacion de patrones?

Esta reconocido que aprender a razonar algebraicamente es un componente
esencial en la educacion basica. Pero qué significa verdaderamente razonar
algebraicamente. Blanton y Kaput (2005) lo describen como “un proceso en el cual
los estudiantes generalizan ideas matematicas desde un conjunto casos
particulares, establecen estas generalizaciones a través del discurso de
argumentacion y las expresan en formas apropiadas y cada vez mas formales”
(p.413).

Se retoma el término generalizacion de patrones en este trabajo, definido
por Radford (2008) como “la capacidad de apoderarse de algo comun notorio en
algo particular (en una secuencia); extender o generalizar esto comun para
términos subsecuentes; y ser capaz de usar esto comldn para proveer una
expresion directa de cualquier término de la secuencia” (p. 115). Es decir, que
trabajar con patrones es explorar y expresar regularidades. Se tiene la idea de que
la generalizaciéon y el razonamiento inductivo se funden en una misma categoria.
De una revisibn del trabajo de Radford (2010) sobre generalizacion con
estudiantes de segundo de secundaria se deduce lo siguiente:

« El pensamiento algebraico es una forma particular de reflexionar

matematicamente.
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« El investigé el uso de los signos en los estudiantes y los procesos de
produccién de significados en el algebra.
« Su investigacion tuvo dos metas:
1) Que los estudiantes aprendieran los conceptos algebraicos estipulados
en el curriculum
i) Ahondar en la comprension de la emergencia y desarrollo del
pensamiento algebraico.
Define tres capas de generalidad algebraica: Factual, Contextual y Simbdlica.

1.2.3. Exploracién de la generalizacion a través de patrones

Mason (1985) propone como una via poderosa para acceder al pensamiento
algebraico el tema de la generalizacion, ademas argumenta que para incursionar
en el algebra deben considerarse contenidos aritméticos y geométricos que
permitan constituir el pensamiento algebraico. El autor establece un proceso de
generalizacion que consiste en pasar de lo especifico a lo general en relacion a las
matematicas escolares, el cual denomina Ciclo de Generalizacion y se desarrolla
en cuatro etapas:

1) Percepcion de la generalidad

2) Expresion de la generalidad

3) Expresion simbdlica de la generalidad
4) Manipulacion de la generalidad

Cuando se estimula la habilidad de expresar generalizaciones, los estudiantes
aprenden a ver lo general en lo particular y viceversa. Para el autor, la
generalizacion es fundamental para acceder al algebra de una manera significativa
y construir su conocimiento. Es decir, la generalizacion en algebra es una
plataforma para avanzar hacia la abstraccion mateméatica y la mejor forma de
desarrollarla es a través de la exploracion de patrones o en otras palabras la
busqueda de regularidades. Para desarrollar el lenguaje algebraico, es primordial
gue el estudiante tenga ideas matematicas que comunicar; asi que el detectar un
patron o una regularidad le da la oportunidad de intentar expresarlo y comunicarlo.

Enseguida se describen cada una de estas etapas:
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1) Percepcion de la generalidad
La idea recomendable para iniciar a los estudiantes al conocimiento del algebra es
que se haga a través de identificar un patron en una sucesion de figuras o
nameros para después comunicar y registrar las caracteristicas comunes que
percibieron o las relaciones que pudieran establecerse inicialmente con ejemplos
particulares. De aqui muy probablemente emergerdn preguntas matematicas
como por ejemplo: ¢habra alguna formula que pueda definir este patrén? Para
aproximarse a ella los alumnos tendrdn que valerse de recursos matematicos
proximos para generar los numeros o la conformacion de figuras bajo el orden

preestablecido.

2) Expresion de la generalidad
Esta segunda etapa se traduce en dilucidar cuél es el patron en juego o una regla
general, de manera verbal o numérica, para generar una secuencia. En principio
es indispensable manifestar las conjeturas o hipotesis que se tienen acerca de la
conformacion del patrén y registrarlas, el siguiente paso es reflexionar sobre éste
en forma individual y luego en colectivo. Es decir, mediante un trabajo colaborativo
en la clase de matematicas en donde los estudiantes expresen sus ideas en
equipo y puedan comunicar sus resultados, se cuestionen e intercambien sus
percepciones con el objetivo de llegar a un acuerdo acerca de lo que define al
patron. Se requiere que los alumnos aprendan a formular argumentos para
averiguar si los procedimientos o resultados, propios y de otros, son correctos o
incorrectos. El papel del profesor sin duda sera el de mediador en la actividad de
los alumnos, haciéndoles preguntas que propicien la reflexion sobre sus propias

ideas y que éstas los lleven a algo concreto.

3) Expresion simbdlica de la generalidad
Una vez que se acordo lo que define al patrén, las regularidades y las relaciones
entre sus componentes, se debe traducir de inicio a un lenguaje natural que
evolucione hacia una regla o férmula general. Tal transicion no es un ejercicio

cognitivo simple pero puede ser apoyado por dibujos, esquemas o palabras, para
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posteriormente describir las variables clave de un problema para lograr expresarlo

de forma simbdlica.

4) Manipulacion de la generalidad
Hallada la expresion simbélica que define al patron se debe verificar su validez. Es
imprescindible probar que la regla o formula es correcta y se debe hacer de
diferentes formas, por ejemplo, aplicandola en otros casos, dando una respuesta a
través de otros medios, contando, dibujando, haciendo calculos o confirmando su
consistencia. Se requiere una nocién de lo general, esto implica recrear la idea
(abstraer) de como un caso particular puede mostrar lo general. Para mostrar lo
general es necesario reestructurar el caso particular y sefialar caracteristicas
generales. Esto ocurre a través de una observacion minuciosa que logra detectar
caracteristicas especificas en cada caso para luego destacar que, aunque

cambien, lo hacen de forma constante y esto es justo lo que lo hace un patrén.

1.2.4. Plantillas visuales en la generalizacién de patrones
Este apartado esta dedicado a la investigacion realizada por Ferdinand D. Rivera’
gue tiene que ver con la existencia de plantillas visuales en la actividad de
generalizacion de patrones. Muchos estudios actuales relacionados con patrones
se desenvuelven en un marco tedrico constructivista, los cuales hicieron
aportaciones a su investigacion para saber como estudiantes de educacién basica
llegan a generalizaciones algebraicas a través de patrones de figuras o nimeros.
El coloca a la visualizacion y al razonamiento multiplicativo, en el nivel
secundaria, como trascendental para la obtencidn de las generalizaciones
algebraicas y al igual que él nos preguntdbamos cémo le hacen los estudiantes de
secundaria para realizar la generalizacién de patrones que lleva a una estructura
algebraicamente util para un patrén dado en base a pocas etapas iniciales. Dado
gue ellos tienen poca experiencia o recursos algebraicos para llegar a tal

estructura, deben hacer un esfuerzo para coordinar sus habilidades inferenciales

* F.D. Rivera. Department of Mathematics, San Jose State University, 1 Washington Square, San Jose, CA
95192, USA.
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simbolicas y perceptuales para luego construir y justificar dicha estructura
algebraicamente util que se puede representar con una férmula general.

En principio aclara porque no usa los términos “patron geométrico” y “patrén
pictérico” como también se les ha llamado. Si se emplea el término “patron
geométrico” se puede confundir con las secuencias geométricas, como es el caso
de las funciones exponenciales en la matematica discreta y tampoco usa el
término “patrén pictérico” su argumento es que los patrones de figuras no son
simples imagenes de objetos sino que son caracteristicas exhibidas que se
asocian con representaciones diagramaticas. Entonces prefiere llamar a los
patrones matematicos: patrones figurales. Ahora, en estos patrones él se refiere a
construcciones “ambiguas” como aquellas en donde se transmite “la posibilidad de
percepciones alternativas” la nocion del término la retoma de Neisser (1976).

En particular para trabajar con patrones figurales la percepcion visual
resulta ser de gran relevancia, esta accion de llegar a ver se caracteriza en dos
tipos: la percepcion sensorial y la percepcion cognoscitiva (Dretske, 1990). La
primera, es cuando vemos un objeto tal cual, en cambio la percepcidon cognoscitiva
lleva a reconocer un hecho o una propiedad del objeto, en ella intervienen
procesos conceptuales y otros de caracter también cognoscitivo que permiten
relacionar hechos, elementos o propiedades del objeto.

Desde la perspectiva de Rivera, la generalizacion de patrones lleva implicita
la coordinacién de dos acciones interdependientes: la accién abductiva-inductiva
sobre los objetos y la accion simbdlica. La primera tiene que ver con distintas
formas de contar y estructurar objetos discretos o elementos de un patrén de una
manera algebraicamente util y la segunda accion implica trasladar a la primera a
una forma de generalizacién algebraica. Para la mejor comprension de estas

ideas, el autor realiza el siguiente diagrama.
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* MANEJAR LO
DESCONOCIDO

ETAPA ABDUCCION INDUCCION

CONOCIDA (FOMAR (PROBAR
HIPOTESIS) HIPOTESIS)

/4

. GENERALIZA(’IION DEL
PATRON

Imagen 1. Accién abductiva-inductiva en la generalizacién de patrones

El esquema muestra el proceso de generalizacion que siguen los
estudiantes cuando se les presenta un patron incompleto, solo con etapas
iniciales, las cuales son el punto de partida para explorar una regla que pueda
explicar éstas y las consecutivas. Es decir, los estudiantes formulan hipotesis en
base a las etapas conocidas del patron para poder construir nuevas, pero no muy
lejanas a las que se tienen, se intenta con las etapas que siguen a las dadas, ésta
es la etapa abductiva. Luego se prueban repetidamente las hipotesis en diferentes
casos o etapas de manera que se pueda confirmar la funcionalidad de la regla que
se cree define el patron, aqui se habla entonces de la etapa inductiva. Si la regla
es confirmada en los casos de prueba, una generalizacion emerge de modo que
los estudiantes podran usarla para etapas distantes sin necesidad de construir
todas las anteriores. Pero puede ocurrir que se genere otra abducciéon, o mas, al
no tener éxito la regla o también que la regla dificulte el trabajo para etapas
posteriores.

El término de platilla visual, que usa Rivera lo apropié de Giaquinto (2007)
qguien lo uso en el contexto de objetos matematicos, a su vez Giaquinto desarrollo
este concepto de Resnik (1997) quien define a una plantilla visual como un
“dispositivo concreto para representar el como se forman las cosas, se estructuran
o disenan” (p. 227). Nuestra experiencia concreta nos debe de algun modo
proporcionar modelos béasicos para construir o contextualizar los elementos
abstractos a través de descubrir caracteristicas de un nuevo objeto o de su

comparacién con otros ya existentes. En las plantillas visuales la funcion del “ojo”
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es predominantemente esencial para descubrir e inferir. Las inferencias logicas y
la deduccion verbal no actian solas sino que son acompafadas de la capacidad
visual de observar y ver. Desde la perspectiva de Arcavi (2003) con respecto a la
visualizacién matemética, se refiere a las plantillas visuales como un tipo de
estrategia visual que permite ver lo que no se ve de un mundo abstracto que esta
sujeto a relaciones y estructuras conceptuales que no se manifiestan claramente.
Rivera establece tres tipos de plantillas visuales: aditivas, multiplicativas y
pragméaticas. Para comprender a cada una es necesaria la distincion entre los
esquemas aditivo y multiplicativo en términos del nivel de abstraccion y de las
relaciones que involucran. Desde una perspectiva Piagetiana, la operacién de
multiplicar demanda un pensamiento de orden superior. Por ejemplo, la adicion es
inseparable de la construccion de un nimero y se logra a través de una suma
repetida de la unidad, la multiplicacion es una operacion mas compleja que se
construye fuera de la adicion a un nivel de abstraccion mayor. Es decir, un
esquema aditivo requiere Unicamente un nivel de abstraccion y una relacion de
inclusion mientras que el esquema multiplicativo demanda mas niveles de
abstraccion y no una unica relacion de inclusion, ambas se establecen
simultdneamente: una asignacion de muchos a uno y al menos dos niveles de
relaciones. Clark y Kamii (1996) proponen el siguiente esquema que compara

ambos esquemas de pensamiento, observe:
Aditivo
I
oS S5>
A1 m
5>

> G TP
Multiplicativo

Imagen 2. Comparacién del pensamiento aditivo y multiplicativo

Rivera destaca dos aspectos importantes en la construccion de esquemas aditivos
y multiplicativos que se relacionan con la nocién de una unidad y la construccion

de inferencias perceptuales y simbolicas. El primero de éstos tiene que ver con el
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conteo; Rivera comparte la vision de Sophian (2007) quien considera que contar
implica la eleccion de una unidad y enfatiza que la identificacion de ésta es més
importante que el tamafio. Ejemplifica esta idea asi: “algunos zapatos pueden ser
zapatos de bebé, otros de adultos, pero nosotros tratamos cada uno de ellos como
un zapato (o la mitad de un par de zapatos)” (p. 66). Aterrizado esto al esquema
aditivo, que requiere de una abstraccion de un unico nivel, se utiliza una unidad
gue puede ser, 0 no, independiente de las cantidades involucradas en la suma o
resta. Un ejemplo en una situacion de comparacion: “Sara es tres centimetros mas
alta que su hermana Laura”, la unidad centimetros se refiere a la altura que nos
indica una medida lineal pero pudo haber sido dada en otras unidades lineales
como pulgadas.

Ahora en un esquema multiplicativo, que requiere de abstracciones
multinivel, se utiliza una unidad que es fabricada desde una de las cantidades
implicadas en la multiplicacion o division. Siguiendo el ejemplo de comparacion
anterior, bajo este esquema seria: “Sara es el doble de alta que su hermana
Laura”, la unidad es la altura de Laura que después se utiliza para comparar la
altura de Sara. En definitiva los dos esquemas condicionan el uso de una unidad
comun.

Por otro lado, el segundo aspecto se relaciona con las distintas formas de
ver a una unidad en la construccion de inferencias perceptuales y simbdlicas. La
ley de la Buena Gestalt (Metzger, 2006), a grandes rasgos, se refiere al orden en
gue el individuo percibe, descifra y organiza una figura, una pintura o una imagen.
Esto quiere decir que hay una predisposicion a organizar sobre algo que
naturalmente pertenece o0 se ajusta, incluso lo que es bastante simple y
reconocible, asi entonces nos permite asociar una forma geométrica o especificar
una férmula algebraica. Rivera emplea esta ley para distinguir cuando un patron
es alto o bajo de bondad en Gestalt. Es decir, un patron de figuras sera alto en
Gestalt cuando tiende o tiene una estructura interpretada que manifiesta una
forma equilibrada, ordenada y armoniosa del patron. En cambio, uno de baja
bondad se muestra desorganizado, con una estructura compleja que dificulta

desentrafar las partes o se conforma de partes que no tienen, por decirlo de
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alguna manera, divisiones naturales. Todo esto conlleva a un proceso arduo hacia
la construcciéon de una férmula algebraica.

Los problemas que se utilizaron en esta investigacion para ser resueltos por
los estudiantes cumplieron con las propiedades de una buena Gestalt. Todos los
patrones de figuras presentados tienen un orden y cada figura de la secuencia se
muestra con una estructura equilibrada lo que les permite descomponer o
seccionarlas en partes desde su propia visualizacion, discernimiento y
organizacion de la figura completa. Esto es, todas las primeras figuras que
conforman el patrén se presentan enteras o completas, el estudiante de forma
imaginaria las separa en partes, convenientemente, de modo que cada una de
éstas se le puede interpretar de manera numeérica o0 asociar a una forma
geomeétrica y en el mejor de los casos a una expresion algebraica.

En resumen, cualquiera que sea el caso de bondad de Gestalt, el punto

clave en la construccion de una generalizacion algebraica es la eleccion de una
unidad comun que toma forma aditiva o multiplicativa y que esta directamente
relacionada con la estructura general que se interpreto del patrén.
Adelante se presenta una tabla elaborada por Rivera que muestra siete tipos de
generalizaciones algebraicas, resultado de su investigacion. Para la compresion
de la tabla se definen los conceptos usados, tal como aparecen en su texto
(Rivera, 2010) y se agregan imagenes.

La dimension Constructiva se refiere al hecho de una relativa estructura
interpretada para algun patron que considera que las partes no se superponen y
gue cuando se suman, juntas forman la figura percibida que se aplica a través de
las etapas de patron. Esta dimension puede ubicarse en el esquema aditivo o
multiplicativo.

El concepto estandar y no estandar se refiere a los términos algebraicos en
una expresion. Si los términos estdn en forma simplificada se ubican en la
categoria estandar y si los términos todavia se pueden simplificar mas se ubica en

la no estandar.
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En las generalizaciones deconstructivas se ven las etapas de figuras
conocidas en un patron como un conjunto de piezas superpuestas que pueden
descomponerse muy convenientemente.

En el tipo de generalizaciones constructivas o deconstructivas impulsadas
por auxiliares se aprecia cada etapa de figuras conocidas en un patrén en el
contexto de una configuracion mayor que tiene una estructura bien conocida y/o
facil. Introducir un conjunto auxiliar de objetos estratégicamente les permite ver
mejor la configuracion mayor a fin de obtener una generalizacién apropiada del
patrén mas rapido y faciimente.

Y las generalizaciones basadas en la transformacion en un principio
involucran acciones de mover, reorganizar y transformar partes en una etapa de la

figura de un patron dentro de alguna figura reconocible con una estructura mas

familiar.
. Caracteristicas , .
Tipos de X Férmula algebraica .
.. figurales . A Ejemplos
generalizaciones | ,. ' (inferencia simbdlica)
(inferencia perceptual)
Ver los patrones de | Los términos de la
figuras que consisten | férmula estdan forma b
en partes que no se | simplificada
superponen. —
Estindar Este es el caso mas
. simple que se aplica a -
constructiva
- todos los patrones de
aditiva ) . .
figuras lineales del tipo
y = x + b (es decir, la -

constante adicion de
un objeto de una etapa
a otra).

Ver los patrones de
figuras que consisten

Los términos en la
formula estan

en partes que no se | expandidos, en una D
No estandar superponen. forma no simplificada. D D D
constructiva Etapal Etapa2 Etapa 3

aditiva

x=n-1+n-1+1
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Ver los patrones de | Los términos en la [ ]
figuras que consisten | formula  estdn  en o :
Estandar en partes que no se | forma simplificada. P PP
constructiva superponen. ® :
multiplicativa [
1 2 3
C=3n +1
Ver los patrones de | Los términos en la
figuras que consisten | formula estan [
en partes que no se | expandidos, en forma :. :..
superponen. no simplificada. [ ] ]
[ ]
1 2
No estandar C=2n+(n+1)
constructiva o
multiplicativa ° |'|0|'|
. ° ®
LX) eo00 | \
) ° ’ |o'
[ ] '-..'l
1 2 .3
C=2(n+1)+(n-1)
Ver los patrones de | Los términos en la
figuras que consisten | formula podrian estar
en partes que se | enforma estandarono I{.\ :
superponen. Por lo | estandar. ® |._l_ ®
tanto, contar consiste ) . -..-ﬁ? o0 00
Deconstructiva en tomar en cuenta | Los términos pueden L |.| ]
multiples cuentas que | transmitir el uso de \3-' L]
pueden ser | cualquiera de los L
determinadas cuando | esquemas aditivo o ! 2 :
las partes estan | multiplicativo.
apropiadamente C=3(p+1)-2
descompuestas.
Ver los patrones de | Los términosen la
figuras como partes de | formula podrian estar
una configuracién | en forma estandar o no
mayor que tiene una | estandar. (4-17

Constructiva
impulsada por
auxiliar o
deconstructiva

bien conociday /o una
estructura mas simple.

La introduccién de un
conjunto auxiliar
permite a los alumnos
ver la configuracién
mas grande y mas
facilmente.

Los términos pueden
transmitir el uso de
cualquiera de los
esquemas aditivo o
multiplicativo.
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Al ver los patrones de | Los términosen la
figuras de una manera | férmula podrian estar O
diferente para | en forma estandar o no O E E
inicialmente mover, | estandar. O D DOED ODEE@m
reorganizar y et Emmdo mmes Sl
Constructiva transformar una etapa | Los términos pueden c=2p1
basada en la figural en alguna figura | transmitir el uso de s
transformacién | reconocible que tiene | cualquiera de los ® I III
o deconstructiva | Una estructura que es | esquemas aditivo o
familiar para el | multiplicativo. H!' E!,!) Im IIHIW
alumno.
s=n(n- 1) + 1 (Pragmatica
incorrecta)

Imagen 3. Tabla de los tipos de generalizaciones algebraicas

Por ultimo hace falta mencionar al esquema pragmatico, el cual se produce en
situaciones problematicas cuando un estudiante combina esquemas aditivos y

multiplicativos.

1.2.5. Trayectoria Hipotética del Aprendizaje (THA)

Esta seccion aborda el trabajo realizado por Martin A. Simon que se concretd en
1995 en su articulo titulado “Reconstruir la pedagogia de las matematicas desde
una perspectiva constructivista” en el introduce la nociéon de Trayectoria Hipotética
del Aprendizaje como parte de su modelo del Ciclo de Ensefianza de las
Matematicas. Lo esencial en este modelo es la tensién creativa entre los objetivos
del profesor con mira al aprendizaje de los estudiantes y su responsabilidad para
ser susceptible al pensamiento matematico de ellos. Se desprende de una postura
en la que el constructivismo provee un marco teérico para razonar el aprendizaje
de las matematicas en el aula y que ademas puede contribuir en importantes
maneras al esfuerzo por reformar la ensefianza de las matematicas escolares. Sin
embargo, éste no dice cdmo ensefiar matematicas, es decir, no estipula un
modelo para ello.

El constructivismo deriva de una posicion filoséfica en la que nosotros como
seres humanos no tenemos acceso a una realidad objetiva, es decir, una realidad
independiente de nuestra manera de conocerla. Ma&s bien construimos el

conocimiento de nuestro mundo desde nuestras percepciones y experiencias, las
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cuales éstas son mediadas a través de nuestro conocimiento previo. El
aprendizaje es un proceso el cual adaptamos a nuestro mundo experiencial.
Desde una perspectiva constructivista, no hay manera de saber si un concepto
coincide con una realidad objetiva. La preocupacion es si éste funciona, es decir,
si encaja con nuestro mundo experiencial. En otras palabras, el constructivismo es
s6lo verdadero cuando se muestra Gtil al permitirnos tomar sentido de nuestra
experiencia (Simon, 1995).

El entender el aprendizaje como un proceso de construccion individual y
social da a los profesores un marco teérico conceptual con el cual comprender el
aprendizaje de sus estudiantes. La investigacion del autor se centr6 en conocer de
gué modo el constructivismo puede contribuir al desarrollo de un marco tedrico util
para la reconstruccion de la pedagogia de las matematicas que pueda sostener
las construcciones de ideas poderosas de los estudiantes. En sintesis, el
constructivismo como una teoria epistemologica no define una manera particular
de ensefar sino que describe el desarrollo del conocimiento, en términos
generales, con o sin un maestro presente.

El anadlisis de los datos de su experimento de ensefianza le permitio
desarrollar un modelo que esquematiza las interrelaciones ciclicas de aspectos
como el conocimiento, el pensamiento, la toma de decisiones y la actividad del
maestro. Este modelo lo denomind Ciclo de Ensefianza de las Matematicas.

Plantear la meta y disefiar una leccion requiere de considerar dos aspectos:
el conocimiento matematico del profesor y sus hipotesis sobre el conocimiento de
los estudiantes. El autor utiliza el término hipétesis porque el profesor no tiene
acceso directo al conocimiento de los estudiantes sélo hace inferencias de lo que
cree que saben desde su interpretacion a través del comportamiento del
estudiante. Es decir, lo que percibe el profesor del pensamiento matematico del
estudiante esta influenciado por su conocimiento de las matematicas y éste le
sirve para interpretar el lenguaje y las acciones de ellos para luego tomar
decisiones sobre el posible conocimiento matematico que deben aprender. La

meta de aprendizaje que se proponga el profesor marcara el rumbo para
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desarrollar una Trayectoria Hipotética del Aprendizaje (THA), este término lo
instaura para englobar

“...la prediccion del profesor como la ruta por la cual el aprendizaje
podria proceder. Esta es hipotética porque la trayectoria real del
aprendizaje no es conocida de antemano. Esta caracteriza una
tendencia esperada...la trayectoria hipotética del aprendizaje provee al
maestro con un razonamiento para elegir un disefio instruccional
particular” (p. 135).

Una trayectoria hipotética de aprendizaje se compone de tres elementos: los

objetivos para el aprendizaje de los estudiantes, las actividades de
aprendizaje que se usaran para promover el aprendizaje y el proceso de
aprendizaje hipotético de los estudiantes.
Los objetivos propuestos por el profesor para el aprendizaje de los estudiantes
determina la direccion para los otros componentes, la seleccion de las tareas de
aprendizaje y las hipotesis acerca del proceso de aprendizaje de los estudiantes
son interdependientes. Las tareas se seleccionan con base en las hipotesis acerca
del proceso de aprendizaje; las hipotesis sobre el proceso de aprendizaje se
basan en las tareas propuestas.

La nocion de THA pone de manifiesto el pensamiento del profesor cuando
disefia actividades de ensefianza y aprendizaje bajo una perspectiva
constructivista. La seleccién y el disefio de las actividades se convierten en un
proceso reflexivo y ciclico. Es decir, para una tarea dada, se determinan las
capacidades que dicha tarea puede poner en juego y a partir de ese analisis y de
los objetivos de aprendizaje que el profesor se haya impuesto, él puede modificar
la tarea y analizarla de nuevo. Son justamente las continuas modificaciones a la
Trayectoria Hipotética del Aprendizaje las que hacen de ésta una pieza clave del

Ciclo de Ensefanza de las Matematicas.
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Conocimiento Trayectoria Hipotética de

del profesor ’ Aprendizaje
A Objetivos de
aprendizaje del
profesor
[l
v

Plan del profesor para
las actividades de
aprendizaje

4

Hipdtesis del profesor
de los procesos de
aprendizaje

Constitucion
interactiva de
las actividades

Evaluacion del
conocimiento de
los estudiantes

Imagen 4. Ciclo de Enseflanza de las Matematicas

Ademas del conocimiento de matematicas del profesor y sus hipétesis sobre las
comprensiones del estudiante, varias areas o dominios del conocimiento del
maestro entran en juego, incluyendo sus teorias sobre la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas; conocimiento del aprendizaje con respecto al contenido
matematico particular (derivado de la literatura de la investigacion y/o de la propia
experiencia con los estudiantes); y el conocimiento de representaciones
matematicas, materiales y actividades. El Ciclo de Ensefianza de las Matematicas
refleja la relacion de estas areas o dominios del conocimiento para el disefio de las
actividades de ensefanza.

La generacion de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, previa a la
leccion de la clase, es el proceso por el cual (de acuerdo a este modelo) el
maestro desarrolla un plan para la actividad en el aula. Sin embargo, cuando el
profesor interactia y observa a los estudiantes, el maestro y los estudiantes
constituyen colectivamente una experiencia. Esta experiencia por la naturaleza de
su constitucion social es diferente de una anticipada por el profesor. En esa
interaccién hay una modificacion en las ideas y el conocimiento del maestro, aqui
es cuando él toma sentido de qué es lo que esta sucediendo y qué ha pasado en

el aula, entonces esta listo para tomar decisiones. La evaluacion del pensamiento
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del estudiante (el cual sigue continuamente el modelo de instruccion presentado)
puede provocar adaptaciones al conocimiento del profesor que, a su vez, lo
conduce a una nueva o modificada Trayectoria Hipotética del Aprendizaje.

El siguiente esquema muestra el Ciclo de Ensefianza de las Mateméticas en forma
amplia, el cual describe las relaciones entre varios dominios de conocimiento del
profesor, la Trayectoria Hipotética del Aprendizaje y las interacciones con los

estudiantes.

Conocimientos Trayectoria Hipotética del Hipotesis del profesor <
de matematicas Aprendizaje del conocimiento de los
del profesor — estudiantes
R Objetivos de

aprendizaje del
. Teorias del profesor
‘ sobre la ensefianza y el |«
aprendizaje de las
matematicas

Plan del profesor para
las actividades de

aprendizaje \

A N

\ 4

Conocimiento del
profesor de
actividades y
representaciones
matematicas

A\ 4

Conocimiento del
profesor del aprendizaje
Hipotesis del profesor

del estudiante de un
I delosprocesosde

i contenido particular
aprendizaje ( -

Evaluacion del
conocimiento de
los estudiantes

— %4

Imagen 5. Esquema del Ciclo de Ensefianza de las Matematicas ampliado

El conocimiento matematico del maestro en interaccion con sus hipétesis
sobre el conocimiento matematico del estudiante contribuye a la identificacion de
un objetivo de aprendizaje. Estos dominios del conocimiento, el objetivo de
aprendizaje; el conocimiento del profesor de actividades y representaciones
matematicas; su conocimiento del aprendizaje de los estudiantes sobre un
contenido particular, asi como sus concepciones sobre la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas contribuyen al desarrollo de actividades de

aprendizaje y a un proceso hipotético de aprendizaje.
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Las modificaciones de la THA no son algo que solamente ocurre durante la
planeacion entre clases. El maestro esta continuamente ajustando la trayectoria
de aprendizaje que €l ha hipotetizado para expresar mejor su ampliado
conocimiento. Algunas veces las actividades estan en orden, satisfacen los
objetivos pero en otras ocasiones casi todas tienen que desecharse y buscar una
mas apropiada. Sin tener en cuenta la magnitud de modificacion, los cambios
pueden hacerse a cualquiera o todos los tres componentes de la THA.

El constructo de THA se fundamenta en los siguientes supuestos Simon y
Tzur (2004):

1. La construccién de una Trayectoria Hipotética del Aprendizaje se basa en la
comprension del conocimiento actual de los estudiantes que recibiran la
instruccion.

2. Una Trayectoria Hipotética del Aprendizaje es el vehiculo para planificar el
aprendizaje de conceptos matematicos concretos.

3. Las tareas matematicas proporcionan las herramientas para promover el
aprendizaje de conceptos matematicos concretos y por lo tanto son un
elemento clave del proceso de instruccion.

4. Dada la naturaleza hipotética, inherente e incierta de este proceso, el profesor
se vera obligado a modificar sistematicamente cada aspecto de la Trayectoria

Hipotética del Aprendizaje.

Gravemeijer, Bowers y Stephan (2003) hacen las siguientes distinciones
entre una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje y una planeacion de una clase
tradicional. Cuatro consideraciones especificas del proceso que distingue a la
primera del proceso tradicional de planificar una leccion:

1. La naturaleza socialmente situada de la trayectoria de aprendizaje.

2. La visién de planear como un ciclo reiterativo mas que una metodologia de un
solo tiro.

3. El enfocar sobre las construcciones de los estudiantes mas que en el contenido

matematico y
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4. La posibilidad de ofrecerle al maestro una teoria fundamentada que describe
coémo un cierto conjunto de actividades instruccionales podrian ejecutarse fuera

de un escenario social dado.

El constructo trayectoria de aprendizaje enfatiza el aprendizaje sobre la
ensefianza, la descripcién de Simon es claramente intencionada al caracterizar un
aspecto esencial del pensamiento pedagogico. Es decir, determina el objetivo,
crea tareas conectadas al pensamiento y aprendizaje de los estudiantes en un
dominio matematico especifico designadas a engendrar esos procesos mentales o
acciones hipotéticas para mover a los alumnos a través de una progresion de
desarrollo de niveles de pensamiento, creadas con la intension de apoyar la
realizacion de objetivos especificos para los estudiantes, en este dominio

matematico.

1.2.5.1. Trayectorias Hipotéticas del Aprendizaje asociadas a tecnologias

digitales

El desarrollo de trayectorias hipotéticas del aprendizaje contempla tres aspectos a

considerar, que son los siguientes:

I. El proceso de construir la THA involucra transiciones entre diferentes niveles
cognitivos y epistemolégicos. También puede involucrar transiciones ente
ambientes tecnoldgicos y no tecnoldgicos.

II. Al desarrollar o formular una THA el énfasis deberia ser puesto sobre la
promocién de actividades en las cuales los estudiantes tienen la oportunidad
de expresar, presentar, usar, probar, refinar, revisar o ajustar sus propias
formas de pensar (Lesh y Yoon, 2004).

lll. Las tecnologias digitales si se usan apropiadamente, permiten a los
fendbmenos matematicos ser presentados y explorados en formas que
proveen oportunidades para iniciar y mejorar el pensamiento matematico y
dar sentido a lo que esta sucediendo. Esto puede dar al alumno el potencial

para mirar a través de lo particular lo general (Mason, 2005).
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A manera de nota final, aqui se hace un resumen del contenido de la seccion del
marco tedrico. La documentacion tedrica a la cual nos acercamos es el resultado
de amplias investigaciones en torno a la generalizaciéon en el algebra. El contexto,
la temporalidad y los individuos participantes, etcétera, en el que fueron llevadas a
cabo no fue totalmente la misma a la que aqui se reporta. Aun asi en el contexto
actual en México, los hallazgos son similares en cuanto a la resolucién de los
problemas matematicos planteados, aunque no se intentd replicar sus
experiencias sino mas bien que sus aportaciones nos guiaran, primero, en el
disefio del procedimiento a seqguir, en la seleccion de actividades y su evaluacién,
de modo que todo fuera apropiado para conseguir nuestros objetivos, para este fin
nos apoyamos en el constructo de Trayectoria Hipotética del Aprendizaje
elaborada por Martin A. Simon (1995) que surgié como una propuesta de alto nivel
para reconstruir la pedagogia de las matematicas desde una perspectiva
constructivista.

Para reconocer el desenvolvimiento de caracter cognitivo por la cual
atraviesan los estudiantes cuando resuelven problemas relacionados a la
generalizacion, como una via poderosa para poder acceder al pensamiento
algebraico, nos hicimos acomparfar de la contribuciéon de J. Mason (1985) que
establece el Ciclo de la Generalizacion. Y por ultimo nos acercamos de manera
mas especifica a la generalizacion de patrones de figuras usando el concepto de
Plantillas Visuales para categorizar el tipo de generalizaciones a las cuales llegan

los estudiantes. Tal nocion se retoma del trabajo de Ferdinand Rivera (2010).

1.2.6. Planteamiento del tema de investigacién

Es importante que los estudiantes trabajen en el aula con ideas significativas que
les permitan llegar a ser conscientes de la potencia de la generalizacién, por
ejemplo trabajando con cantidades desconocidas y verificando conjeturas, porque
esto promueve procesos de transicion de la aritmética al algebra, y permite a los
estudiantes acceder a niveles de pensamiento que sobrepasan lo especifico,

numeérico, y el pensamiento perceptivo (Rojano, 2002).
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Por otro lado, las tecnologias digitales (tales como lo sistemas
computacionales del algebra, programas de geometria dindmica, micromundos y
calculadoras graficadoras) les proporcionan a los estudiantes la oportunidad de
trascender limitaciones de enfoques convencionales y los involucran en la
reflexion, y les permiten a los profesores implementar una instruccion mas
centrada en el estudiante (Heid, Blume, Hollebrands & Piez, 2002; Pea, 1987). Si
la tecnologia educativa puede ejercer una influencia tan fuerte en la ensefianza y
el aprendizaje entonces todos los estudiantes de mateméaticas podrian acceder de
manera equitativa a estos beneficios resolviendo entonces cuestiones de justicia y
equidad en la escuela (Dunham & Hennessy, 2008).

Especificamente, la utilizacion de los manipulativos virtuales se destaca
como un medio para que estudiantes en desventaja accedan a ideas matematicas
significativas (Chiappini & Cozzani, 2014; Dunham & Hennessy, 2008; Rojano,
2002). En este sentido es que la utilizacion de la tecnologia en el aprendizaje y la
ensefianza de las matematicas en la educacion basica se puede enmarcar en una
linea de investigacion del uso de la tecnologia para la nivelacion del campo de
accion de los escolares (Dunham & Hennessy, 2008). En particular, este tipo de
utilizacion fortalece los argumentos que hasta ahora se han dado en torno del uso
de la tecnologia para que grupos en desventaja estén en igualdad de condiciones

al término de determinada instruccion escolar (idem, p.388; Chiappini, 2013-2014).

El objetivo de esta tesis es utilizar tecnologias digitales (manipulativos
virtuales) para que estudiantes desaventajados puedan acceder a nociones
matematicas poderosas como la de generalizacion algebraica a través de la
identificacion de plantillas visuales, para que experimenten procesos matematicos

complejos, como los de abduccién e induccion.

Por lo tanto, las preguntas que guiaron el trabajo de investigacion que aqui

se presenta son las siguientes:
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¢, Cuales son las caracteristicas de las tecnologias digitales que hacen posible que
los estudiantes desaventajados accedan a nociones matematicas poderosas como
la de generalizacion algebraica?

¢,Qué tipo de herramientas y actividades permiten que los estudiantes
desaventajados experimenten procesos matematicos complejos de abduccién e
induccion?

¢, Cuales son las estrategias emergentes de los estudiantes desaventajados
durante la resolucion de tareas de generalizacion de patrones® usando tecnologias
digitales?

¢, Cuales modelos pedagoégicos asociados a la ensefianza —aprendizaje de las
matematicas permiten centrar la instruccion en las diferentes posibilidades de los

estudiantes y avanzar hacia la nivelacion del campo de accion de los escolares?

® Situaciones de generalizacion de patrones usuales en la introduccion al &lgebra
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CAPITULO II
METODOLOGIA

Se presenta al lector la descripcién y caracterizacion de la metodologia que se
siguié para llevar a buen término la investigacion que aqui se reporta en torno al
tema de la generalizacion de patrones. En esta investigacion participan
estudiantes del nivel secundaria para llevar a cabo la resolucion de problemas
matematicos relacionados con dicho tema, en la instrumentacién de la actividad de
los alumnos se recalca la mediacién de la tecnologia digital en particular el uso de
un manipulativo virtual que se destaca por su plataforma matematica que ademas
es de acceso libre en la internet. EI manipulativo fue apropiado para dar soporte a
los estudiantes en desventaja académica en la resolucion de los problemas
planteados.

El capitulo se distribuye en cinco apartados: el primero tiene que ver con el
disefio de la investigacion, en el cual se describe en general el proceso por el cual
se transitd para realizar la investigacion. El segundo, presenta una puntual revision
del tratamiento del tema de generalizacion de patrones en el curriculum escolar de
secundaria, dado que mientras se desarrollaba el trabajo de campo, en 2011,
hubo una reforma al plan y programas de estudio de la educacion basica en
México. El trabajo de campo consistié en una indagacion previa y cuatro fases de
exploracion.

La primera y segunda fases conforman el primer ciclo del trabajo de campo que se
denomind: exploracion piloto. La tercera y cuarta fases pertenecen al segundo
ciclo que se denomind: exploracién formal.

El tercer apartado caracteriza la primera fase del trabajo de campo, en el
gue se resalta el objetivo de su implementacion. También se presentan los
problemas planteados a los alumnos y las imagenes que dan evidencia de la
resolucién de éstos. El apartado concluye con una sintesis de lo ocurrido en la
primera fase del trabajo de campo.

El cuarto apartado se refiere al desarrollo de la segunda fase del trabajo de

campo. Al igual que la anterior se describe y caracteriza su conformacion haciendo
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énfasis en las diferencias entre una fase y otra. La divergencia mas notable entre
éstas son los medios ambientes de aprendizaje en los cuales son instrumentadas
las actividades de generalizacion de patrones y el tipo de alumnos que participan
en cada uno de éstos. Se incluye una seccidn que da a conocer las modificaciones
que se hicieron a las hojas de trabajo de la primera fase (lapiz y papel) para ser
implementadas apropiadamente en el otro ambiente (digital) para ser resueltas por
los estudiantes. Asi también se muestran las hojas de trabajo modificadas, tal cual
les fueron presentadas a los alumnos. Al final se hace una sintesis sobre los
resultados que arrojé esta segunda fase del trabajo de campo.

El dltimo apartado tiene que ver con la tercera y cuarta fases del trabajo de
campo en las que interviene la exploracion formal en ambos ambientes de
aprendizaje (lapiz y papel; y manipulativos virtuales) para efectos de replicabilidad
de los datos y consolidacion de los resultados. Se pone de manifiesto la dimension
en que se realizo el trabajo de campo. Es decir, el incremento en cuanto a la
temporalidad, al numero de alumnos, a la diversidad de contextos escolares por su
ubicacion geografica. El lector hallara la descripcion de los ambientes de
aprendizaje en los que se instrumentaron los seis problemas de patrones. Asi
también la caracterizacion de los alumnos en cuanto a su rendimiento académico
en matematicas y en relacion a la edad, género y asistencia a las sesiones de
trabajo. El capitulo concluye con la descripcién de los procedimientos de los
estudiantes en la 32 fase, que se convirtieron en guias pedagodgicas para los

estudiantes que resolvieron los problemas en el manipulativo virtual (42 fase).

2.1. Disefio de la investigacion

El enfoque o marco interpretativo que se adoptd para realizar la investigacion

cualitativa® fue el constructivista. Lo que llevé a desarrollar un disefio de

6«La investigacion cualitativa..., a grosso modo, busca la subjetividad, y explicar y comprender las interacciones y los
significados subjetivos individuales o grupales. Para explicar o comprender, los humanos necesitamos marcos
referenciales en los cuales realicemos estas acciones.” Alvarez-Gayou (2007). Los marcos de referencia para Ivonne Szasz
y Susana Lerner (1994) son: “[...] acercamientos que se fundamentan en diversas corrientes tedricas de la sociologia, la
psicologia, la antropologia, la lingiistica, etcétera, que muestran la realidad subjetiva y la realidad social, intimamente
relacionadas, donde se inscriben las conductas y acciones humanas.
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investigacion’ para obtener la informaciéon necesaria, analizar la certeza de las

hipotesis, aportar evidencia con respecto a los lineamientos de la investigacion y

alcanzar los objetivos. El plan o disefio fue el siguiente:

- Revisar el programa de estudio de matematicas en secundaria en México para
detectar en qué grados y bloques es tratado el tema de estudio de esta tesis, el
cual es el de secuencias o patrones (ver SEP, 2006 a) y a qué profundidad es
gue se sugiere que se aborde el tema en la clase.

- Indagar con los profesores de matematicas sobre la importancia que tiene para
ellos el tema de generalizacion de patrones.

- Buscar y seleccionar problemas sobre la tematica antes mencionada en textos
de investigaciones anteriores, para llevarlas a cabo en un contexto mexicano.
Hacer una indagacion previa y asi jerarquizar los problemas de secuencias de
patrones, esto permitird seleccionar los mas pertinentes para ser resueltos por
estudiantes de secundaria en el Distrito Federal.

- Realizar una primera fase como parte del trabajo de campo, que consistira en
una exploracion piloto en donde se presentaran los problemas seleccionados
sobre patrones para su resolucién, utilizando como unicos recursos lapiz y papel,
la resolucién de estos problemas la realizaran estudiantes de primero y segundo
de secundaria, de rendimiento académico regular en matematicas.

- Considerar los resultados del analisis de las hojas de trabajo resueltas por los

estudiantes que participaron en la primera fase de ambos grados, para decidir

A su vez, estos acercamientos parten de producciones tedricas distintas, como el constructivismo social, la etnolingliistica,
la etnografia , la fenomenologia, la busqueda de interpretaciones y significados, asi como el uso de diversas técnicas de
recoleccion y andlisis de la informacidn, como la observacién participante, las entrevistas individuales o grupales, el
andlisis de textos y testimonios, la historia de vida, o bien la combinacién de éstas con herramientas derivadas de la
estadistica”

" [Se debe tener]... una manera practica y concreta de responder a las preguntas de investigacion, y cubrir sus objetivos o
intereses. Esto implica seleccionar o desarrollar uno o més disefios de investigacion y aplicarlo (s) al contexto particular
de su estudio. El término “disefio” se refiere al plan o estrategia concebida para obtener la informacion que se desea. El
disefio sefiala al investigador lo que debe hacer para alcanzar sus objetivos de estudio y para contestar las interrogantes
de conocimiento que sea planteado... en el caso del enfoque cualitativo, se puede o no preconcebir un disefio de
investigacion, aunque es recomendable hacerlo... En las investigaciones cualitativas se traza un plan de accion en el
campo para recolectar informacion, y se concibe una estrategia de acercamiento al fenémeno, evento, comunidad o
situacion a estudiar.

En ocasiones, el investigador cualitativo elige o desarrolla uno o mas disefios para implantar previamente a la recoleccién
de los datos otras veces, realiza una primera inmersion en el campo y, después, analiza qué disefio de investigacion le
conviene para recolectar la informacion requerida.” Sampieri (2003).
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gué problemas de patrones y qué grado elegir para una segunda fase del trabajo
de campo, la cual se caracterizara por una nueva exploracion piloto en la que se
llevara a cabo la resolucién de problemas de patrones en dos ambientes
distintos®: en el ambiente de lapiz y papel, y en un ambiente digital de
aprendizaje. Los alumnos participantes en cada ambiente tendran caracteristicas
especificas en cuanto a su rendimiento académico en mateméaticas. Es decir, los
alumnos cuya resolucion se efectuara en el ambiente de lapiz y papel, seran los
estudiantes de alto rendimiento académico en matematicas, y los que
participarian en el ambiente digital de aprendizaje seran estudiantes de bajo
rendimiento académico en la materia.

- Generar rutas de aprendizaje, las cuales guiaran a los estudiantes menos
avanzados en la comprension de los problemas de patrones en un ambiente
digital de aprendizaje, en donde este Ultimo serd un soporte para conseguir la
resolucién de tales problemas. La base de las rutas de aprendizaje seran las
estrategias o procedimientos generados por los estudiantes avanzados durante
su resolucion de los problemas de patrones en el ambiente de lapiz y papel.

- Revisar y analizar las hojas de trabajo producidas por los estudiantes avanzados
(ambiente lapiz y papel). Lo que permitira hacer modificaciones al planteamiento
de los problemas para después adaptarlos a su resolucién en el ambiente digital
de aprendizaje, el cual por las caracteristicas del tema matematico de esta tesis

resultdé ser un manipulativo virtual (http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html). En

esencia los problemas a resolver seran los mismos desde el punto de vista

matematico.

Implementar una segunda fase del trabajo de campo, con estudiantes del grado
gue se haya elegido. Esta fase se ejecutara en dos ambientes: el primero, tiene
gue ver con la resolucién de los problemas en el ambiente de lapiz y papel; en el

segundo la resolucion sera con el uso de las herramientas del manipulativo

) plan de estudios 20011 denomina ambiente de aprendizaje “al espacio donde se desarrolla la comunicacion y las
interacciones que posibilitan el aprendizaje. Con esta perspectiva se asume que en los ambientes de aprendizaje media la
actuacion del docente para construirlos y emplearlos como tales. En su construccion destacan los siguientes aspectos:

* La claridad respecto del aprendizaje que se espera logre el estudiante.

* El reconocimiento de los elementos del contexto: la historia del lugar, las practicas y costumbres, las tradiciones, el
caracter rural, semirural o urbano del lugar, el clima, la flora y la fauna.

* La relevancia de los materiales educativos impresos, audiovisuales y digitales.

» Las interacciones entre los estudiantes y el maestro” (p. 28).
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virtual. Se intentara que en esta segunda fase todos los estudiantes de alto
rendimiento de un grupo completo del grado elegido, participen en el primer
ambiente de aprendizaje. Luego, todos los estudiantes restantes del grupo (los
gue no son de alto rendimiento) son los que llevarian a cabo la resolucion de los
problemas en el manipulativo virtual. Se intenta que el conocimiento significativo
gue genera la resolucion de los estudiantes avanzados del grupo (transformado
en uno o varios procedimientos de resoluciéon de los problemas de patrones), es
el que guiaré el establecimiento de rutas de aprendizaje para el resto de la clase,
hacia la comprension y resolucion de los problemas en el tema elegido. En otras
palabras, se pretende avanzar hacia conformar clases incluyentes en donde el
aprendizaje se dé entre a pares, con lo cual se pretende de inicio avanzar en la
comprension del tema por parte de todos los alumnos, y en el mejor de los
casos, que todos lleguen a resolver problemas de este tipo.

Llevar a cabo una exploracion formal en distintas secundarias en el Distrito
Federal, sobre la base de la implementacion de la primera y segunda fases,
segun la cual se implementaran los dos ambientes mencionados en los parrafos
anteriores para la resolucién de los problemas de generalizacion de patrones.
Esta exploracion formal estara supeditada en relacion al niumero de secundarias
y de estudiantes que participan; también a la autorizacion de las escuelas
especificas participantes, asi como al tiempo de duracién del mismo, a través de
la Direccion General de Escuelas Secundarias Técnicas (DGEST) en el Distrito
Federal (ver esquema del trabajo de campo al final de esta seccion del capitulo).
Revisar y analizar meticulosamente los datos obtenidos en las exploraciones
formales (32 y 42 fases), en relacion con las hojas de trabajo resueltas por todos
los estudiantes, asi como de las video-grabaciones de entrevistas sobre los
procedimientos de resolucién de los problemas en torno del tema elegido, en los
dos ambientes de resolucién descritos.

Dar cuenta de la pertinencia de seguir los procedimientos de resolucién de los
estudiantes avanzados como rutas de aprendizaje para los estudiantes de bajo
rendimiento en matematicas (como apoyo para la comprension o resolucion de

tales problemas).
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- Decir de qué manera la tecnologia digital (especificamente el manipulativo virtual
usado en la investigacion), es mediadora y apoya o complementa el aprendizaje
del tema.

En sintesis, con esta metodologia que se fundamenta en la nocién de
Trayectoria Hipotética del Aprendizaje, la cual se describird a mayor detalle en el
capitulo de marco tedrico. Con ésta se pretende avanzar en conocer los logros de
los estudiantes de secundaria en torno del desarrollo del razonamiento algebraico,

cuando estudian la generalizacion de patrones con la mediacion de la tecnologia

INDAGACION TR(A:\E'/\-\AJ'?ODE
PREVIA
1a. FASE 2a. FASE l 3a. FASE 4a. FASE

digital.

EXPLORACION
PILOTO EN UN
UNICO

EXPLORACION EXPLORACION
FORMAL FORMAL
AMBIENTE

| |
AMBIENTE: AMBIENTE: AMBIENTE: AMBIENTE: AMBIENTE:
LAPIZY LAPIZY DIGITAL LAPIZY DIGITAL
PAPEL PAPEL PAPEL

Imagen 1. Esquema del Trabajo de Campo

EXPLORACION
PILOTO EN DOS
AMBIENTES

[0,0;

2.2. Tratamiento del tema de generalizacion de patrones en el curriculum

escolar del nivel secundaria

El programa de estudio de matematicas 2006 en secundaria era el que estaba
vigente en 2010° afio en que iniciaba esta investigacién, contemplaba el estudio
de secuencias o patrones en el primer grado, en el bloque 1; en el segundo grado,

en el bloque 3 y en el tercer grado en el bloque 4. Al ser estudiado este tema en el

® Actualmente se cuenta con un nuevo programa de estudios, el cual entro en vigencia a partir de 2011 para la educacion
secundaria, con la Reforma Integral de la Educacion Basica (RIEB), la cual tuvo el propdsito de unificar lo iniciado en
2006 (a ésta ultima se le hicieron modificaciones en 2011).
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primer grado, se esperaba que los estudiantes representaran sucesiones
numeéricas o con figuras a partir de una regla dada y viceversa. Textualmente, en
el programa de matematicas se podia leer que el alumno tenia que “construir
sucesiones de numeros a partir de una regla dada. Determinar expresiones
generales que definen las reglas de sucesiones numeéricas y figurativas” (p. 28).
Se sugeria en las orientaciones didacticas usar sucesiones numeéricas y figurativas
sencillas para encontrar la expresion general que define un elemento cualquiera

de la sucesion. Se daba como ejemplo la siguiente sucesién de figuras:

lfllf'll'ﬁ'll'.ﬁ.'l

También se sugeria plantear preguntas como las siguientes, con respecto al

patron que aparece en la imagen anterior: ¢ cuantos mosaicos tendra la figura que
ocupe el lugar 10?, ¢ cuantos mosaicos tendra la figura que va en el lugar 20? Y
écuantos mosaicos tendra la figura que va en el lugar 50? En el programa se
anticipaba que los estudiantes podrian responder la primera pregunta haciendo
dibujos de las figuras pero para contestar las otras dos preguntas restantes, ellos
“‘observaran que deben encontrar una regla, que en principio puedan enunciar
verbalmente y luego de manera simbdlica, hasta llegar a la expresion algebraica
usual.” (p. 28). En este apartado del programa se termina expresando que “el
estudio que aqui se plantea respecto a los nimeros naturales debera continuarse
en segundo grado al estudiar los numeros con signo.”

En el programa de matematicas de segundo grado, bloque 3, se podia leer
que el estudiante tenia que “construir sucesiones de numeros con signo a partir de
una regla dada. Obtener la regla que genera una sucesion de numeros con signo.”
(p. 29). Una diferencia de lo que se sugiere en cuanto al tratamiento del tema en
este grado, con respecto al primero, reside en que los nimeros involucrados en
las secuencias ahora son nameros con signo. Es decir, en el tépico ahora estan
incluidos los numeros negativos.

En cuanto a las orientaciones didacticas que debia tomar en cuenta el

profesor para que los estudiantes desarrollaran la habilidad de crear una regla
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general para las sucesiones, en el programa de estudio se sugeria: “es importante
alentar a los alumnos a buscar regularidades, a formularlas y a producir
argumentos para validarlas. No se trata de que el maestro ensefie las formulas o
reglas para que los alumnos las apliquen, sino de que ellos tengan la oportunidad
de ensayar, corregir y validar sus propuestas” (p.85). En el programa se
presentaban dos ejemplos de lo que podria plantear el profesor a los estudiantes,
los cuales enseguida se muestran.

Ejemplo 1: La regla de una sucesién de nimeros con signo es n-3. é{Cuadles son los
primeros diez niumeros con signo de la sucesidon? (Debe recordarse que en los
problemas de sucesiones, n representa la posicion de un nimero cualquiera en la
sucesién).

Ejemplo 2: Obtener la regla que genera la sucesion -2.5, -1.5, -0.5, +0.5, +1.5

En tercer grado, bloque 4, para darle continuidad al tema de patrones y
formulas en el programa de estudios de matematicas, se requeria que el
estudiante determinara una expresion general cuadratica para definir el enésimo
término en sucesiones numéricas y figurativas utilizando el método de
diferencias™®.

El programa de estudios le proponia al profesor tres ejemplos de sucesiones, que
eran las siguientes:

Ejemplo 1:

S=s

Para esta secuencia se le sugeria al profesor hacer las siguientes preguntas que

pueden ayudar a determinar el nimero de cuadros que forman cualquier figura del

patron.

¢Cémo va creciendo la medida de la base de estas figuras rectangulares? ¢Cuanto
mediran las bases de las figuras que siguen en la sucesidon? ¢Como va creciendo la

014 descripcion del método de diferencias puede consultarse en el Fichero de actividades didacticas de matematicas para
secundaria en la edicién de 2000.
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altura? ¢Cudnto mediran las alturas de las figuras que siguen en la sucesion? ¢Qué
relacion hay entre la medida de la base y de la altura en cada figura? ¢Qué relacion
hay entre la medida de la base de cada figura y la posicién que ocupa en la
secuencia? ¢Cudnto medira la base de la figura que se halla en la posicién n de la
sucesion? ¢Cuanto medird la altura de la figura que se halla en la posicién n de la
sucesion? ¢ Cuantos cuadritos formaran la figura que se halla en la posicién n (p.131).

Ejemplo 2: éCudl es la expresion algebraica que determina el nimero de cubos que
forman la figura que ocupa la enésima posicién de la siguiente sucesion?

1 2 3

Ejemplo 3: ¢Cuadl es la expresidn algebraica que permite conocer el total de caras que
es posible ver en cualquier figura que esté en la sucesién anterior?

En el programa se le sugeria al profesor guiar al estudiante en dos cosas: al
descubrimiento del patrén, es decir, descubrir las regularidades y encaminarlo en
el proceso de simbolizacién algebraica de la regla general que determinaba al
patron. En otras palabras, traducir su procedimiento verbal o natural a un lenguaje
simbolico general que le permitiera encontrar cualquier término del patron.

Si se compara el estudio del tema en el tercer grado con los grados
anteriores se encuentra que su tratamiento es mas complejo. En concreto, el nivel
de complejidad aumenta de un grado a otro de manera que las expresiones a las
gue tiene que llegar el estudiante para determinar cualquier elemento del patrén
son de segundo grado.

Ahora bien en el programa de estudios de matematicas 2011, el cual esta
vigente, no se dan sugerencias puntuales para el tratamiento del tema. En el
programa 2006, el tema era tratado en cada grado en un sélo bloque e iba

aumentando gradualmente el nivel de complejidad. En el programa actual, el

1 Como antes ya se comentd (ver pie de pagina No. 1) con motivo de la RIEB, se hicieron modificaciones al plan y
programas de estudio de educacion secundaria en 2011. La investigacion para esta tesis transcurria en ese entonces en la
instrumentacion de pruebas piloto que se llevaban a cabo durante ese afio.
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primer grado se enfoca en revisar el tema en dos bloques. En el bloque | se lee la
siguiente especificacion del tema:

Construccion de sucesiones de numeros o de figuras a partir de una regla dada en

lenguaje comun. Formulacién en lenguaje comuin de expresiones generales que

definen las reglas de sucesiones con progresién aritmética o geométrica, de nimeros

y de figuras (p. 31).

Y en el bloque V el programa dice lo siguiente: “Obtencion de la regla general
(en lenguaje algebraico) de una sucesion con progresion aritmética” (p, 35). En
este bloque también se menciona que los estudiantes deben llegar a una regla
general y expresarla en lenguaje algebraico. En el segundo grado del bloque 4, en
el programa se puede leer lo que se espera que haga el estudiante cuando
resuelva problemas de sucesiones o patrones:

Construccion de sucesiones de nimeros enteros a partir de las reglas algebraicas que
las definen. Obtencién de la regla general (en lenguaje algebraico) de una sucesién
con progresidn aritmética de nimeros enteros (p. 42).

En este grado, las reglas generales que definen la sucesion siguen siendo
lineales, pero estan expresadas algebraicamente. También se menciona que las
sucesiones que se construyan sean de numeros enteros, lo que involucra nimeros
positivos y negativos. Esto Ultimo, con respecto a la utlizacion de namero
negativos tiene similitud con el planteamiento del programa anterior (2006) de
segundo grado.

En el tercer grado, el tema de patrones se revisa en un anico bloque y
puntualmente se le solicita al estudiante la “obtencién de una expresién general
cuadratica para definir el enésimo término de una sucesion” (p. 50). En otras
palabras, las sucesiones que se le presentan al estudiante ya no son lineales sino
de segundo grado y debe encontrar una expresion general cuadréatica en lenguaje
algebraico.

De lo mencionado anteriormente se puede llevar a cabo una primera
reflexion con respecto al tema de investigacion, observe la tabla que muestra una

comparacion de lo que enuncian el programa de matematicas anterior y el vigente:
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PRIMER GRADO:

Bloque 1. Construir sucesiones
de numeros a partir de una regla
dada. Determinar expresiones
generales que definen las reglas
de sucesiones numéricas vy
figurativas.

Sugerencias: Debe continuarse
el tema en segundo grado con
ndmeros con signo.

La regla general a la que se
llegue debe ser enunciada en un
principio de forma verbal y
luego simbdlica hasta llegar a la
expresion algebraica usual.
SEGUNDO GRADO:

Bloque 3. Construir sucesiones
de numeros con signo a partir
de una regla dada.

Obtener la regla que genera una
sucesion de numeros con signo.

Sugerencias: alentar al
estudiante a buscar
regularidades, a formularlas y a
producir  argumentos para
validarlas.

TERCER GRADO:

Bloque 4. Determinar una
expresion general cuadratica

para definir el enésimo término
en sucesiones numéricas y
figurativas. Utilizando el método
de diferencias.

Se sugiere guiar al estudiante al
descubrimiento del patréon y
guiarlo en el proceso de
simbolizacion algebraica de la
regla general.

PRIMER GRADO:

Bloque 1. Construir sucesiones
de numeros o de figuras a partir
de una regla dada en lenguaje
comun con progresion
aritmética o geométrica” de
numeros y figuras.

Bloque V. Obtener la regla
general (en lenguaje algebraico)
de una sucesion con progresion
aritmética.

SEGUNDO GRADO:

Bloque IV. Construir sucesiones
de nimeros enteros a partir de
una regla algebraica que las
definen (obtener la regla
general en lenguaje algebraico
de una sucesién con progresion
aritmética de niUmeros enteros).

TERCER GRADO:
Bloque IV. Obtener de una
expresion general cuadratica

para definir el enésimo término
de una sucesion.

En esencia ambos programas
solicitan la  construccién de
sucesiones numéricas a partir de
una regla dada. Y por otro lado,
hallar la expresién general que
define una sucesién la cual debe
ser enunciada, en principio, con un
lenguaje natural para después
hacerlo de manera algebraica.

Las sucesiones son de numeros
naturales.

El contenido a estudiar en ambos
programas es el mismo, en el
sentido de construir sucesiones de
nimeros enteros (positivos y
negativos) a partir de una regla
dada y viceversa. Una diferencia es
que en el programa 2006 no se
puntualiza que la regla general
deba ser expresada en lenguaje
algebraico como lo hace el
programa 2011. Sin embargo,
puede caber la posibilidad de
hacerse debido que en el primer
grado se hacia la sugerencia de
llegar a expresar la regla general de
manera algebraica.

El contenido que se aborda es el
mismo en ambos programas. Lo
que quiere decir que la complejidad
en el tratamiento del tema
aumenta debido a que las
sucesiones ya no son lineales como
en los dos grados anteriores sino
que ahora las sucesiones son de
segundo grado y deben ser
expresadas algebraicamente.

Imagen 2. Tabla comparativa de los programas de estudio 2006 y 2011

12 Una sucesién con progresion aritmética es una sucesion donde la diferencia de dos términos consecutivos es un niimero

constante.

Una sucesion con progresion geométrica es una sucesion donde cada término se calcula multiplicando el anterior por una

cantidad constante, llamada razon.
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En general, la revision del contenido en ambos programas no muestra
diferencia significativa que pudiera afectar el plan de investigacion y menos de
manera directa la eleccion del tema de la generalizacion de patrones.

Es conveniente mencionar que todas las actividades relacionadas con la
obtencién de datos se llevaron a cabo a lo largo de cinco etapas de trabajo de
campo, las cuales hemos denominado indagacion previa; primera fase y segunda
fase (ambas son exploraciones piloto); tercera y cuarta fase, que son
exploraciones formales. Las caracteristicas de cada una de estas fases se
describen enseguida.

2.2.1 Indagacion previa

Se desconocia si al momento de implementar la primera fase los estudiantes ya
habian revisado con su profesor de matematicas el tema de patrones, y si éste
habia sido estudiado a qué profundidad el profesor lo habia ensefiado. También
se pregunto a profesores de matematicas (no solo a los profesores de los alumnos
participantes, sino a otros en distintas circunstancias y lugares) la importancia que
tenia el tema de patrones para ser ensefiada, es decir, el tiempo que le dedicaban,
la profundidad con la que lo abordaban y su utilidad. De este bosquejo se concluyo
gue no era un tema valorado por ellos, mas bien era tratado superficialmente, se
recurria a secuencias numéricas mas que a geométricas o de figuras y pocas
veces se llegaba a una regla general. Ellos daban preferencia a temas que
consideraban “elementales” como por ejemplo, las ecuaciones.

El hecho de preguntar a los profesores sobre la importancia de la
generalizacidon de patrones no fue para tener un tema o problema para investigar,
sino para reforzar la idea de la indiferencia que se tiene del tema de patrones.
Claramente la teméatica de generalizacion de patrones no es nada irrelevante para
los investigadores en educacion matematica, sino todo lo contrario pues su valor
radica esencialmente porgue es considerado el corazon del algebra (Kaput, 2008).
Entonces, para obtener informacién sobre qué tanto sabian los estudiantes sobre

el tema de patrones se buscaron textos o articulos de educacién matematica
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recientes, relacionados con la generalizacion de patrones que incluyeran
problemas sobre el tema. A este respecto, se hallaron suficientes. La mayoria de
los textos son de autores extranjeros, de los cuales se seleccionaron aquellos
problemas que se consideraron idoneos para ser resueltos por los estudiantes
mexicanos de nivel secundaria, como lo sugiere el programa de estudios de
matematicas vigente. Se decidié que los problemas de patrones elegidos fueran
presentados tal y como estaban en los textos originales a estudiantes de primero y
segundo grado de secundaria.

En este sentido, se pensé en que los problemas de patrones se aplicarian
en ambos grados para conocer el nivel de dificultad que representaba su
resolucién. Es decir, saber qué tanto conocimiento y capacidad tenian para
solucionarlos con los recursos cognitivos y materiales con los que contaban los
estudiantes de ambos grados. Conocer los resultados nos daria la pauta para
determinar a qué grado de la secundaria seria conveniente volver a

implementarlos.

2.3. Primera Fase

Para llevar a cabo la primera fase del trabajo de campo y conocer la pertinencia de
tales problemas sobre la generalizacion de patrones con estudiantes de primero y
segundo grados, se solicitd al director de una escuela secundaria técnica del
Distrito Federal la autorizacién de trabajar con algunos estudiantes de los grados
mencionados. Se sostuvo una conversacion con el director del plantel explicando
las actividades a realizar con los estudiantes, el objetivo de tal intervencion, el
tiempo requerido y las caracteristicas de los estudiantes participantes.

La secundaria técnica No. 72, ubicada en la delegacién Magdalena Contreras,
acepto que sus estudiantes participaran en la prueba piloto. La prueba piloto inicié
en junio de 2010 y dur6 todo el mes. Participaron once estudiantes de primer
grado y nueve de segundo grado. Las caracteristicas que debian tener los

estudiantes fueron las siguientes:
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e Tener un rendimiento académico regular en matematicas, es decir, con una
calificaciébn de entre 7y 9

e Coninterés de participar en la prueba de manera voluntaria

e Comprometerse a estar al corriente con actividades y tareas de la materia a

la cual dejaria de asistir para participar en la prueba.

Las caracteristicas mencionadas debian ser consideradas por el profesor de
mateméticas para la eleccion de los estudiantes. Una vez elegidos los estudiantes,
da inicio una sesioén introductoria en la que se les explica en qué consistira el
trabajo con ellos. En las sesiones subsecuentes se les presentaron cinco
problemas relacionados con patrones y se presentaron en el orden y de acuerdo
con las denominaciones siguientes: La Letra V, Las Torres de Palillos, El Disefio
de la Viga, El Diamante de Puntos y Las Estampas en el Cubo. Enseguida se
muestran las imagenes y las preguntas que los estudiantes resolvieron en relacion

con las mismas.

El problema de la Letra “V”

TRT T

Fig.1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

¢éSi el patrén continua, cuantos bloques negros estaran contenidos en la siguiente
Letra V? ¢Cuantos bloques estaran en la figura 15 en la secuencia? ¢Como llegaste a
tu respuesta? ¢Como podrias deducir el nimero de bloques en cualquier Letra V en
este patron? ¢Puedes construir una Letra V que siga ese patron y usar 36 bloques?
Justifica tu respuesta. ¢Habria alguna Letra V en este patron que tuviera un numero
igual de bloques? ¢Por qué si o por qué no?

Se muestran algunas imagenes asociadas al problema de la Letra V y las

respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo:
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1.¢Siel qauén continua, cuintos bloques negros estaran contenidos en la siguiente letra
v?

,,Cuﬁnlos bloques estaran cl la figura 15 cn la sccuencia? (Como llegaste a tu

rospuesta? Ji_bumm_m_)ahh_c\n—
Oro ooy cionalidogd
Vi

3. iCémo podrias deducir el nimero de bloques en cualquier letra V' en este patron?

QNS 1MMeaYes

4. jPuedes construir una letra V que siga esc patron y usar 36 bloques? Justifica tw
respygesta.

nomMmecas 0N % O eD

5. ¢Habria alguna letra V en ¢ste patron que tuvicra un nimero ) igual de bloques?
| ¢Por qué si o por qué no?
lienhe.

1.4Si a patrén continua, cuéintos bloques negros estarin contenidos en la siguicnte letra
V?

¢Cuanto:

2. s blogues estardn el la figura 15 en la secuencia? ;Cémo llegaste a tu
respuesta?

4. jPuedes construir una letra V que siga

patrén y usar 36 bloques? Justifica tu
respuesta. NG, eQ‘ Qng m'iz onmero ¢S F_m:

& LHahria 5Ig\ma Ietra V en este patron que tuviera un nimero igual de hloqnes?

\ y pnemlo  patcalN
(IR § 1S

iPor v:: si o por qué no? Le]

El problema de Las Torres de Palillos

Salararbekiemnee Audicy - ASD |

Z4=47 17 SN
=y ] [
25=A49 I

2
.’b:
A

‘5

rza0d

Las figuras representan dos secuencias de crecimiento de torres de palillos

Primera secuencia de torres:

Segunda secuencia de torres:
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Encontrar el nimero de palillos para la cuarta, quinta y décima “torre” en cada
secuencia.

Encontrar el lugar de la “torre” hecha de 40 palillos en cada secuencia.
Generalizar: ¢ Cudntos palillos estdn en la n “torre” de cada secuencia?

Las imagenes respectivas (al igual que en el problema anterior) se muestran a

continuacion:

Silva  Bivera Kan la J. e p 2 Dore 4176 [y (o 10-<o
= SAJ oirre Valadez Uessica J. 2-9 2-\0 20-100
= ==
2*8 L°e F= ) 2-15 30150
) 2 7 g /r 4-14 bl 40-200
gl g ; : Ls 5-11 g
() —_ ; 2 Z - N
i 6-20 5-25  g-50
- = ) =
g 13 nx2t2 s L 3-23 6730 || -5g
¥ 7 3 8-26 135 1240
) AR = 8-29 8-40 ,",f(}(\
4 iQxz = 2 5 >
O S i 10-32 q,/,]lj 14-36
" - ¢9 ;”,f. \1-%5 10 -%0 \&=35
%S - g 5=15
L7 12-28 1 =5% 16-%0
4,520 L 7
A\ xS 7. 5 (40 ”
525 '1,1‘ A28 27
b 2
s ) i T
(vs =30 : - 310 10731
; ; 4-13
/
e 77 ! a-16
_‘f.(\xzil' ‘ ¢4
- 1-22
e - ” -
Sn st R i 825,
: Salazan Gz Audaca
TS erepsemachda s i ofeTacor Gx3pa « Encontrar el namero de palillos para la cuarta, quinta y décima “torre” en cada
= e i secuencia.
i : : H - =/ Primera secuencia: Segunda secuencia:
o e e Cuarta torre: 19 Cuantatorre: __ 1O
Segunda secuencia de torres: x. Gl s 6 £ Quintatorre: __ /¥ Qu:qm torre: _L
i e = +9 Décima torre: __3 2 Décima torre: _5
0 ] 339 T
e e o OB o Encontrar el lugar de la “torre™ hecha de 40 palillos en cada secuencia.
” 2 3 " / 0
»  Encontrar el nimero de palillos para la cuarta, quinta y décima “torre” en cada Fmuced 16 / 292 2 70
secuencia ) 2
‘Primera secuencia: Segunda secugncia: Segunda 3
Cuartatorre: __ ¥ Cuarta torre: 0
Décima o — 25 e e «  Generalizar: ;Cuéntos palillos estn cn la_n “torre” de cada sccuencia?
N T N v \a Lrvosco ¥ 2
= Encontrar el lugar de la “torre™ hecha de 40 palillos en cada secuencia. i 3 Primera secuencia: 534 *—l\—-ﬂg“ Lo A o O A >
Pimensouncin 12, & fy5e Puede Soler des S me Scgunda secuencia: 5. X \ puraeta (.IQ/Y_)qem_
Segunda secuencia: o \ de \z L guea.
\
* Generalizar: ;Cuantos palillos estan en la n “torre™ de cada sccucncia? »
Primera secuencia 23 s T - S <
Segundasecuencia:____ 35 it &

El problema del Disefio de la Viga

Las vigas son disefiadas como un soporte para puentes. Las vigas son construidas
usando barras. La longitud de la viga es determinada por el nimero de barras
necesarias para construir la base de la viga. Abajo esta una viga de longitud 4.

Base de la Viga de 4 barras
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¢Cuantas barras son necesarias para hacer una viga de longitud 5? ¢De longitud 8?
éDe longitud 10? ¢De longitud 20? ¢De longitud 347 ¢é De longitud 767

¢Cuantas barras son necesarias para una viga de longitud 223?

Escribe una regla o fdrmula para encontrar el nimero de barras necesarias para hacer
una viga de cualquier longitud. Explica por qué tu regla o férmula funciona para todos
los casos. Si usaste letras di qué significa cada una.

Estas son algunas imagenes de lo que realizaron los estudiantes en las hojas de
trabajo:

3.- Escribe una regla o formula para encontrar ¢l niimero de barras necesarias para hacer o
una viga de cualquier longitud. Explica por qué tu regla o formula funciona para todos ot ; 227
los casos. %91
DX330-1 {
al qumece se yliolen v dres el mstng /i i :
DOmeco g Sty el Yesultado mevos | g 7 \ n x40\
(% ; %
N RO 7= - ST :
ook /,/ \ / ? \ / y, -
? ‘/ \\/ A / 7 \ 7\ { 2 Bc
| :———‘——_‘4——’:_4-—\ hT: o
hxq‘l = PesUHQolO ))“ O— a0 Sxz= !
-7 U 20 Jj | 2
S | S T 0 Ve
q : 1.6 /
t 3 - | B
C_')» 1§ 1S 3 2
Silva [ T4 e
AC\h(lr \\\«é'ra !( arla J- t>
. e 4 \ (
10 \ Valase7 e levas
L J el afs b aNY ] JO 2RIy n.

El problema del Diamante de Puntos

Lo de abajo es una secuencia de diamantes hechos de puntos

Diamante #1 Diamante #2 Diamante #3

Dibujar el cuarto diamante en la secuencia

¢El siguiente diamante encaja en la secuencia dada? Si es si, écomo podrias decirloy
gué nimero de diamante seria este? Y si es no, épor qué no?
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Explica cdmo tu dibujarias el décimo diamante.

éCudntos puntos tendria?

éCuantos puntos tendria el diamante 25? Explica cdmo es que lo sabes

Describe con palabras una regla que te permita determinar el nimero de puntos
necesarios para hacer cualquier diamante en la secuencia. Si usaste letras di qué
significa cada una.

Ejemplos de las ejecuciones de los estudiantes se muestran a continuacion:

3. Explica como ti dibujarias l décimo dinm:m} \ J
pomencla [0 onpdas, 0l lods ‘/ ast
G llevonMo of Coul0 olvo
U

4 Cudntos puntos tendria? __ [ ()5, mmf[r)c\

4, ;Cudntos puntos tendria cldlamamc 257 6 5 \Rllcﬂ €omo cs quc lu sabes
mddialave  \odo D"(
catne L \ee/ THAT | v vey

2 qu@ 50(\ \05 puw\ Aos! f.:i‘.
| [

=g g
| ;L_Lm_.. S

3, Describe con palabras una regla que te permita determinar ¢l nimero de puntos
necesarios para hacer cualquier diamante en la secuencia.

£\ qurem de quctes A\ ﬂ\\mﬁ‘{\‘\\é as
woa) al ciadieada oel lvace e
Yowpa Bn \a cecvoncien T OnAK B

3. Explica como ta dibuj:m':)s el décin:o diamante.
it S ‘2 Ao o ¢ z

2Cusntos puntos tendria? ___J

4. LCu{mms pnnlos k.ndn:n c.l diamante 25 2_2 3 { E\phca como es quc I? s.:\bcs

3. Explica como tii dibujarias el décimo diamantg.
coiamonie
AR \O r&::o < Y cuera
COMme ‘o antecPoclor
Cuantos puntos tendria? 104 _cn__ftarel
para hacer ! enla 4. ;Cuantos puntos tendria ¢l diamante 257 63‘ 3 Explica como es que lg)sabcs Y
; ) £ i e —fen me3_nna Eotmnola  ge 044
fu 748 dinrnowe €5 Al
o g2 A2l 79 0r o0 Ya o
for fys A8 s et

5. Describe con palabras una regla que tc permita determinar cl nimero de puntos
necesarios para hacer cualquicr diamante en la sccuencia.
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El problema de Las Estampas en el Cubo

Una companiia produce barras coloreadas acoplando cubos en una fila y usando una
maquina para colocar estampas “sonrientes” sobre las barras. La mdaquina coloca
exactamente una estampa sobre cada cara expuesta de cada cubo. Todas las caras
expuestas de cada cubo tienen que tener una estampa, esta barra es de longitud 2,

entonces, habra de necesitar 10 estampas.

Barra de longitu

¢Cudntas etiquetas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10? Explica cdmo

encontraste estos valores.

éCuantas etiquetas necesitas para una barra de longitud 20? Y ¢De longitud 567

Explica cdmo llegaste a esos resultados.

éCuantas etiquetas necesitas para una barra de longitud 137? Y ¢De longitud 2137

Explica cdmo encuentras estos valores.

Escribe una regla que pueda permitirte encontrar el nimero de etiquetas necesarias

d 2 (dos cubos)

para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

Se muestran algunas imagenes asociadas al problema de Las Estampas en el

Cubo y las respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo:

3.- ;Cuéntas ctiquctas nccesitas para una barra de longitud 137 ? I.Dc longitud 2137
De longitud 137 = 5 50 Delongitud213=_& 5 4/
Explica como determinas estos valores.

N X

molttel roy la lewes tvd X
= )

encontraste estos valores.

De longitud 1 = __&

D longitud 2« __\ O
Delongitud3=_ 14
Delongiudd=_ | @
De longitud 5=__J_§

1.- (Cuintas etiquetas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10? Explica como

Delongitud 6= 26
De longitud 7=_30
De longitud 8= 34
Delongitud 9= 3 2
De longitud 10=_ 4 2

tealizande fugemulo_en donde cagquemet

o cand

4.- Escribe una regla que pucda permitirte encontrar el nimero de etiquetas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.
\

nxyt

ooy Y ¥ 9
¥

¢ Aath e |, o A tud X F il Wirvid o 2.- {Cudntas cliquetas ncccsitas para una barra dc longitud 20? ;D longitud 567

el num d T Y : 1 elnym, Yo Delongitud 20=_8 2. De longitud 36= 2.5

Ve o umentav d O‘\ 45" &) Cr vo Sew o8 (vvas Ae Explica como encontraste estos valores.

'l‘;r‘:nuiﬁr':ﬁ ¥ o n e Yreula o1V, l(ﬁ!"‘lamo‘,

- ;Cudntas ctiquetas necesitas para una barra de longitud 1377 ;De longitud 2137
D«, longitud 137 = 57 De longitud 213 = _3SZ
Explica como detcrininas estos wxlnn,:‘ < _\ 1
(RN A ) aa = e W 2 () aYe S L0
{,r\yr“r (7o I e N

i

4.- Escribe una regla que pueda permitirte encontrar cl nimero de etiquetas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

A7, a2 {37 —yeenbada
DYy s Il _ e id. de \rr\\\uﬁ DY
& LS

2 RSP "_——14'<~1t> Ny Als

- 4Cutntas etiquetas necesias para barras de longitud desde 1 hasta 107 Explie csmo
encontraste estos

De longitud 1 = De longitud 6= _ 9 &
De longitud 2 =3 Do longitud 7~
De longitud 3 = d § = 25

De longitud 4 = m lon;.uua 9=
De longitud 5 = De longitud 10=_0 &

Sei le ievda 0 calonpas o cade m\“( )ﬁrm)
T e | FETS ) T £y
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Las imagenes de las hojas de trabajo que evidencian la resolucién de los
problemas de patrones por los estudiantes, fueron soportadas en un ambiente de
lapiz y papel. Las sesiones fueron de una hora diaria para no distraer a los
estudiantes en el aprovechamiento académico de sus otras asignaturas. Se
consideraba el avance en la resolucion de los problemas por parte de los
estudiantes, por esta razon se llevdé un mes en realizar los cinco problemas. Se
atendié por separado a los estudiantes dado que eran de distinto grado escolar.
Es decir, una sesion con los alumnos de primer grado y otra sesién con los de
segundo.

Las sesiones de trabajo se realizaron en la biblioteca escolar que contaba
con el espacio y el mobiliario adecuado. Se les proporciond a los estudiantes
materiales como: hojas de trabajo en las cuales contestaron las preguntas y
resolvieron el problema en cuestion; lapices, reglas, calculadoras, etcétera.
También en las sesiones con los estudiantes se les entrevistdo para saber, de
propia voz, como habian resuelto los problemas de patrones, es decir, cuales
fueron sus procedimientos, estrategias o dificultades en la resolucion de los
problemas planteados. Las entrevistas fueron video-grabadas como un soporte

documental para después ser revisadas y analizadas.
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Imagen 2. Estudiantes trabajando en las actividades de la primera fase

2.3.1 Sintesis de la primera fase

El objetivo de la primera fase fue conocer la pertinencia de los problemas sobre la
generalizacion de patrones con estudiantes de primero y segundo grados. Los
datos recabados de la resolucion de las hojas de trabajo de los cinco problemas
presentados a los estudiantes de ambos grados nos dejan ver lo que a
continuacion se describe: En lo que respecta al problema de la Letra V, casi todos
los estudiantes de primer grado lo resuelven a través de realizar listados que
surgen del conteo simple. Los estudiantes de segundo grado, también hacen
listados pero se percatan que no es posible usarlos para encontrar una posicion
de Letra V, mayor en el patron. Solo tres estudiantes de este grado hallan un
procedimiento general para saber la cantidad de bloques de cualquier Letra V, del
patron el cual lo expresan con un lenguaje natural.

En relacion al problema de Las Torres de Palillos, casi todos los
estudiantes de ambos grados lo resuelven a través de un procedimiento general;
con menos dificultad, los de segundo grado, quienes inician la resolucion con
listados de conteo simple que evolucionan hasta lograr expresar la generalidad del
patron de cada una de las secuencias de torres en forma semialgebraica. Es decir,
escriben sus expresiones o la regla general sin respetar las reglas de escritura
algebraica. Por ejemplo, utilizan la letra “x” para indicar una multiplicacion.
Observe: “nx3+2=R”. Aunque sus expresiones sean de manera natural o
semialgebraicas reflejan la generalizacion del patrén que es lo preponderante para

esta investigacion.
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En cuanto al problema del Disefio de la Viga, los estudiantes de primer
grado lo resuelven con menos dificultades que los de segundo. Los de primero
encuentran dos procedimientos distintos que estan en directa correspondencia con
la manera de visualizar el patrén y llegan a expresar la generalizacion del patron
de forma semi algebraica como se mencion6é en el problema anterior. Los
estudiantes de segundo que no logran llegar a la generalizacién del patrén tienen
algo en comun con los estudiantes de primer grado que si lo logran, y es que entre
sus intentos por encontrar procedimientos ellos relacionan la longitud de la viga,
ya que considerar este dato es primordial y refleja un buen indicio hacia la
generalizacion del patron.

Por otro lado, el problema del Diamante de Puntos se dificultd mas para
los estudiantes de primer grado aunque hubo quienes si lo resolvieron de forma
satisfactoria. Ellos intentaban buscar una regularidad en la secuencia numérica
gue resultaba del conteo de puntos totales de cada diamante del patron sin
observar la estructura que formaba al diamante. Es decir, no visualizaron la parte
0 puntos cambiantes y los constantes. Algo que facilito la resolucion del problema
para ambos grados fue marcar con colores los puntos cambiantes y los constantes
en cada diamante.

En otras palabras, sefalaron las regularidades del patron lo cual resulta
significativo para llegar a la generalizacion. Cabe decir que la expresion algebraica
gue generaliza al patron incluye un término cuadrético lo que pudiera haber sido
una razon suficiente para causar dificultades en la resolucion del problema para
algunos estudiantes de primer grado, que aun desconocian el concepto.

Por ultimo, el problema de Las Estampas en el Cubo fue resuelto por casi
todos los estudiantes de primer grado y asi también para los estudiantes de
segundo. En ambos grados tuvieron la misma visualizacion del patron la cual los
dirigié a un mismo procedimiento. La visualizacion de los estudiantes fue concebir
a la barra de cubos acoplados como un entero de cuatro lados al que sélo se le
tenia que agregar dos estampas en las caras de los extremos de dicha barra.
Todos los estudiantes relacionaron acertadamente la longitud de la barra para

expresar la generalidad, los estudiantes de primero recurren a mas estrategias o
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intentos de resolucién que los estudiantes de segundo, estos Ultimos son mas
practicos y utilizan un lenguaje mas simbdlico aunque su escritura no sea
estrictamente algebraica.

En general, los problemas seleccionados en la primera fase sobre
generalizacion de patrones pueden ser planteados a estudiantes de primer grado.
Se recuerda que no se pretende que lleguen a expresar simbdlicamente la
generalizaciéon sino en el mejor de los casos que sea expresada en lenguaje

natural.

2.4. Segunda fase

Con respecto a los resultados de la fase anterior se decidido implementar una
segunda fase en la misma escuela secundaria donde se realizo la primera, que
consistid en resolver tres problemas de patrones que se seleccionaron a partir de
la primera fase que fueron: La Letra V, Las Estampas en el Cubo y El Disefio de la
Viga (ver especificaciones en apartado 2.3). La razon por la cual se eligieron solo
tres problemas fue que éstos se podian adaptar al ambiente digital de aprendizaje
gue nos propusimos usar en esta investigacion. Es conveniente aclarar las
caracteristicas de los estudiantes para esta segunda fase:
- Los estudiantes no fueron los mismos que participaron en la exploracion de
la primera fase. Estos estudiantes son distintos y sélo de primer grado.
- Fueron dos grupos completos del grado elegido (45 estudiantes por grupo).
- Cada grupo fue dividido para la resolucién de los problemas en dos tipos de
poblaciones: estudiantes avanzados de un grupo (15 aprox.) y el resto de
estudiantes del grupo (30). Cada poblacion se relaciona con el ambiente de

aprendizaje respectivamente de esta segunda fase.

La diferencia entre la primera fase y ésta segunda fase es la division del
trabajo para la resolucion de los problemas. Las caracteristicas para la exploracion
en esta fase tienen que ver con el ambiente de aprendizaje en el que se lleva a

cabo la resolucién de los problemas y el tipo de estudiantes que las resuelven en
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el ambiente dado. Es decir, sélo los estudiantes avanzados en matematicas de
cada uno de los dos grupos resolvieran los tres problemas de patrones antes
mencionados en un ambiente de |4piz y papel. Los tres problemas no fueron
modificados para este ambiente, se presentaron de la misma forma en que se les
dio a los estudiantes de la primera fase. En cambio para ser implementadas en el
ambiente de aprendizaje digital se requirié de forzosas modificaciones debido a las
caracteristicas que demandaba tal ambiente. Cabe adelantar que las
modificaciones que se hacen al planteamiento de los problemas de patrones
durante el transcurso de la investigacién seran descritas con mas detalle en el
apartado 2.4.2 de este capitulo. Por otro lado, las entrevistas a los estudiantes
fueron video-grabadas como soporte documental. El trabajo con los estudiantes se
realizo en la biblioteca escolar al igual que en la primera fase.

El conocimiento generado por los estudiantes avanzados durante la resolucion
de las hojas de trabajo y la informacién que arrojaran las entrevistas, es lo que
permitiria conocer procedimientos o estrategias de solucion a los tres problemas
de patrones planteados. Dicho de otro modo, los procedimientos y estrategias de
los alumnos avanzados se convirtieron en rutas de aprendizaje para guiar a los
estudiantes de bajo rendimiento académico en matematicas. Nuestra hipoétesis es
gue procediendo de esta manera, los estudiantes de bajo rendimiento escolar se
aproximarian a obtener mejores resultados en la resolucion de problemas de este
tipo. Los datos (o resoluciones de los estudiantes avanzados) obtenidos en el
ambiente de lapiz y papel sirven como referente para el replanteamiento de los
mismos tres problemas de patrones (en sentido matematico) ahora puestos en
otro ambiente de aprendizaje de caracter virtual.

La exploracion en el ambiente digital de esta segunda fase se realiz6 en el aula
digital de la escuela, la cual cuenta con 25 computadoras con acceso rapido a
internet, una pantalla y un proyector. El ambiente digital de aprendizaje al que nos
hemos estado refiriendo es un manipulativo virtual desarrollado por la Universidad
del Estado de Utah, localizada en los Estados Unidos de América. Se accede a €l

a través de la direccion electrénica: http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html. Dicho
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manipulativo actia como un mediador matematico para la comprension,
construccion y la resolucion de objetos matematicos.

Enseguida se muestran los tres problemas que se les presentaron a los
estudiantes para que los resolvieran con ayuda del manipulativo virtual. De
entrada se puede pensar que los problemas son exactamente los mismos. Pero
esto no es asi pues se corrige la redaccién en el planteamiento de los problemas y
se introducen multiples guias pedagdgicas para resolverlos, las que se derivaron

de la resolucién de los estudiantes avanzados.

El problema de la Letra V

TR AT

Fig.1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4
Apdyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 8 que aparecen abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el manipulador
virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (f)) que te permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccién electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecerd en la pantalla la imagen de la izquierda.

b) Haz clic para elegir el idioma Espﬁol y luego haz clic en la fila de Algebra y en la columna de
grado 6-8.
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c) Enseguida apareceran
todos los manipulativos de
esta seccion. Haz clicen el
que dice “Bloques de
Patrones” y aparecera la
imagen de la derecha.

|
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d) Luego haz clic en el icono de “Actividades” aparecera

una columna a la derecha donde debes elegir |a actividad
Ilamada “Partes de los Enteros” la cual utilizaremos para

resolver el Problema de la letra “V”.

>

s 4
) e v | M| AR

Construccion de la letra “V” con el manipulador virtual:

e) Haz clic en el icono del cuadrado para obtener la figura 1
de nuestro patréon. Nuevamente haz clic las veces sean
necesarias para obtener los bloques que formaran la figura
2 del patrén. Para desplazar los bloques, haz clic sobre
ellos, sin soltar, para desplazarlos a la posicidon que desees.

f) Debes hacer clic en el icono de “Instrucciones” para
saber como puedes utilizar las herramientas que te ofrece, s
por ejemplo: Afiadir un blogue al drea de trabajo, Rotar un bloque, Camblar el color de un bloque,
Remover un bloque, Agrupar bloque, Clonar un blogue, Limpiar el drea de trabajo y Acercar y
Alejar

jAhora si, estas listo para responder lo que se te solicita!

1. Vuelve a observar con atencion las figuras del patron de la letra “V”. éQué es lo que notas en el? ¢Qué
puedes decir acerca de el?
2. Continua respondiendo la siguiente tabla

Ne de figura 1 2 3 4 5 6

N2 de bloques 1 3

3. ¢Si el patrén continua, cuantos bloques negros estaran contenidos en la siguiente Letra V?

4. ¢Aumenta o disminuye el nimero de bloques de una figuray la siguiente? ¢Por qué?

5. ¢éCuantos bloques estaran en la figura 15 en la secuencia? ¢Coémo llegaste a tu respuesta? Explica

6. ¢Coémo podrias saber el nimero de bloques en cualquier Letra V en este patrén? Explica

7. éPuedes construir una Letra V que siga ese patron y que tenga sélo 36 bloques? Justifica tu respuesta
8. ¢Habria alguna Letra V en el patrén que tuviera un numero igual de bloques? ¢Por qué si o por qué no?
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Un ejemplo de guia pedagodgica para este problema se concibi6 a partir de la
inclusion de una tabla de dos entradas, una que indica el numero de figura y la
otra, la cantidad de blogues que la conforman. La concepcion de la tabla se basé
en la resolucioén de los estudiantes avanzados, quienes inician la resolucién con un
listado de conteo simple donde se aumenta en dos la cantidad de bloques para
cada Letra V, subsecuente. También fue relevante observar la forma en que los
estudiantes de bajo rendimiento realizan sus listados, pues ellos pierden de vista
la relacion directa entre el nUmero de la figura y la cantidad de bloques de ésta,
asi como también la caracteristica nhumérica de la cantidad de bloques de cada
Letra V del patron (nos referimos aqui a la imparidad). En sintesis, en la
elaboracién de la tabla se concretan las observaciones de las ejecuciones de los
estudiantes de alto y bajo rendimiento, de tal manera que los estudiantes de bajo
rendimiento, al resolver lo que se les pide en la tabla, van a percibir las relaciones
numeéricas que subyacen en la elaboracion de la misma, aumentando asi las
posibilidades de resolucion hacia la generalizacion. Las especificaciones de todas
las modificaciones realizadas en las hojas de trabajo del problema de la Letra V,
para su implementacién en la segunda fase son presentadas en la seccion 3.4.2.

De hecho, estas modificaciones son las que dan lugar a las guias pedagodgicas
(ver seccion 2.4.2). Nétese que en este concepto se incluiran las observaciones de
lo que hicieron los estudiantes de alto y bajo rendimiento, asi como las
modificaciones en las hojas de trabajo.

El problema de Las Estampas en el Cubo

Una compaiiia produce barras acoplando cubos y usando una maquina estampadora para colocar
estampas “sonrientes” sobre las barras. La mdquina coloca exactamente una estampa sobre cada
cara expuesta de cada cubo. Todas las caras expuestas de cada cubo tienen que tener una
estampa, por ejemplo, en esta barra de longitud 2, se necesitarian 10 estampas ¢estds de
acuerdo? ¢Por qué?

(117

a0

Barra de longitud 2 (dos cubos)
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Apdyate del manipulador virtual para responder las prequntas 1 a 8 que aparecen abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el manipulador
virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (i)) que te permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccidon electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecera en la pantalla la imagen de la
izquierda.
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b) Haz clic para elegir el idioma Espaiiol y luego haz clic en la fila de Algebra y en la columna de
grado 6-8.

c) Enseguida apareceran todos los manipulativos de esta seccién. Luego haz clic en el que dice
“Bloques Espaciales” y aparecera la imagen de la derecha.

8- o
/) Biblioteca Nacional de Mas
iblloteca Nacianal de Manipuladores Viuales
dores Virtuales gy G

Shiomcs  Womace WL
" Gescargar tiwwes Version Gratuits 301 )

Algebra (Grados 6 - 8)

oara Agesr, Grados 68

P

T TiEe.

d) Luego haz clic en el icono de “Actividades” aparecera una columna a la derecha donde podras
elegir la actividad, que en este caso, nos detendremos en la llamada “Construye figuras con el area
especificada” la cual utilizaremos para ayudarnos a resolver el Problema de Las Estampas en el
Cubo.

Usando este manipulador virtual podras:
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e) Anadir bloques

Afiade bloques al area de trabajo haciendo clic y
arrastrando los bloques desde el icono de bloques en la
esquina superior derecha del area de trabajo.

f) Mover bloques
Puedes mover los bloques haciendo clic y arrastrando los ZEE==

N

g) Conectar bloques

Podras conectar un bloque amarillo a uno azul
arrastrando el bloque amarillo cerca del bloque azul
hasta que veas uno de los lados del bloque azul cambiar a
color rojo, luego suelta el bloque amarillo y éstos se
pegaran al lado rojo en el bloque azul. Para despegar un
bloque, haz clic sobre el bloque y arrastralo lejos del otro
bloque.

h) Algunas veces es dificil ver dénde estas colocando un I

blogue. Presiona la tecla Shift [la tecla con la flecha”]] ‘P ‘
mientras arrastras el bloque para asi poder ver a través N ) =

; . ) e @ |
de éste y a la vez ver mejor donde colocas el bloque. s

i) También puedes aumentar o disminuir el tamafio de los objetos desplazandote por la barra de
Zoom, asi también puedes quitar del drea de trabajo los objetos que nos desees haciendo clic
sobre ellos y desplazandolos hacia el contenedor de basura o borrar todos los elementos del area
de trabajo haciendo clic en la tecla de Borrar. Todos estos elementos te facilitaran la visualizacion
para resolver el problema de Las Estampas en el Cubo.
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jAhora si, estés listo para responder lo que se te solicita!

1. éCudntas estampas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 6? Explica como encontraste estos
valores
. ¢Al juntar cubos para formar barras, cuentas las estampas donde se unen los cubos? ¢Por qué?
. ¢Cuando formas barras de una longitud de 2 o mas cubos, cuantas estampas colocara la maquina sobre
los cubos de los extremos, es decir sobre el primero y el Gltimo? ¢Por qué?
4. (Cuantas estampas coloca la maquina en los cubos intermedios de cualquier barra (los cubos
intermedios son todos los cubos que estan en una barra excepto el primero y el Gltimo)? ¢Por qué?
. ¢La maquina coloca siempre el mismo nimero de estampas en los cubos intermedios? ¢Por qué?
¢Cuantas estampas necesitas para una barra de longitud 20? y ¢De longitud 56? Explica como
encontraste estos valores.
7. éCudntas estampas necesitas para una barra de longitud 137?y ¢De longitud 213? Explica cémo
determinas estos valores.
8. Escribe una regla o férmula que te permita encontrar el nimero de estampas necesarias para una barra
de cualquier longitud. Explica tu regla.

w N

o u

Un ejemplo de guias pedagodgicas que se introducen en las hojas de trabajo
en esta segunda fase se basa en el planteamiento de preguntas como las
siguientes: Al juntar cubos para formar barras, ¢cuentas las estampas donde se
unen los cubos? Cuando formas barras de una longitud de dos o mas cubos,
¢cuantas estampas colocara la maquina sobre los cubos de los extremos, es decir
sobre el primero y el Ultimo? Estas preguntas se fundamentan en la observacion
de los procedimientos que encontraron los estudiantes en la primera fase para el
problema de las Estampas en el Cubo. Fue determinante que los estudiantes
observaran que en las caras donde se unen los cubos cuando se acoplan para
formar una barra de mas de dos de éstos, la maquina ya no coloca dos estampas
a cada cubo acoplado excepto los cubos de los extremos de la barra ya que a
éstos solo les deja de colocar una estampa.

Recuérdese que la especificacion de los cambios realizados en todos los

problemas va a ser presentada en la seccion 2.4.2 de este capitulo.
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El problema del Disefio de la Viga

Las vigas son disefiadas como un soporte para puentes. Las vigas son construidas usando barras.
La longitud de la viga es determinada por el nimero de barras necesarias para construir la base de
la viga. Abajo esta una viga de longitud 4, esta necesitaria 15 barras éestds de acuerdo? éPor qué?

Base de laVigade 4 b
ase de la Viga de 4 barras oO

Apdyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 9 que aparecen abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el manipulador
virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (f)) que te permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccidn electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecerd en la pantalla la imagen de la izquierda.

et 6 i cmpemanten ©
ok 3 € S complemton
e ———— 8- T PP p——

/2 Biblioteca Nacional do Manipuladores Virtusles gy o

b) Haz clic para elegir el idioma Espafiol y luego haz clic en la fila de Algebra y en la columna de
grado 6-8.

c) Enseguida apareceran todos los manipulativos de esta seccidn. Haz clic en el que dice “Bloques
de Patrones” y aparecerd la imagen de la derecha.

) Biblotoca Nacional do Manipuladores Virtuales gy >
wmcoe | BN

v

B s WO Comprnt )

Algera (Gracos 6.6)

ES[ ]y [

 C— ®_J
ST W

90


http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html

d) Luego haz clic en el icono de “Actividades”
aparecerd una columna a la derecha donde podras
elegir la actividad que en este caso nos detendremos en
la llamada “Partes de los Enteros” la cual utilizaremos ~
. ~ . ) |
para resolver el Problema del disefio de la viga. ST W

eT= ' §:

TTThlo. [ s, D tnens [ (o

Construccion de la Viga con el manipulador virtual:

e) Haz dos veces clic en el icono de un tridngulo para obtener los primeros dos bloques para
formar la Viga del ejemplo. Para girar uno de los tridngulos haz clic en un vértice (aparecera un
punto negro) y sin soltar gira en la direccién que desees hasta conseguir la posicidon exacta del
bloque.

Koo |

MUIi\JIlIJHZ}
[ »
b

f) Debes hacer clic en el icono de “Instrucciones” para saber cdmo puedes utilizar las
herramientas que te ofrece, por ejemplo: Aiadir un bloque al drea de trabajo, Rotar un bloque,
Cambiar el color de un bloque, Remover un blogue, Agrupar blogue, Clonar un bloque, Limpiar el
area de trabajo y Acercar y Alejar

iAhora si, estds listo para responder lo que se te solicita!

1. Parauna Viga de longitud 1, {estas de acuerdo en que se necesitarian 3 barras? ¢por qué?

Para una Viga de longitud 2 ¢cuantas barras necesito? ¢ Por qué?

3. ¢éCuantas barras hay en la base de la Viga de longitud 2? y écuantas hay en la parte
superior de la Viga?

4. Y para una Viga de longitud 3 écudntas barras necesito? ¢Cuantas barras hay en la base de
la Viga de longitud 3? y ¢cudntas hay en la parte superior de la Viga?

5. ¢éCuantas barras de diferencia hay para formar la Viga de longitud 1 y la de longitud 2? vy
écudntas barras de diferencia hay para formar la Viga de longitud 2 y la de longitud 3?

6. ¢Cuantas barras son necesarias para hacer una viga de longitud 5, 8, 10, 20, 34 y 76?

7. ¢éCudntas barras son necesarias para una viga de longitud 223?

8. Y ¢Cuantas barras de diferencia hay para formar la Viga de longitud 412 y la de longitud
4137 iPor qué?

9. Escribe una regla o formula para encontrar el nimero de barras necesarias para hacer una
viga de cualquier longitud. Explica por qué tu regla o formula funciona para todos los
casos.

N
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Los ejemplos de guias pedagogicas que se forjan de los procedimientos
realizados por los estudiantes avanzados en el ambiente de lapiz y papel en el
problema del Disefio de la Viga, estan basados en el planteamiento de preguntas
como: ¢ Y para una viga de longitud 3, cuantas barras necesito? ¢ Cuantas barras
hay en la base de la viga de longitud 3?, y ¢,cuantas hay en la parte superior de la
viga? Con estas preguntas se intenta que el estudiante reconozca dos cosas. La
primera, la relacion entre la longitud de la viga y la cantidad de barras de la base y,
la segunda, la relacion entre la cantidad de las barras de la base y la de las barras
superiores. El reconocimiento de estas regularidades en el patrén es trascendental
para desarrollar un procedimiento que conduzca a la generalidad. Es decir, es una
caracteristica comun que tienen, por lo menos, los procedimientos que lograron
encontrar los estudiantes avanzados en el ambiente de lapiz y papel.

Se recuerda nuevamente que las especificaciones de los cambios realizados en
todos los problemas van a ser presentada en la seccion 2.4.2 del documento.

Por otro lado, se debe mencionar que los problemas de patrones en
esencia eran los mismos que se habian planteado a los estudiantes en el
ambiente de lapiz y papel en esta segunda fase, matematicamente hablando. Pero
en el ambiente digital los estudiantes que los resolvieron fueron el resto de los
alumnos del grupo al que pertenecian los estudiantes avanzados. Para ser mas
claros, de un grupo de primer grado se eligieron todos los alumnos con alto
rendimiento en matematicas para la resolucion de los problemas, ahora
replanteada la resolucion con ayuda del manipulativo virtual. Lo mismo ocurriria
con el otro grupo de primer grado.

Cabe decir que el numero de alumnos por grupo era de casi cincuenta
estudiantes, de ellos aproximadamente siete u ocho de cada grupo fueron los
clasificados como estudiantes avanzados, y fueron los que participaron en el
ambiente de lapiz y papel. El resto de los estudiantes de cada grupo (43/50)
participaron en el ambiente digital de aprendizaje. La duraciébn de la
implementacion de la segunda fase fue de aproximadamente mas de un mes.
Inici6 en diciembre de 2010 y termin6é a finales de enero de 2011. Existieron

inconvenientes con respecto a la organizacién de las sesiones para el trabajo en el
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ambiente digital, debido a que el numero de estudiantes excedia el numero de
computadoras disponibles, lo que obligd a separar a los estudiantes de un mismo
grupo en dos partes. Esto facilité una atencion mas directa al ser menos alumnos
pero trajo consigo otros inconvenientes.

El objetivo primordial en la segunda fase fue utilizar los datos generados por
la resolucion de los estudiantes avanzados para generar rutas de aprendizaje por
las que transitaria el resto de los estudiantes para resolver los problemas de
patrones. Es decir, el conocimiento que generan los estudiantes avanzados se
comparte a los pares menos aventajados, y si a ello se auna el entorno virtual
como un mediador que facilita la construccion y visualizacién del patrén, se provee
al estudiante de bajo rendimiento con un amplio rango de posibilidades para la
exploracion del objeto matematico en cuestion.

Podra llegar a la comprension del tema e incorporar en su pensamiento
elementos basicos que le serviran para abstraer regularidades en la resolucién de
cualquier problema en que haya que generalizar. Y podra expresar la
generalizacion simbdlicamente, en el mejor de los casos, lo que no es el objetivo
de la presente investigacion. Sin embargo, es importante tenerlo presente.
Enseguida se muestran imagenes de lo que realizaron los estudiantes en la
segunda fase.

En el problema de la Letra V

El problema dela letra “V”
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Figl Fig 2 Fig 3 Fig 4

1. ;Si e! patron continua, cuintos bloques negros estaran contenidos en la siguiente letra
V?__Q Nagoes

2. ;Cuantos bloques estarin el la figura 15 en la secuencig? ;Cémo llegaste a tu
respuesta? H;hxg 1% B ocprs la hee medant wne ames,
ale Sque o) con mele 4 oo zedi nutan sz cexegon das
2ceds por eyponplo £l le =u-
e dets oden Sy nae aume le ome 2y as) e vomenle
3. ¢ Cémo podrias deducir ¢l nimero de bloques en cualquier letra ¥ en 2ste patron?
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5. ¢Habria alguna letra V cn este patrén que tuviera un nimero igual de bloques?
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Imagenes de respuestas al problema de Las Estampas en el Cubo:

Explica comp dete!
{an Q

3.- ;Cuantas ctiquetas nccesitas para una barra de "ngitud 1377 2 ;De longitud
2137 &H De longitud 137 = ‘ﬁ) De longitud 213 =

inas estog valores.
(SN0

Lyh‘ﬁ exa o\ e

4.- Escribe una regla que pueda permitirte encontrar el nimero de ctiquetas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

= Brgins =2 90

Una com a produce barras colorcadas acoplando cubos ¢n una fila y usando una

maguina pa~a colocar estampas “senricntes” sobre las barras. La maguina coloca

exactamente una estampa sobre cada cara expuesta de-cada cubo. Todas las caras

expuestas de cada cubo ticnen que tesmer una estampa, esta barra es de longitud 2,
habra de itar [0

Barra de longitud 2 (dos cubos)
1.- (Cudntas cliquetas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10?

De longitud 6= __ 2
De longitud 7 =

Delongimd 8= __ U

De longitud 1 =

De lor-mum 2= j{s

Delongitud 3=_ (& Dex 1
longitud 9 =

De longitud 4 = __y fg
De longitud 5§ = _ 777 De longitud 10=_97.

Explica ddmo encontragte estps valores.
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2.-:Cyi lés etiquetas necesitas para una barra de longitud 207 8 ¢De longitad
567 § Dc longitud 20 = _ De longitud 56 =

Explica como u\com.msu: esto; valom\
o A0 metede f (\ e Qo h:
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4, Cuéntas estampas coloca la maquina cn los cubos intermedios de cualquicr barra
(los cubos intermedios son todos los cubos que estdn en una barra excepto el primero y

b]

6. { Cuntas estampas necesitas para una barra de longitud 207 ﬂ_y D¢ longitud
567
Explica como encontraste cstos valores,
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SRl 7
7. ;Cudntas estampas necesitas para una barra de longitud 137?4@y De longitud 1.- ;Cudntas etiquetas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10? Explica como

1 2137 i Iic:\ﬁmc d lcnilﬁs estos valores. 5 encontraste estos valores,
N P ¢ g
&7 Y E) Y b Delongitud2=__ O Delongitud 7=__ 30
g 3 : . Delongitud3=__ 1Y Delongitud 8= __ 3¢
8. Escribe una regla o formula que te permita encontrar el nimero de estampas Delongitudd=_|@ Delongitud9=__ 32
/'1% ‘1 negesarias para una de cualquj d longjtu Q De longitud 5 = b )} Delongitud 10=__ 4 2

xS 20
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Explica como encontraste cstos valorcs.

P 3 2.- ;Cuantas etiquetas neccsitas para una barra de longitud 20? ;De longitud 567
S Z\ De longitud 20=_§ 2. De longitud 56 =_2.2.6
% ) A0 aphed, fata's) !a__(‘m;mu a _q_e_mcd_zo~ ‘ VZCmes

Imagenes de las respuestas de los estudiantes al problema del Disefio de la Viga:

7~ N\ - -
Las vigas son disciiadas como un soportc para puentes. Las vigas son construidas { Y Laa vign lﬂ’,""a‘!“‘d?";" $0.Sopoe PU Bucies. Las vigas 0 coniruidis
usando barras, La longitud d§: 1a viga ¢s determinada por ¢l nimero de barras necesarias l\ 1 5 bg‘%‘:“h "¢ : xbu-o _!_:‘nnr;m:ln:hr::] fl:m&c;o de basras necesaring
para construir 1a base de fa viga. Abajo csta una viga de longitud 4. > S

D

ANYZ

Base éc la Viga de 4 bamas

Base de1a Viga de 4 barras

1.- Cuintas barras son necesarias para haser una viga de longitud 57 ;D longitud ™
) ) ) e longitud 107D tongitud 207 ;Dc longitud 347 ,De langitud 767 =
1. {Cuantas barras son nc...-arias para hacer una viga de longitud 57 De longitud 87 - 19 -¢= 10=3Q 26 =109 ' 34=135H_.

:De longjtud 10? ;De longitud 20? ;D longitud 342 ;Dc longitud 767 b= 203
i i 8 i gitud 347 ;De longitud 76 b | ) b e Al 0N
10731 =20~ R 138 — 205 [
2- .é‘&\m; barras son necesarias para ura viga de longitud 2237 \L
i

ATotR (o) — - \(4 Y,

2.- jCuintas 538.'3; son necesarias para una viga de longitud 2237
~811)

3.~ Escribe una regla o formula para encontrar ¢l niimero de barras necesarias para hacer
una viga de cualquier longitud. Explica por qué tu regla o formula funciona para
: i

10dos los casos. Si usas i qué significa cada una. T fide o ol elcaros X3
= o N s A a ol mernp pnloeece Qe <o le
_longy AP, e | N - : fLae jole -1,

2.4.1. Sintesis de la segunda fase

En la segunda fase, solo se resolvieron tres problemas de patrones que fueron: La
Letra V, Las Estampas en el Cubo y El Disefio de la Viga. De los cuales se hace
una breve descripcion que tiene que ver con los datos obtenidos de la resolucion
de las hojas de trabajo de los estudiantes en los dos ambientes de aprendizaje.
Las descripciones se presentan en el mismo orden en que les fueron presentados
los problemas a los estudiantes seleccionados a partir de la primera fase

El objetivo de la segunda fase fue apropiarse del conocimiento que
generaron los estudiantes avanzados de cada uno de los grupos en la resolucion
de los problemas en el ambiente de lapiz y papel, esto constituye una guia en el

establecimiento de rutas de aprendizaje para el resto del grupo, hacia la
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comprensiéon y resolucion de los problemas del tema de generalizacion de
patrones.

En cuanto al problema de La Letra V, los alumnos observan el aumento de
dos bloques de una figura a otra en el patrén. Esto les hace pensar a algunos
estudiantes que para encontrar la cantidad de bloques de cualquier letra V, solo
hay que multiplicar en numero de Letra V por 2. Hubo dos formas de resolver el
problema generalizando el patron. La primera, detectaron que el nimero de
blogues que conforman cada lado de la letra V es un nimero igual al nimero de
figura menos 1 lo cual implica que al sumar la cantidad de bloques de cada lado
se tenga que agregar uno para obtener un resultado correcto. El segundo hallazgo
resulta de observar que uno de los lados de la letra V tiene un numero igual de
bloques que el niumero de figura y el otro lado es un bloque menos. Esto los lleva
a un procedimiento que consiste en multiplicar el niumero de figura por 2 y luego
restarle 1. Asi lo expresa un estudiante: “Multiplicas el numero de secuencia
[nimero de figura] por dos y disminuir un bloque”.

Con respecto al problema de las Estampas en el Cubo, el procedimiento que

mas estudiantes desarrollan consiste en ver a la barra de cubos como un entero
de cuatro lados y dos caras extra a los extremos que solo tienen una estampa
cada una. Por ello multiplican la longitud de la barra (que es igual al nUmero de
cubos acoplados) por 4, por los cuatro lados de la barra, y al resultado le suman 2
gue son las dos estampas de las caras extra a los extremos.
El otro procedimiento que pocos encuentran consiste en retirar, los dos cubos que
estan en los extremos de la barra. Estos dos cubos tienen 5 estampas cada uno.
Si a la longitud original de la barra se le desprendieron dos cubos entonces la
longitud de la barra menos 2 se multiplica por 4, por la razén que se describié en
el procedimiento anterior, y al resultado se le suman 10 estampas que
corresponden a los dos cubos de los extremos. Esto nos da la cantidad total de
estampas para cualquier longitud de barra de cubos.

Y el ultimo problema que resuelven es el Disefio de la Viga. Para la resolucién
de éste los alumnos hayan un unico procedimiento que consiste en ver a la viga

como una conformacién de triangulos. Es decir, separan a la viga en dos
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conjuntos. El primer conjunto son las barras de la base unidas a las barras
diagonales que juntas forman un triangulo y el otro conjunto son las barras
superiores o0 las opuestas a las de la base. Este procedimiento requiere
necesariamente, saber la longitud de la viga y para tener este dato basta con
saber cuantas barras hay en la base de la viga. Una vez conocido esto, hay que
multiplicar la longitud por tres, porque sobre cada barra de la base se forma un
triangulo. Al hacer esta multiplicacion obtenemos todas las barras para el primer
conjunto. Luego los estudiantes hacen una observacion a cerca de las barras
superiores estas son siempre una menos que las barras de la base o dicho de otra
manera, la longitud de la viga menos uno.

En general, se cumplio el objetivo de esta segunda fase del trabajo de campo.

2.4.2. Modificaciones al planteamiento de los problemas para ser

instrumentados en la segunda fase y elaboracion de guias pedagoégicas

Los problemas matematicos sobre la generalizacion de patrones que se
presentaron a los estudiantes en la segunda fase fueron: La letra V, las Estampas
en el Cubo y el Disefio de la Viga. Estos problemas son los que, por sus
caracteristicas, se pueden abordar con los manipulativos virtuales.

El problema de la Letra V, que se presento en la primera fase no sufrio
modificaciones significativas en su planteamiento para su resolucion en la
segunda fase. En la primera fase, como ya se ha mencionado mas arriba, se
trabajé en un ambiente de lapiz y papel, y la resolucién estuvo a cargo de los
estudiantes de alto rendimiento de cada grupo de primer grado. En realidad las
modificaciones fueron minimas y de formato. Se introdujeron sobre todo para
mayor precision en la formulacion de las demandas y consisten en lo siguiente: se
hizo mas breve el texto de instrucciones; en lugar de decir: “observe las imagenes”
se cambid por “observa las figuras” debido a que se le dio un nimero de figura a
cada Letra V, del patrén; las preguntas del problema fueron las mismas porque no

hubo dificultades en la comprensién de éstas en la primera fase por tanto hasta
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ese momento no fue necesario redactar de forma distinta las preguntas para el
ambiente de lapiz y papel de la segunda fase.

Sin embargo, recuérdese que la segunda fase estd conformada por una
ejecucién en dos ambientes de aprendizaje distintos. Para el ambiente digital (ver
seccion 2.4), si fue necesario hacer cambios, comenzando por las instrucciones
pues se debia explicar como manejar el manipulativo virtual dado que era la
primera vez que se presentaba para su uso por los estudiantes. Se elaboraron
entonces nuevas instrucciones, las cuales fueron suficientes para dejar en manos
del alumno el uso del manipulativo de manera que él pudiera explorar las
herramientas de éste y utilizar aquellas que fueran convenientes para construir el
patron de la Letra V. Después de las instrucciones siguieron preguntas las cuales
fueron aumentadas en numero. Esto es, se conservaron las mismas que en el
ambiente de lapiz y papel (ver seccidon 2.3) pero se agregaron tres mas, las cuales

enseguida se enuncian:

1. Vuelve a observar con atencidn las figuras del patrén de la Letra V (Qué es lo que notas en
él? équé se puede decir a cerca de éI?
2. Continua respondiendo la siguiente tabla

Ne de figura 1 2 3 4 5 6
N2 de bloques 1 3

3. ¢Aumenta o disminuye en numero de bloques de una figura y la siguiente? éPor qué?

La primera pregunta que se agrego fue planteada por dos motivos: primero, para
enfatizar la observacion del patron por parte de los alumnos; y segundo, para
tener una primera impresion de qué es lo que ven los estudiantes cuando se les
presenta un patron de figuras. Los alumnos que resolvieron las hojas de trabajo en
el ambiente digital (alumnos de bajo rendimiento) no habian estudiado el tema
con su profesor en ese momento, al igual que los del ambiente de lapiz y papel
(alto rendimiento). Por eso era relevante saber en qué ponen su atencion cuando
observan el patrén a través de las figuras que se les proporcionan, y por otro lado,
saber si observan lo mismo que los estudiantes avanzados que resolvieron

usando lapiz y papel.
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La segunda pregunta que se introdujo en las hojas de trabajo solicita

completar una tabla de dos entradas, una de ellas indica el nimero de figura, y la
otra, la cantidad de bloques que la conforman. Era relevante que los estudiantes
de bajo rendimiento no perdieran de vista la relacion directa entre el nimero de la
figura y la cantidad de bloques de ésta. Asi como también no deben de perder de
vista la propiedad del nimero (imparidad) que representa a la cantidad de bloques
de cada Letra V en el patron. En estas caracteristicas son en las que fijan su
atencion los estudiantes avanzados cuando inician la resolucion del problema.
Después, ellos contindan con un listado de conteo simple donde se aumenta en
dos la cantidad de bloques para cada Letra V subsecuente.
Estas observaciones de las ejecuciones de los estudiantes avanzados hicieron
factible el planteamiento de la tercera pregunta para el ambiente digital. Por ultimo,
en la redaccion final del problema de la Letra V también se les pidio a los
estudiantes que explicaran sus respuestas a cada una de las preguntas.

Con respecto al segundo problema, las Estampas en el Cubo en el
ambiente de lapiz y papel sé6lo hubo leves modificaciones de formato sin alterar el
problema, es similar al presentado en la primera fase. En el ambiente de lapiz y
papel, a los estudiantes avanzados de un grupo les caus6 dificultad resolverlo
pero no fue asi para los del otro grupo, ellos encontraron dos procedimientos
distintos que generalizan al patron. El primero consiste en separar en dos partes
de manera imaginaria la barra de cubos acoplados. Una parte son cada uno de los
cubos a los extremos de la barra que tienen cinco etiquetas adheridas cada uno y
la otra parte son los cubos que quedan en la barra, los intermedios, los cuales
tienen adheridos sélo cuatro estampas cada uno. El otro procedimiento consiste
en visualizar a la barra de cubos como un entero de cuatro caras, del cual si se
conoce la longitud de la barra se sabe cuantos cubos estan acoplados, luego, la
maquina estampadora solo coloca cuatro estampas a todos los cubos acoplados
excepto que a los cubos de los extremos de ese entero les adhiere una estampa
extra. Es decir, a la cantidad de estampas colocadas a la barra o al entero se le
agregan dos mas. Las expresiones algebraicas que representan a cada

procedimiento son distintas pero equivalentes. Si consideramos n como la longitud
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de la viga, el primer procedimiento seria expresado como 4 (n-2) + 10 y para el
segundo, la expresion seria 4n+2. Mas estudiantes resolvieron el problema a
través del segundo procedimiento, a este respecto cabe mencionar que si se
revisan ambos procedimientos resulta que el segundo requiere de una abstraccion
mas elaborada porque simplifica la visualizacion del primer procedimiento.
Realizar una abstraccién asi es mateméaticamente mas valioso. De aqui que las
modificaciones al planteamiento del problema para ser implementado en el
ambiente digital, fueron orientadas hacia la resolucién del problema a través del
primer procedimiento, y dependera de la capacidad del estudiante si llega o0 no a
una visualizacién del patron que lo conduzca a resolver el problema a través del
segundo procedimiento. Se dejé abierta esa posibilidad ya que no es la principal
intencidbn de la investigacion, aunque si se llega a ella por supuesto sera
reconocida, pero la investigacion se limita a que el estudiante logre la
generalizacion del patron y la exprese de manera natural considerando su nivel
académico.

Las modificaciones para el ambiente digital fueron las siguientes: En la
descripcion del problema que se hace al inicio se anade: “por ejemplo, en esta
barra de longitud 2, se necesitarian 10 estampas ¢ estas de acuerdo? ;Por qué?”
También se agregan dos imagenes que tratan de hacer mas evidente la
conformacioén de la barra de cubos acoplados y las caras expuestas de los cubos.
La pregunta tiene la intencion de hacer reflexionar al alumno sobre la accion de la
maquina estampadora, colocar estampas sobre cada cara expuesta de cada cubo,
lo que quiere decir que no coloca estampas sobre las caras donde se unen los
cubos, situacion que suelen pasar por alto los estudiantes en el ambiente de lapiz
y papel, ellos consideran las seis caras del cubo y si se acoplan cubos sélo hay
gue multiplicar el niumero de cubos por seis para obtener la cantidad total de
estampas de la barra. La pregunta de la que hablamos se complementa con otra
gue dice: ¢Al juntar cubos para formar barras, cuentas las estampas donde se
unen los cubos? ¢ Por qué? Con el fin de insistir en tomar en cuenta las caras no

expuestas, hecho que determina llegar a la solucién del problema.
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También se solicitd decir la cantidad de estampas para barras de longitud 1
hasta la 6. Anteriormente la peticion era hasta la barra de longitud 10, pero no era
necesario. Hasta la barra de longitud 6 se podian percatar en cuanto aumenta el
namero de estampas al agregar un cubo mas a la barra. Luego se incluyeron otras
tres preguntas, que como se dijo antes tienen que ver con el primer procedimiento
y estan directamente relacionadas con tres caracteristicas que definen el
procedimiento. La primera caracteristica es la cantidad de estampas que tienen los
cubos de los extremos de una barra de longitud 2 en adelante, la otra
caracteristica es la cantidad de estampas de los cubos intermedios de cualquier
barra y la tercera, es el nUmero constante de estampas que tiene cada uno de los
cubos intermedios. De comprenderse estas caracteristicas se tiene un mayor
rango de posibilidades de llegar a la resolucion del problema de manera
satisfactoria. Las tres preguntas fueron planteadas asi: Cuando formas barras de
longitud de 2 o mas cubos, ¢cuantas estampas colocara la maquina sobre los
cubos de los extremos, es decir, sobre el primero y el ultimo? ¢Por qué?;
¢ Cuantas estampas coloca la maquina en los cubos intermedios de cualquier
barra (los cubos intermedios son todos los cubos que estan en una barra excepto
el primero y el Ultimo)? y, ¢La maquina coloca siempre el mismo numero de
estampas en los cubos intermedios? ¢ Por qué?

En general, la resolucion del problema en el ambiente digital fue mas
satisfactoria que en el otro ambiente debido a que hubo mas estudiantes que
llegaron o estuvieron cerca de resolverlo, asi lo muestran sus hojas de trabajo,
dado que algunos estudiantes no terminaron de responder todas las preguntas, las
gue si contestaron muestran altas posibilidades de lograr la generalizacion del
patron. Resta decir que en el ambiente digital de aprendizaje se logré llegar a los
dos procedimientos que generaron los estudiantes avanzados que fueron
enunciados en el parrafo anterior, pero es mas significativo decir que de los
alumnos que resolvieron el problema completamente lo hicieron a través del
segundo procedimiento.

El tercer (y ultimo) problema presentado en la segunda fase fue el Disefio

de la Viga, en relacién al ambiente de lapiz y papel en donde surgieron dos
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procedimientos que tienen que ver con la manera de visualizar el patron. Un
primer procedimiento, fue ver a la viga en dos conjuntos de barras, el primero
como una conformacion de triangulos que tiene estrecha relacién con la cantidad
de barras de la base, y el otro conjunto lo hacen las barras superiores de la viga
que también se vincula con la cantidad de barras de la base. Este procedimiento
es el que casi todos los estudiantes avanzados encontraron y sélo dos estudiantes
hallaron un segundo procedimiento que consiste en sumar la cantidad de barras
inferiores y las superiores de cierta viga, la cantidad que resulte de la sumatoria se
deberd multiplicar por dos y al resultado agregar uno para obtener el total de
barras de la viga en cuestion.

Para ambos procedimientos se debe conocer de manera obligada la
longitud de la viga. En cuanto al ambiente digital, se considerdé el primer
procedimiento ya que fue el mas recurrente entre los alumnos avanzados. A la
hora de hacer modificaciones al planteamiento del problema para su
implementacion en este ambiente digital se enfatizO en preguntas que pudieran
destacar la relacién entre la cantidad de barras de la base y las superiores.
Aunque las modificaciones dan la apertura a otros procedimientos, la resoluciéon
de las hojas de trabajo en el ambiente digital muestran que el procedimiento con el
gue resuelven el problema es el de la conformacion de triangulos (primer
procedimiento descrito antes), aunque es encontrado por pocos estudiantes. Otros
intentan un procedimiento el cual secciona a la viga en tres partes o tres conjuntos
de barras, pero no llegar a expresarlo de manera clara y mucho menos
generalizarlo. Aunque se observaron dificultades para expresar de alguna manera
la cantidad de barras de cada seccion, lo importante es que los estudiantes
mostraron indicios de un nuevo procedimiento bajo este ambiente digital de
aprendizaje.

Con esta reflexion ya podemos ir decantando que una manera de
contribuirda para que los estudiantes en desventaja en la clase de matematicas
puedan resolver este tipo de problemas, es por medio del apoyo digital, mismo

gue confirman nuestro objetivo de esta investigacion debido a que las diferentes
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poblaciones de estudiantes, quienes resuelven obtienen buenos resultados
cuando existe la mediacion de la tecnologia.

Guias pedagdgicas para el problema de la Letra 'V

Las guias de aprendizaje se concibieron a partir del analisis de las hojas de
trabajo resueltas por los estudiantes de alto rendimiento, el cual se resume como
sigue: la resolucion del problema de la Letra V, en el ambiente de lapiz y papel
inicia con listados de conteo simple para hallar la cantidad de bloques de Letras V
consecutivas. Estos listados surgen de la observacion directa del patron, este dato
se confirma con las entrevistas video grabadas, en donde los estudiantes dicen
gue al observar el patron y contar la cantidad de bloques de cada figura y su
consecutiva, se percatan de un aumento constante pero cuando se trata de un
numero mayor de Letra V en el patrén, los alumnos buscan procedimientos mas
practicos como por ejemplo, resolver a través de una regla de tres. Los
estudiantes que llegan a generalizar el patron centran su atencion en el nimero de
figura de la Letra V (posicion que ocupa en el patrén), este niumero resulta ser un
punto de partida para cualquiera de los procedimientos que encontraron los
estudiantes avanzados. La relacion que se da entre el numero de la figura y los
bloques de los lados que construyen la Letra V, se convierte en la mejor estrategia
para dirigirse a la generalizacion del patrén.

Con respecto a la resolucion en el ambiente digital de aprendizaje los
estudiantes también realizan listados de conteo simple, muy pocos recurren a
operaciones aplicando una regla de tres, mas bien, lo que hacen es tomar como
punto de partida la cantidad de bloques que tiene una Letra V, para encontrar la
de otra mas lejana en el patrén. Por ejemplo, para encontrar la figura o Letra V
namero 15, los estudiantes recurren a la figura o Letra V numero 5 que se
construye con nueve bloques; entonces los estudiantes multiplican 9 por 3, y los
27 blogues que se obtienen seran los que conforman la Letra V numero 15. Varios
estudiantes llegan a generalizar el patron expresando asi su procedimiento:
“multiplicas el numero de secuencia [se refiere al numero de la figura o Letra V en

cuestion] por dos y disminuir un bloque”. Otro estudiante escribe: “multiplicando la
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cantidad [numero de la figura] x 2 menos 1" y de ser expresadas estas frases
algebraicamente no es mas que 2n-1, donde n es el numero de figura o Letra V en

el patrén. Es decir, expresaron la generalizacion del patron en un lenguaje natural.

2.5. Trabajo de campo. Exploraciones formales, 32y 42 fases

En el trabajo de campo interviene la exploracion formal en ambos ambientes de
aprendizaje (lapiz y papel; y manipulativos virtuales) para efectos de replicabilidad
de los datos y consolidacion de los resultados. En estas Ultimas fases del trabajo
de campo las caracteristicas de los estudiantes que participaron son las
siguientes:

a) Son estudiantes de primero de secundaria distintos de todos los
participantes en las etapas anteriores;

b) El nimero total de participantes en esta Ultima etapa es de 47 estudiantes
de cinco escuelas en la resolucion con lapiz y papel; y otros 42 estudiantes
mas distintos de los 47 ya mencionados. Estos ultimos son los que
trabajaron en la resolucion en ambientes virtuales.

Lo que hace la diferencia entre los grupos de 47 y 42 estudiantes es que los 47
son estudiantes avanzados o de alto rendimiento escolar en matematicas, y los 42
son los de mas bajo nivel de rendimiento escolar tanto en matematicas como en
las otras asignaturas (ademas de ser también los mas indisciplinados).

A continuacion se describen las caracteristicas técnicas de esta Ultima etapa

formal del trabajo de campo y un esquema de su organizacion.
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ESCUELAS SECUNDARIAS
TECNICAS EN EL D.F.

o] ] - R

Sujetos: Alumnos

Sujetos: Todos los alumnos
Sujetos: Alumnos avanzados de avanzados de primer 6
avanzados de primer grado. (En la
primer grado (10 por grado, aprox. grado (10 por grado, Actividades.
#8 solo habia dos grupos y en la
2 6 3 por grupo) aprox. 2 6 3 por
#109 un Unico grupo)
grupo).

Sujetos: Alumnos de rendimiento Sujetos: Alumnos de Sujetos: Alumnos de rendimiento

regular a bajo de primer grado (10 rendimiento regular regular a bajo de primer grado (5 o 6

por grado, aprox. 2 0 3 por grupo) abajo de primer 6 por grado). Actividades.

grado (10 por grado,
aprox. 2 o 3 por

grupo.

Imagen. 3 Esquema de organizacion del trabajo de campo formal.

El trabajo de campo formal y definitivo se llevd a cabo después del analisis de los
datos recabados en las exploraciones piloto que corresponden a la 12 y 22 fases y
de afinar el planteamiento de las preguntas de los problemas de patrones en
ambos ambientes de aprendizaje. Este se realiz6 en cinco secundarias técnicas
en el Distrito Federal (ver anexo D: oficios de presentacion). En cada una de las
escuelas se eligieron diez estudiantes de primer grado de nivel avanzado y diez
estudiantes, también de primer grado, pero del mas bajo rendimiento escolar.
Estos dos subgrupos de estudiantes llevarian a cabo las actividades en ambientes

de aprendizaje diferenciados. Hubo dos escuelas de turno vespertino en las que
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sOlo se eligieron cinco estudiantes para formar los subgrupos de trabajo en la
misma ténica antes mencionada.

En el trabajo de campo las exploraciones formales se dividen en dos
ambientes igual que en la segunda fase. En la exploracion formal en relacion a la
3?2 fase, se llevaron a cabo las actividades con los estudiantes avanzados, en
ambiente de lapiz y papel. Con respecto a la 42 fase, las actividades se llevaron a
cabo en ambientes virtuales de aprendizaje con los estudiantes de bajo
rendimiento en la materia. Las sesiones de trabajo fueron de dos horas-clase
consecutivas (50 minutos cada una de ellas), una vez a la semana. Como arriba
se menciond, en la tercera fase participaron 47 estudiantes y en la cuarta 42.

Dado que se hace un énfasis en la utilizacion de manipulativos virtuales en
el trabajo de campo que se instrumento a lo largo de la investigacion que sustenta
el presente trabajo de tesis, es importante recalcar que el interés de la autora no
es suplir con la tecnologia el trabajo que realiza el profesor encargado del grupo,
sino que ésta sirva como un recurso de inclusion para los estudiantes en
desventaja en las clases de matematicas, asi como para el desarrollo de

competencias de todos los estudiantes en la vida real.

2.5.1. Resumen de las caracteristicas técnicas de los dos ambientes de

aprendizaje: lapiz y papel y/o manipulativos virtuales

Ambiente lapizy Papel
La exploracion formal (32 fase) consistio en plantear a los estudiantes seis
problemas matematicos relacionados con la generalizacién de patrones en un
ambiente de lapiz y papel. El andlisis de ésta exploracion, en cuanto a estructura y
contenido, sirvié para redisefiar el planteamiento de los problemas a instrumentar
en la segunda exploracion formal (42 fase) en ambiente digital.

Lugar donde se desarrolld la actividad: en un salén de clase, en la
biblioteca o en el salén de usos multiples. A los estudiantes se les brindé todo el

material necesario para dicho trabajo.
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Los sujetos que participan fueron: diez estudiantes por escuela de alto
rendimiento, de primer grado (con excepcion de una escuela donde sélo hubo
cinco estudiantes, por ser el Unico grupo de primer grado. Elegidos por el profesor
de matematicas y que tuvieran la voluntad de asistir y de llegar al término de todas
las actividades.

Actividad principal: seis problemas matematicos relacionados con la
tematica de generalizacion de patrones, fueron resueltos por los estudiantes de
forma escrita y sin mas ayuda que una calculadora.

Actividad complementaria: los alumnos destacados por sus procedimientos
de resolucion de las hojas de trabajo fueron entrevistados y video-grabados al final
de cada una de las actividades, unicamente como soporte grafico del registro de
datos en el trabajo exploratorio. (Se tienen 94 clips de video).

Duracion: Dos sesiones continuas que abarcan cien minutos y que se
llevaron a cabo una vez a la semana. Se esperaba que cada problema se
resolviera en las dos sesiones continuas, pero en realidad se avanzo al ritmo de
trabajo de los estudiantes. Para ello se establecié un dia y horario fijo para realizar
las actividades de acuerdo con las facilidades proporcionadas en cada plantel.
Esta fase inicié el 10 de octubre de 2011 y terminé el 09 de diciembre del mismo

ano.

Ambiente Manipulativos Virtuales (digital)
La base para la segunda exploracion formal (42 fase) en el trabajo de campo fue la
realizacion de un replanteamiento de los problemas matematicos de la tercera
fase con un disefio especifico para los estudiantes menos aventajados del grupo,
con el objetivo de avanzar en la inclusién de los estudiantes de bajo rendimiento
en la comprension y resolucién de un problema matematico del tipo elegido.

Lugar donde se desarrollo: en las aulas digitales de cada una de las cinco
secundarias. Estas cuentan con servicio de internet y una pantalla de proyeccion.
Se accedio a la direccion electronica siguiente:

http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html, que es la pagina de la Biblioteca Nacional

de Manipuladores Virtuales de la Universidad del Estado de Utah.
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Los sujetos que participan fueron: diez estudiantes de bajo rendimiento en
matematicas por escuela de primer grado, (con excepcion de una escuela, fueron
cinco estudiantes, por ser un anico grupo de primer grado). Elegidos por el
profesor de matematicas segun las caracteristicas que requeria esta 42 fase.

Actividad principal: Seis problemas matematicos relacionados con la
temética de generalizacion de patrones, fueron resueltos por los estudiantes de
forma escrita y ayudados por un manipulativo virtual, el cual les permite recrear el
problema brindando mayores posibilidades de ser resuelto significativamente.

Actividad complementaria: Entrevista y videograbacion a los alumnos
destacados en la resolucion de los problemas de patrones como soporte gréafico
del registro de datos en el trabajo exploratorio. Se recuerda que los estudiantes
participantes en esta exploracion formal (42 fase) tienen bajas calificaciones en
matematicas por lo tanto, es relevante conocer la manera en que resuelven los
problemas con los manipulativos virtuales, al tener el apoyo didactico-pedagogico
de las rutas de resolucion de los estudiantes avanzados. (Se tienen 73 clips de
video)

Duracion: Sesiones continuas que abarcan cien minutos y se llevaron a
cabo una vez a la semana. Se esperaba que cada problema se resolviera en dos
sesiones continuas. Pero se avanzo6 al ritmo de trabajo de los estudiantes. Se
establecié un dia y horario fijo para realizar las actividades de acuerdo con las
facilidades proporcionadas en el plantel.

La cuarta fase inicio el 16 de abril de 2012, y termindé la dltima semana de junio del
mismo afio.

A continuacién se presenta un esquema que muestra cuales fueron los problemas
sobre generalizacion de patrones instrumentados en las cuatro fases del trabajo

de campo.
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Exploraciones

Exploraciones

piloto formales
(:la. Fase 1 (,3a. Fase )
elaletraV ela LetraV
eLas Torres de Palillos *El Disefio de la Viga
| E| Disefio de Ia Viga i ¢| as Estampas en el Cubo
¢El Diamante de Puntos eCrecimiento de Azulejos |
eLas Estampas en el Cubo eCrecimiento de Azulejos I
N J \:Crecimiento de Pilas )
(2a. Fase )
f4a. Fase B
elaletraV
|| °Las Estampas en el Cubo *LaletraV
*El Disefio de la Viga *El Disefio de la Viga
=1 eLas Estampas en el Cubo
9 ) eCrecimiento de Azulejos |
eCrecimiento de Azulejos Il
\*Crecimiento de Pilas I,

Imagen 4. Esquema de problemas instrumentados en el trabajo de campo

2.5.2 Caracteristicas de los estudiantes participantes en las exploraciones
formales, 32 y 42 fases de manera estadistica.

EDAD:
Escuela/Edad 11 afios 12 afios 13 afios 14 afios TOTAL
32 fase 42 fase 32 fase 42 fase 32 fase 42 fase 32 fase 42 fase 32 fase 42 fase
Sec. Tec. #08 1 0 5 2 3 5 1 2 10 9
Sec. Tec. #14 1 1 9 3 1 5 0 0 11 9
Sec. Tec. #43 0 0 11 4 1 5 0 1 12* 10
Sec. Tec. #72 0 0 9 3 1 5 0 1 10 9
Sec. Tec. #109 0 0 4 0 1 3 0 2 5 5
TOTAL 2 1 38 12 7 23 1 6 47 42

A partir de la tabla se puede observar que la mayoria de los estudiantes que
participaron en este trabajo tienen una edad promedio entre los 12 y 13 afos.
Recuérdese que en estas Ultimas fases del trabajo de campo todos los

participantes cursaban el primer grado de secundaria.
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GENERO:

i MASCULINO FEMENINO TOTAL
GENERO
32 fase 42 fase 32 fase 42 fase 32 fase 42 fase

Sec. Tec. #08 5 6 5 3 10 9
Sec. Tec. #14 4 5 7 4 11 9
Sec. Tec. #43 5 6 7 4 12* 10
Sec. Tec. #72 5 7 5 2 10 9
Sec. Tec. #109 3 2 2 3 5 5

TOTAL 22 26 26 16 47 42

Nota: * restar un estudiante que se retiro

La tabla muestra que hubo una diferencia menor en cantidad de estudiantes
participantes, en cuestion de género. No se buscaba que fuera equitativo el
numero de estudiantes por cada género mas bien que tuvieran las caracteristicas
gue demandaba la investigacion (ver seccion 2.5). Aun asi resultdo un equilibrio

entre el género de los participantes.

ASISTENCIA DE ALUMNOS A LAS SESIONES DE TRABAJO:

PROBLEMA Sec. Téc. #08 Sec. Tec. #14 Sec. Tec. #43 Sec. Tec. #72 Sec. Tec. #109

MATEMATICO 32fase | 42fase 32fase | 42fase 32 fase 42 fase 32fase | 42fase 32 fase 42 fase

Letra V 10 9 11 8 12%* 10 9 9 5 5
Disefio de la Viga 10 9 11 7 9 10 8 9 5 5
Estampas en el

7 5 10 8 6 10 8 9 5 4

cubo
Azulejos | 6 4 10 9 7 10 10 6 5 4
Azulejos Il 6 6 10 9 7 10 8 9 5 4
Creum.lento de 7 0 10 7 6 8 5 0 5 4

pilas
TOTAL 46 33 62 48 46 58 48 42 30 26

Al visualizar la tabla se percibe que disminuye la asistencia de alumnos en la
cuarta fase, a excepcion de una escuela (Tec. #43). Hay que saber que el nUmero
de estudiantes fue ligeramente menor en la cuarta fase. En ésta se redujo la
asistencia de alumnos pero no fue significativa, el ambiente computacional era
estimulante para ellos considerados estudiantes de bajo rendimiento en
matematicas. Como dato adicional, en la tercera fase se recopilaron 232 hojas de

trabajo y en la cuarta fase 207, lo que hace un total de 439.
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2.5.3. Modificaciones al planteamiento de los problemas para ser
instrumentados en la 32 y 42 fases del trabajo de campo y elaboracion de

guias pedagdgicas.

Lo que guia la redaccion de esta seccion es la respuesta a la siguiente pregunta:
¢,Como los procedimientos o estrategias de los estudiantes en la exploracion
formal de la 32 fase, de |apiz y papel, se convirtieron en guias pedagdgicas para
los estudiantes que resolvieron los problemas en el manipulativo virtual (42 fase)?
Los problemas matematicos sobre generalizacién de patrones en la tercera
fase del trabajo de campo fueron presentadas en el siguiente orden: La Letra V, El
Disefio de la Viga, Las Estampas en el Cubo, Crecimiento de Azulejos I,
Crecimiento de Azulejos Il y Crecimiento de Pilas (ver Anexo A.) Los problemas
matematicos que se consideraron para la cuarta fase del trabajo de campo fueron
las siguientes: 1) La Letra V, 2) El Disefio de la Viga, 3) Las Estampas en el Cubo,
4) Crecimiento de Azulejos I, 5) Crecimiento de Azulejos Il y 6) Crecimiento de
Pilas (ver Anexo B). Los problemas que se analizaran adelante seran las que se

ejecutaron con el manipulativo virtual.

1) LALETRAYV
Cabe decir que los problemas planteados en el manipulativo virtual iniciaban con
una introduccién para conocer el manejo de sus herramientas de manera breve y
suficiente para poder utilizarlas en la construccion de las figuras o pilas del patron.
Las estrategias que encontraron los estudiantes avanzados fueron las siguientes:
i) Observar que el patrén aumentaba dos bloques en cada figura o Letra V.
ii) Observar que el niumero de bloques de cada figura o Letra V son numeros
impares.
iii) Desarrollan tres procedimientos para hallar la cantidad de bloques de
cualquier Letra V en el patron.
A continuacion realizaremos una breve explicacion de los procedimientos que

hallaron los estudiantes en la resolucién del problema de la Letra V:
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a) El primer procedimiento consiste en que al nimero de Letra V que se pide,
se le suma el nimero anterior de Letra V, y el resultado de la suma dara la
cantidad de bloques totales para la Letra V solicitada. Ejemplo: para la Letra V
namero 56, se le suma 55 (nimero anterior de Letra V), dando como resultado
111, los cuales seran los bloques necesarios para construir la Letra V niamero 56.
Esto se puede comprobar con la expresion algebraica 2n-1. En donde n es el
namero de Letra V, entonces, 2(56)-1=112-1 = 111.

b) El segundo procedimiento reside en visualizar la Letra V en dos secciones
o lados. Es decir, uno de los lados tendra una cantidad de bloques igual al nUmero
de Letra V solicitado y el otro lado tendra la misma cantidad de bloques pero
disminuido en uno. Ejemplo: para la Letra V numero 7, tendra siete bloques de
lado izquierdo y seis bloques de lado derecho o si se quiere ver de otra manera,
seis del lado izquierdo y siete del lado derecho. Observe las dos formas de

interpretarlo:

N v N
N A 1 V1] 1
N R 1 \ N ~
N e
\ N ’ o \ N . ,'
v t

v 2] s s 2|7 A 2] N 1 2107

\ A ’ ’ \ ’ 2

LetraVV o Fig. 7

c) El tercer procedimiento es una visualizacién en la que se divide a la Letra
V en tres secciones: dos lados con una misma cantidad de bloques y un bloque
base al centro. Los dos lados tienen una cantidad de bloques igual al nimero de la
Letra V disminuido en uno. Ejemplo: Si la Letra V es la niUmero 8, tendria en cada

uno de sus lados siete blogues y un bloque Unico en medio de éstos. Observe:
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\ ]

Siete bloques

I .
4 4 <4— Siete bloques

N A

Base

Fig. 8

Las preguntas de la tercera fase de resolucion que permanecieron para la cuarta

fase fueron:

¢éSi el patrén continua, cuantos bloques negros estaran contenidos en la siguiente Letra V?
éCudntos bloques estaran en la figura 15 en la secuencia?

éCémo llegaste a tu respuesta? [se agregd: Explica]

éCémo podrias saber el numero de bloques en cualquier Letra V en este patrén? [se agrego:
Explica]

éPuedes escribir una Letra V que siga este patrdn y que tenga sélo 36 bloques? [se agregd: Justifica
tu respuestal

Es decir, se conservaron cuatro preguntas y se agregaron las siguientes:

Vuelve a observar con atencidn las figuras del patrén de la Letra V équé es lo que notas en éI? ¢qué
puedes decir acerca de él?
Continua respondiendo la siguiente tabla

No. figura 1 2 3 4 5 6

No. bloques 1 3

¢Aumenta o disminuye el numero de bloques de una figuray la siguiente? ¢por qué?
¢Habria alguna Letra V en este patron que tuviera un numero igual de bloques? ¢Por qué si o por
qué no?

En la cuarta fase de resolucion de los problemas ya no se incluyeron las

preguntas en las que el estudiante tenia que elegir una expresion algebraica que

correspondiera a su procedimiento hallado, asi tampoco aquellas en las que se le

pedia plantear un problema de patrones creado por ellos mismos. Debido a que

era muy precipitado hacer estas dos solicitudes a estudiantes que recién
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ingresaban al primer grado de secundaria puesto que aun no se han introducido al
estudio del algebra.

La pregunta que dice: “vuelve a observar con atencién...” fue planteada para tener
una primera impresion de lo que observan los estudiantes cuando se les
presentan patrones de figuras. En las exploraciones piloto se detecté que muchos
estudiantes desconocian la tematica de la generalizacion de patrones. Es decir,
era algo nuevo para ellos. Lo cual para nuestra investigacion fue conveniente pues
el razonamiento que desarrollan los estudiantes al resolver este tipo de problemas,
es decir, llegar a la generalizacién, es en muchos casos es resultado del uso de
recursos no algebraicos propios de su grado escolar y ademas expresarlo en
forma natural, lo cual ambas cualidades permiten apreciar que realizan
abstracciones hacia la generalidad sin tener nociones solidas de algebra.

Cuando se les pide a los estudiantes responder la tabla es con el propésito de
provocar, por un lado, la observacién del aumento de dos bloques de una figura y
la siguiente en el patron y por otro lado, el que pudieran observar que si al niumero
de figura o letra V en cuestion se le suma el numero de figura anterior se obtiene
la cantidad de bloques totales para la figura solicitada. Las preguntas numero tres
y cuatro en la hoja de trabajo de la cuarta fase, fueron planteadas para verificar
gue el estudiante habia reconocido las regularidades del patron. Una pregunta
especifica era decir cuantos bloques tendria la figura 15 y ademas decir como le
habian hecho para hallar el resultado. En dicha pregunta el nimero de figura es
mayor que el de las figuras mostradas al inicio de la hoja de trabajo, con el fin de
saber si su respuesta fue hallada a través de un conteo simple o si ya se tenia un
procedimiento mas eficaz para niameros de figuras mayores. Si en esta pregunta
no se detectaba como hallaban el resultado los estudiantes, entonces se reservo
una mas con caracter mas directo para conocer su procedimiento usado. Las
tltimas dos preguntas en la hoja de trabajo fueron para verificar la solidez de la
comprension del problema. Es decir, las preguntas cuestionaban al estudiante a
mayor profundidad. De tal manera que si el estudiante lleva una linea de
pensamiento coherente al responder las preguntas anteriores, las ultimas

preguntas no provocaran mayor distraccion o confusion por el contrario reforzaran
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su procedimiento. Sus respuestas nos asegurarian si se da una completa

comprensién del problema por parte del estudiante o lo contrario.

2) EL PROBLEMA DEL DISENO DE LA VIGA
Los procedimientos que usaron los estudiantes avanzados para resolver los
problemas fueron tres, que seran presentados adelante. El méas utilizado fue el
siguiente:

a) Los estudiantes separan la viga en tres secciones que son: las barras de
la base (que determinan la longitud de la viga), las barras de en medio (las
barras en diagonal) y las barras superiores. La cantidad de barras de la base se
obtiene conociendo la longitud de la viga, la cantidad de barras de en medio se
obtiene multiplicando la longitud de la viga por dos y la cantidad de barras
superiores se obtiene restandole uno a la longitud de la viga. Estos datos fueron
del conocimiento de los estudiantes al observar que la cantidad de barras
superiores siempre seran una barra menos que las de la base. Asi también, que
las barras de en medio o en diagonal son dos, sostenidas por cada barra de la
base. En resumen, la cantidad total de barras de cualquier viga del patron se
obtendra sumando estas tres secciones. Pero cabe decir que este procedimiento
es eficaz siempre y cuando se conozca la longitud de la viga. Observe la viga de

longitud 3:

Barras superiores

AVAVA E

Barras de la base

b) El segundo procedimiento mas usado fue el de separar a la viga en
conjuntos de cuatro barras. Los estudiantes observaron lo siguiente:
- Laviga de longitud 1 se conforma de tres barras Unicamente, pero al ser de

longitud 2 en adelante va aumentando cuatro barras de una viga a otra.
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- Hay dos formas de visualizar los conjuntos de cuatro barras y cada
visualizacion proporciona una expresion algebraica distinta pero

equivalente. Observe:

a que se resta e -
- 2 A,
- SN
PN
/ / \
{ 1% \
¥ \
\ / Y

Sgruposdedbaras 00200 0 S S 0 ST

n = longitud de la viga Grupos de 4 barras

La visualizacion de la izquierda lleva a la expresion algebraica 4n-1. Debido a que
se considera la viga como conjuntos de cuatro barras excepto la barra del primer
conjunto, por esta razéon se resta uno. La visualizacién de la derecha también
considera conjuntos de cuatro barras excepto el dltimo conjunto de la viga que
solo tiene tres barras, por esta razon la expresion algebraica es la siguiente: 4(n-1)
+ 3.

c) Este ultimo procedimiento lo encontraron solo dos estudiantes que
resolvieron el problema del Disefio de la Viga en pareja. Ellos hallaron una forma
de encontrar la cantidad de barras necesarias para cualquier longitud de viga
observando a ésta en dos conjuntos como se muestra en la imagen de abajo. El
primer conjunto son las barras superiores (las opuestas a las de la base) y el otro
conjunto son las barras de la base que se unen a las barras diagonales formando

un triangulo.

Primer conjunto

Segundo conjunto

Si los estudiantes conocen la longitud de la viga, s6lo se necesita multiplicarla por
tres y al resultado se le suman las barras superiores, las cuales siempre seran
igual al numero de la longitud de la viga disminuido en uno. La razén de multiplicar
la longitud de la viga por tres es porque en cada barra de la base se forma un

triangulo sobre ella. Por ejemplo, si la longitud de la viga fuera de 16, entonces se
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multiplicaria 16 x 3 = 48 y 48 seria el nUmero de barras del segundo conjunto y al
48 se le suman 15 barras, que son las del primer conjunto (que no es otra cosa
gue la longitud de la viga menos uno). De manera que sumando estos dos
conjuntos se obtienen 63 barras que son las que se requieren para construir una
viga de longitud 16.

La Unica pregunta que se conservé de la hoja de trabajo de la tercera fase
fue la que solicitaba a los estudiantes decir la cantidad de barras necesarias para
las vigas de longitud 5, 8, 10, 20, 34 y 76. Todas las demas preguntas no se
incluyeron para la cuarta fase pues se requeria de modificaciones para su
implementacion en el ambiente digital, estas modificaciones se tradujeron en
secuencias de preguntas como se hizo en la segunda fase que condujeran al
estudiante hacia un procedimiento general de resolucion que en este caso las
guias de aprendizaje apuntaban hacia el primer procedimiento que se presento
anteriormente, dado que fue el mas usado entre los estudiantes avanzados
participantes pero también hay preguntas que los puedan conducir al segundo
procedimiento.

Desde el inicio de la hoja de trabajo de la cuarta fase, en la descripcion del
problema se les hace una pregunta sobre el nimero de barras necesarias para la
viga que se les presentd como ejemplo (viga de longitud 4). Las siguientes
preguntas trataron de conducir al estudiante a observar las tres partes que
conformaban la viga, segun el primer procedimiento: las barras superiores, las
barras diagonales y las barras de la base. Intentando con ellas que el estudiante
observara que el numero de la longitud de la viga era el mismo numero de barras
de la base y que las barras superiores son una menos que las de la base. Ademas
se incluyeron dos preguntas para dar oportunidad o tener otra opcién de
visualizacion en relacién al segundo procedimiento presentado aqui.

A diferencia de la hoja de trabajo de la tercera fase en la que se les pedia
elegir una expresioén algebraica que representara su procedimiento en esta cuarta
fase se les solicitd que escribieran una regla o formula de su autoria para
encontrar el nimero de barras necesarias para una viga de cualquier longitud y

ademas la explicara. El objetivo de la pregunta realmente no es que el estudiante
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proporcione una expresion algebraica como tal, sino que de manera natural
exprese un procedimiento que generalice la obtencidn del patron. También se
descart6 la pregunta que involucra el término enésimo porque se descubrié en las
exploraciones piloto (12 y 22 fases) que el término era desconocido o con una
limitada nocion de éste. Sin embargo, se utilizé6 en los tres dltimos problemas
considerando que para ese momento ya habria familiaridad con el concepto.

En la revision de las hojas de trabajo de la cuarta fase se encontr6 que el
procedimiento mas utilizado por los estudiantes para hallar el nimero de barras
para cualquier viga fue el tercer procedimiento, descrito antes, el cual realizaron
sé6lo dos estudiantes en la tercera fase y tiene que ver con separar a la viga en dos
conjuntos: uno de triangulos y el otro de barras superiores.

El utlizar o hallar dicho procedimiento no es casualidad pues las
herramientas del manipulativo virtual dieron lugar a este hecho, pues los
estudiantes construian las vigas no a través de barras que pudieran manipular
individualmente e ir acomodando para formar cierta viga, sino que iban
construyendo la viga acomodando triangulos en hilera y agregandole a ésta otros

triangulos invertidos sobre la misma hilera. Observe:

Pero este procedimiento no fue el Unico que encontraron los estudiantes en la
cuarta fase, también llegaron a la generalizacién a través del procedimiento que
separa a la viga en tres conjuntos. El cual se presento al inicio de este apartado
como el primer procedimiento. Se recuerda que los datos obtenidos de la
resolucién del problema en la tercera fase sirvieron para realizar modificaciones al
planteamiento del problema para ser implementado en el ambiente de aprendizaje
digital (42 fase). Las modificaciones estuvieron orientadas hacia el procedimiento
gue dividia a la viga en tres conjuntos debido a que fue el que mas estudiantes
desarrollaron. Se pensé que seria el que encontrarian los estudiantes en el
ambiente digital, pero no fue asi. El procedimiento (conformacion de triangulos)

gue sélo dos estudiantes encontraron en la tercera fase, fue el que la mayoria de
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estudiantes encontraron para resolver el problema del Disefio de la Viga en el
ambiente digital (42 fase) a pesar de que el planteamiento de las preguntas no
conducia directamente a este procedimiento. Este hecho fue determinado por las
herramientas del manipulativo virtual, lo que confirma la idea con la cual se esta
de acuerdo, de que el medio determina en el estudiante un tipo de pensamiento o
una manera de expresion que estan en directa correspondencia con éste (Noss y
Hoyles, 1996 y Moreno y Waldegg, 2004).

3) LAS ESTAMPAS EN EL CUBO
La descripcion del problema de Las Estampas en el Cubo, presentada en la
tercera fase se conservo sin modificaciones para las hojas de trabajo de la cuarta
fase, asi también las imagenes. Las instrucciones para usar las herramientas
cambiaron debido a que se utiliz6 otra seccion del manipulativo, éstas fueron
suficientes para no tener dificultades en la construccion de las barras de cubos.
De las preguntas planteadas en la tercera fase, s6lo se conservo una pregunta
para la cuarta fase, la cual solicitaba al estudiante decir cuantas estampas se
necesitan para una barra de longitud 137 y 213. Lo que quiere decir que las hojas
de trabajo para la cuarta fase fueron modificadas casi en su totalidad. Estos
cambios estan estrechamente relacionados con los procedimientos generados en
la tercera fase.

Las estrategias o procedimientos que encontraron los estudiantes avanzados
fueron dos. No hay una diferencia significativa entre cual de ellos fue el mas
usado. De tal manera que el replanteamiento de las preguntas buscé que el
estudiante detectara y observara regularidades como lo hicieron los estudiantes
avanzados, algunas de las observaciones que ellos hicieron se presentan a
continuacion:

- Al aumentar un cubo a la barra, aumenta en cuatro el nimero de estampas.

- Donde se unen los cubos, la maquina no coloca estampas.

- Los cubos intermedios de una barra solo se les colocan cuatro estampas y

el primer y ultimo cubo se les colocan cinco estampas. En otras palabras, a
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todos los cubos se les colocan cuatro estampas excepto al primero y al
ultimo cubo que tienen una estampa mas cada uno.

Se consideran éstas y otras observaciones para después replantear las
preguntas del problema las cuales sirvieron como guias de aprendizaje para los
estudiantes menos avanzados, estos Ultimos podrian tener mas posibilidades de
llegar a cualquiera de los dos procedimientos que hallaron sus compafieros mas
avanzados para encontrar el total de estampas de cualquier longitud de barra.
Enseguida se describen los dos procedimientos generados por los estudiantes

avanzados.

a) El primer procedimiento de resolucion consiste en desprender
simbolicamente el primer y ultimo cubo de la barra. Se sabe que estos dos cubos
tienen cinco estampas cada uno. Los cubos restantes en la barra, llamados cubos
intermedios, solo les son colocados cuatro estampas a cada uno. Es decir, la barra
de cubos intermedios tiene cuatro caras, entonces el numero de estampas
colocadas en una de las caras de dicha barra tendra que cuadruplicarse o mejor
dicho tendra que multiplicarse por cuatro el nUmero de estampas colocadas en un
lado. Obtenido el resultado solo faltara agregarle las 10 estampas de los cubos
desprendidos para tener el total de estampas de toda la barra. La expresion que

representa éste procedimiento es 4(n-2)+10 que al simplificarse se obtiene: 4n + 2.

b) En el segundo procedimiento los estudiantes observaron que al unirse lo
cubos, la maquina ya no coloca dos estampas, y estas estampas son las de los
costados de los cubos acoplados. Esto quiere decir, que los cubos intermedios

sélo tienen cuatro estampas colocadas.

Por esta razon los estudiantes multiplican la longitud de la barra (la cual indica
cuantos cubos estan acoplados) por cuatro y al resultado le agregan dos

estampas mas para obtener el total de estampas de cierta barra de cubos. Es
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decir, los estudiantes visualizan la barra de cubos completa sin excluir al primer y
altimo cubo, los cuales tienen una estampa mas (cinco estampas cada uno). Dicho
de otro modo, ven a la barra como un entero de cierta longitud con cuatro lados, a
la que al final hay que sumarle las dos estampas de las caras extremas de la
barra. La expresion para este procedimiento es: 4n+2.

Cara extrema

A

Cara extrema

En resumen, se puede decir que este segundo procedimiento es una
version simplificada del anterior, en un sentido visual y matematico. El primero
excluye simbolicamente dos cubos de la longitud de la barra, la cantidad de cubos
restantes se multiplica por 4 y al final se agregan diez estampas de los cubos
extremos y el segundo involucra ver la totalidad de la longitud de la barra
multiplicada por cuatro y al final se le agregan dos estampas de las caras
extremas. Por ultimo, resta decir que el valor de estas visualizaciones radica en
sus diferencias.

Las preguntas que se hacen en las hojas de trabajo, para ser
implementadas en la cuarta fase, tienen su origen en estos dos procedimientos
descritos. Con ellas se intenta provocar la observacion de caracteristicas que
conllevan al primer procedimiento que se enuncio aqui, pero se deja lugar a que el
estudiante llegue a desarrollar el segundo, el cual es considerado una version
simplificada. En general, tales preguntas orientan al estudiante en dos cosas,
primero a que logre observar las regularidades en el patréon que los estudiantes
avanzados detectaron para llegar a un procedimiento y por otro lado intentan
conducir al estudiante hacia cualquiera de los dos procedimientos mencionados
arriba sin pretender ser sugerentes.

Las siguientes preguntas tenian esa intencion:

-¢Al juntar cubos para formar barras, cuentas las estampas donde se unen los cubos? ¢Por qué?
-Cuando formas barras de una longitud de mas de 2 cubos, ¢cuantas estampas colocard la maquina
sobre los cubos de los extremos. Es decir, sobre el primero y el ultimo cubo? ¢Por qué?

-éCuantas estampas coloca la maquina en cada uno de los cubos intermedios de cualquier barra? (los
cubos intermedios son todos los cubos que estan en una barra excepto el primero y el ultimo)
écoloca siempre el mismo numero de estampas de los cubos intermedios? ¢ Por qué?

-éCuantas estampas necesitas para una barra de longitud 20? y éde longitud 56? Explica como
encontraste estos valores.
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4) LOS AZULEJOS |

Para contestar las hojas de trabajo en la cuarta fase, las instrucciones fueron
breves y suficientes. Se cambié la seccion que se estaba usando en el
manipulativo. Las preguntas hechas en la tercera fase se modificaron para ser
usadas en la cuarta, se cambio la redaccion de éstas, en algunas se quitaron
palabras y en otras se agregaron. A partir de este problema se incluyeron
preguntas inversas. Es decir, al estudiante se le da como dato una cantidad de
azulejos y el estudiante tiene que encontrar la pila mas grande que se pueda
construir con dicha cantidad siguiendo el patrén. Con la intencion de indagar si el
estudiante puede aplicar su procedimiento en forma invertida o mas bien saber
gué recursos utilizé para dar respuesta a tal pregunta. También se incluyeron, en
este problema y en los dos problemas siguientes, preguntas en relacion al
enésimo término del patron dado. Por otro lado, se les pide elegir una expresion
algebraica con la cual se pueda encontrar e nimero de azulejos para la pila 'n” en
el patron.

En la cuarta fase (estudiantes desaventajados) fueron esenciales las
preguntas acerca de lo que permanecia constante y lo que cambiaba en el patron.
El hecho de percibir éstas caracteristicas les permitié a los estudiantes avanzados
saber como estaban construidas las pilas y de qué manera iban creciendo. Pero
también era importante que el estudiante pudiera describirlo con sus propias
palabras. Escribirlo le permite tener mas claridad en la mente, se ordenan las
ideas acerca de como se va conformando una pila y la siguiente segun el patron
dado. Algo que fue determinante en la visualizacion de las regularidades fue el uso
de colores para destacar lo constante y lo cambiante en las pilas. Hecho que no se
descart6 por ningn motivo para ser usado en la cuarta fase. De éste modo se les
solicitdé a los estudiantes explicar como le harian para dibujar dos pilas (la 5y la
18). La pila 5 era la pila que seguia a las pilas presentadas como imagenes del
patron en sus hojas de trabajo y la pila nUmero 18 era una pila mas alejada. El
objetivo de plantear la peticion fue una forma de verificar si el estudiante mantenia

sélida la visualizacion de lo que permanecia constante y lo que cambiaba en las
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pilas y que éstas observaciones le permitieran hallar una manera eficaz de
construir pilas segun el patron pero de forma general.

Las siguientes dos preguntas, estan planteadas en un sentido invertido con
el objetivo de poner a prueba el procedimiento que hayan encontrado para
construir las pilas. Estas dos preguntas tienen un grado de dificultad mayor. Se
recuerda que el problema es planteado a estudiantes de bajo rendimiento
académico. Es de interés conocer cOmo o qué recursos matematicos utilizan para
dar respuesta a las preguntas.

Los estudiantes avanzados obtienen respuestas correctas a las preguntas
a través de aproximaciones al numero de la pila. Ninguno realiza un procedimiento
inverso. Lo que hacen es ejecutar un procedimiento probando con distintos
numeros de pila, debido a que el niumero de pila es un elemento clave que se
debe conocer para ejecutar su procedimiento.

Tres acciones que debe realizar el estudiante para posibilitar hallar un
procedimiento
1) Observar loa azulejos que permanecen igual en las pilas y los que cambian.
2) Distinguir con un color éstas secciones de azulejos.
3) Encontrar la relacion del nimero de pila con dichas secciones, en especial

determinar el nUmero de azulejos cambiantes.

Los estudiantes descomponen la pila en tres secciones: un conjunto de
azulejos que forman un cuadrado al centro, la medida que tiene por lado o el
namero de azulejos que tiene por lado es igual al nimero de pila. La segunda
seccion la conforman un conjunto de azulejos apilados en una columna en la
esquina superior derecha del cuadrado mencionado antes y ésta columna tiene un
numero de azulejos igual al nUmero de la pila. Estas dos secciones son las que
cambian en el patron. La seccion que es constante esta forma por dos azulejos
adheridos a la esquina inferior izquierda de la pila.

El separar la pila en tres secciones, las cuales estan relacionadas con el numero
de pila es un procedimiento efectivo pero que esta condicionado por tener que

saber el numero de pila. En los anteriores problemas no se les pedia elegir una
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expresion algebraica que fuera acorde a su procedimiento pero desde este
problema y los subsecuentes se hizo la peticion porque en la resolucién de
problemas anteriores, en la tercera fase, los estudiantes llegaban a una expresion
algebraica y los que no lo hacian tenian la opcion de elegir una que les diera los

mismos resultados que su procedimiento.

5) LOS AZULEJOS I

Las instrucciones para usar el manipulador fueron breves y suficientes como en
los anteriores problemas. En este momento, el uso del manipulativo virtual ya esta
bajo dominio de los estudiantes. Por si mismos llegan a la seccién que se utiliza
para el problema en cuestion. En este problema se conservan en gran parte las
preguntas de la tercera fase pero se hacen modificaciones en la redaccion de
estas y el orden. Pero también se les pide decir como le hacen para llegar a su
respuesta porque en las hojas de trabajo de la tercera fase las respuestas fueron
breves y en ocasiones se desconocia como o qué habian hecho para llegar a ellas
(se necesitd revisar las entrevistas). Asi también evitar que solo colocaran el
resultado sin haber hecho, por si solos, un procedimiento.

La pregunta clave que indica a través de las respuestas de los estudiantes,
coémo resolver el problema se modificd, pues la pregunta hecha en la tercera fase,
para muchos estudiantes, fue entendida como soélo dibujar la pila que ellos
desearan pero sin explicar un procedimiento general. Para no repetir la confusion,
la pregunta en la cuarta fase fue mas explicita en la solicitud de una explicacion de
coémo encontraron el nimero de azulejos de cualquier pila del patron. Otro cambio
en las hojas de trabajo fue quitar dos opciones de expresiones algebraicas de la
tercera fase para ser remplazadas en las hojas de la cuarta fase por otras que
son a las que recurren los estudiantes quienes omiten agregar uno al nimero de la
pila. Es decir, la expresion (n+1)? +4 resuelve el patrén de azulejos Il. Pero
muchos azulejos olvidaron agregar uno al nimero de pila al escribir o elegir una
férmula o regla, entonces optan por n?>+4 6 n x n +4 las cuales son correctas.

Sin embargo, aunque elijan una expresion equivocada, lo realmente

importante es el procedimiento ejecutado para generalizar el patron. Esto les
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ocurrio a muchos estudiantes, su procedimiento era correcto y la expresién no
correspondia a éste. Se recuerda que escribir o elegir una expresiéon algebraica
gue generalice el patron no es una accion obligada para el estudiante y mucho
menos en la cuarta fase del estudio en la que participan alumnos de bajo
rendimiento académico.

Por dltimo, la razén por la que las preguntas ¢qué numero de pila tiene
exactamente 148 azulejos cuadrados? Y la otra que dice: Tengo una caja con 165
azulejos cuadrados, ¢Qué numero de pila seria la mas grande que se podria
hacer usando estos azulejos y siguiendo el patrén? Tienen la misma respuesta,
que es la pila 11 y es por lo siguiente: Primero, estan planteadas en un sentido
inverso, se da como dato el numero de azulejos y los estudiantes tienen que
encontrar el nimero de pila mas grande que se puede hacer. Segundo, una de las
preguntas proporciona los azulejos exactos para cierto numero de pila y en la otra
pregunta, sobran azulejos. Antes se dijo que era comun que los estudiantes
olvidaran agregarle uno al numero de pila, esto es porque ellos no realizan un
procedimiento inverso para contestar las preguntas sino que acuden a
aproximaciones. Es decir, prueban multiplicar un nimero por si mismo para formar
el cuadrado del centro de la pila, el cual los alumnos consideran como el nimero
de pila, y luego agregan los cuatro azulejos de las esquinas, pero olvidan que el
numero de pila es un nimero menos que el nimero multiplicado por si mismo. Por
ejemplo, la pila #3 tiene un cuadrado al centro que tiene por medida de lado cuatro
azulejos, lo que quiere decir que para saber la cantidad de azulejos de la pila #3
hay que multiplicar 4 x 4 (el nUmero de pila mas uno, multiplicado por si mismo)

para obtener los azulejos del centro mas los cuatro azulejos constantes para

"

=

obtener el total.

Pila #3

Y aunqgue los estudiantes conocen el procedimiento descrito, cuando se les

plantearon las preguntas solo buscaban un nimero que multiplicado por si mismo
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se aproximara a los azulejos dados, para luego agregar los cuatro azulejos
constantes. Los estudiantes daban como respuesta un numero de pila igual al
namero que habian considerado para multiplicarlo por si mismo, sin considerar
que el nimero de pila es un niamero menos que el niumero multiplicado por si
mismo para obtener el cuadrado del centro. Tercero, las hojas de trabajo de la
segunda fase tuvieron como primera pregunta, en sentido inverso, la que se
proporcionaba un numero exacto de azulejos de manera que sirviera como

referencia para responder la segunda pregunta que no tenia azulejos exactos.

6) EL CRECIMIENTO DE PILAS

Este es el ultimo problema sobre patrones que se les presenta a los estudiantes.
Tiene diferencias con los anteriores en aquellas se presenta el patron desde la
primera figura o pila, se menciona o se conocen los elementos del patron desde el
inicio y en esta ocasion se les presentd el patrén desde a pila 2 hasta la pila 4.
Solicitandoles dibujar las pilas cero, uno, la quinta y la sexta, es decir, dos
anteriores y dos posteriores a las presentadas como muestra del patron, pero
ademas tenian que decir de cuantos azulejos estaban compuestos.

Las preguntas hechas en la tercera fase del proyecto fueron modificadas
ligeramente para la cuarta fase con el fin de mejorar la comprension de los
alumnos y tener mas informacion para el analisis, de acuerdo a las observaciones
captadas.

También se eliminaron dos preguntas de la tercera fase en particular la que les
pedia elegir una expresion algebraica, la razén fue que los estudiantes avanzados
generaron ocho procedimientos distintos o variantes de alguno para hallar los
azulejos de cualquier pila del patron. Por lo tanto, no todas las expresiones
proporcionadas correspondian a su personal visualizacién del patrén sino que
ellos ofrecian una regla o formula, en lenguaje natural, de su procedimiento. Lo
cual es mas valioso. El que los estudiantes hallaran distintos procedimientos es la
razon por la que se les pide describir un procedimiento alternativo al suyo para
resolver el patron. Con respecto a esto ultimo, al inicio de las hojas de trabajo, de

la cuarta fase, se les presentaron las pilas 2, 3 y 4 como referencia al patrén en
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cuestion y después se les mostraron cinco imagenes que en donde aparecen

nuevamente la pila 2, 3 y 4 pero estas distintas visualizaciones fueron construidas

en el manipulativo virtual. Las imagenes corresponden a los cinco procedimientos

mas utilizados por los estudiantes en la tercera fase, se presentan en el orden del

mas al menos usado. La intencion de mostrar estas imagenes es dar un referente

a los estudiantes de la cuarta fase para hallar un primer procedimiento o uno

alternativo. Se muestran enseguida tales imagenes.
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CAPITULO III
ANALISIS DE LOS DATOS

En seguida se presenta el andlisis de la resolucion de los estudiantes a los
problemas sobre generalizacion de patrones, los cuales ya se presentaron en el
capitulo de metodologia. Aqui, cada vez que se vayan a abordar cuestiones
especificas a cada uno de ellos se le indicara al lector la pagina, en el capitulo de
metodologia, en que se encuentra el enunciado del problema en cuestién o puede
recurrir directamente a los anexos al final del documento.

El analisis de la resolucion de los estudiantes a cada uno de los problemas
se presenta de manera detallada a lo largo de tres grandes secciones. La primera
se refiere al andlisis de los datos obtenidos en la primera fase del trabajo de
campo, en donde la actividad de los estudiantes se llevO a cabo usando
Unicamente lapiz y papel. La segunda seccion trata sobre el analisis de los datos
obtenidos en la segunda fase, en la cual la actividad de los estudiantes se realizo
en dos ambientes distintos, en lapiz y papel, y en manipulativo virtual.

Por ultimo, la tercera seccion trata sobre el analisis de los datos obtenidos
en la tercera y cuarta fases del trabajo de campo. Se hace un énfasis especifico
en los resultados de este analisis porque es lo que fundamenta o soporta las

hipétesis del trabajo de investigacion que aqui se presenta.

3.1 ANALISIS DE LOS DATOS OBTENIDOS EN LA PRIMERA FASE.
ACTIVIDAD DE LOS ESTUDIANTES USANDO UNICAMENTE LAPIZ Y PAPEL

La primera fase del trabajo de campo consisti6 en una exploracion piloto con
estudiantes de primero y segundo grados de secundaria. El objetivo de esta fase
fue determinar con qué grado escolar es apropiado llevar a cabo la investigacion y
cudles de los problemas sobre generalizacion de patrones que se tenian serian los
pertinentes para el grado que se vaya a elegir. Los problemas presentados a los

estudiantes fueron:
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El problema de la Letra V

El problema de Las Torres de Palillos

El problema del Disefio de la Viga

El problema del Diamante de Puntos

El problema de las Estampas en el Cubo

ahwpPE

Los estudiantes participantes en esta primera fase fueron de rendimiento
académico regular en matematicas, es decir, con calificaciones de entre 7 y 9 en
la asignatura. Dichos alumnos fueron elegidos por su profesor que les impartia la
materia en ese momento. Fueron 19 alumnos en total, 11 de primer grado y 9 de
segundo grado. El trabajo con los estudiantes tuvo una duracion de un mes. Ellos
estaban a punto de terminar su curso, en poco tiempo estarian en el siguiente
grado, segundo y tercero respectivamente.

Los estudiantes resolvieron los problemas de patrones de figuras en un
ambiente de aprendizaje en donde Unicamente emplearon lapiz y papel. Para
mayores detalles sobre la caracterizacion y los problemas que resolvieron los
alumnos en esta fase, se puede consultar la seccion 2.3 del capitulo de
metodologia.

Enseguida se describe el analisis de los datos resultado de la resolucion cada
uno de los problemas de generalizacion de patrones realizados en esta primera

fase.

El problema de la Letra V

Todos los estudiantes de primer grado observan una regularidad en el patron lo
gue los lleva a realizan listados de conteo simple que avanzan de dos en dos, que
representa el incremento de bloques de la Letra V en el patron. Los listados que
hacen los desarrollan, en promedio, hasta la figura de Letra V namero 25, la razon
es porque se les pregunté si existia una Letra V que solo tuviera 36 bloques.
Entonces, para dar una respuesta por lo menos deben llegar en su conteo hasta la
figura nimero 18 y 19. Estos listados representaron el primer paso para resolver el
problema, entre los intentos de resolucion también esta el de emplear la regla de
tres, pero pronto se percatan de que no los conduce a la solucion. Enseguida

mostramos un ejemplo de como evolucionan sus procedimientos. Observe el évalo

129



mayor en la imagen de la izquierda. El 5 representa el niumero de Letra Vy el 9 el
namero de bloques que la conforman, este dato lo retoma de su listado. El
estudiante desea saber cuantos bloques tendra la Letra V numero 25 aplicando la
regla de tres. Entonces multiplica 25 por 9, obtiene 225 y este resultado lo divide
entre 5, ni siquiera termina la division, adelanta que el resultado es 45 y éste no
coincide con el que tienen en su listado. Esto le indica o comprueba que la regla

de tres no es un procedimiento que le permita conocer el nimero de blogues de

una Letra V.
.l 0 . .0
RT3 2er4y % 2 I P O T I O T
B 2> N ;215“:25'. ] : ‘1,'
S I e N
Soan

El 6valo punteado de la imagen de la izquierda muestra el procedimiento al
que llega después, el cual resulta efectivo. Este es un ejemplo de lo que hacen
seis de los once estudiantes para saber el nimero de bloques de cualquier Letra V
en el patréon. Ellos no redactan una respuesta a la pregunta de como podrias
deducir el nimero de blogues de cualquier letra V del patron, sino que sélo
escriben operaciones de suma y resta para dar con la cantidad de bloques de
cualquier Letra V. La imagen de la derecha muestra el nuevo procedimiento que
consiste en involucrar al nimero de Letra V en las operaciones, es decir, para

saber la cantidad de blogues de cualquier Letra V, suman dos veces el nimero de
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esa Letra V y le restan un bloque. Desde nuestro punto de vista esto ya es un
procedimiento general, el cual permite hallar la cantidad de bloques de cualquier
Letra V del patrén. En la imagen de la derecha, las operaciones dan a conocer la
cantidad de bloques para la Letra V numero 11 y 240, que son 21 bloques y 479

respectivamente.

Por otro lado, una tercera parte de los estudiantes de segundo grado
resuelven con este Ultimo procedimiento el problema de la Letra V y otra tercera
parte intenta hacerlo aplicando la regla de tres. El resto de los alumnos considero
gue al incrementarse en dos la cantidad de bloques de una figura a otra en la
secuencia se podia hallar el total de bloques de cualquier figura con solo
multiplicar el nimero de Letra V por dos o simplemente realizar un conteo simple
para dar respuesta a las preguntas. En conclusion, la resolucion del problema de
la Letra V fue mejor ejecutada por los estudiantes de primer grado aun cuando

carecen de conocimientos algebraicos.

El problema de las Torres de Palillos

Todos los estudiantes de primer grado resolvieron el problema con un
procedimiento general para ambas secuencias de torres. Llegan a establecer la
generalidad de manera simbolica, aunque no con la estricta formalidad de la
escritura algebraica (ver la primera de las siguientes imagenes). Es decir, utilizan
la “x” para indicar el producto de un numero y una letra. Por ejemplo: 3xn + 2, ellos
multiplican tres por “n” mas dos. También usan en sus expresiones la “n”, como en
la expresion de arriba, esto se debe a que en sus hojas de trabajo se les pregunto
cuantos palillos estan en la torre “n” de cada secuencia. De manera que retoman
la letra para usarla en sus expresiones. Otros estudiantes soOlo expresan su

procedimiento en un lenguaje natural. Observe las imagenes:
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e Encontrar el nimero de palillos para la cuarta, quinta y décima “torre” en cada

secuencia.

Primera secuencia: Segunda secuencia:
Cuarta torre: 14 Cuartatorre: __ 10
Quintatorre: /¥ Quinta torre: __ 19
Décima torre: __3 2 Décima torre: _5 )

o Encontrar el lugar de la “torre™ hecha de 40 palillos en cada secuencia.
/
Primera secuencia: 16 [//ooe & {/3
Vv

[ 1 ioe 3

o Generalizar: ;Cuantgs-palillos estan en la n “torre”™ de cada secuencia®

i e ; . \4& Lvouco
Primera secu cna;b_)l\;_‘)__»,);,\y‘:{ o O Yo <Ygueo X2

& 5
~ X O ON Purastd (‘u’]!‘{ IRIciTe

e \z Liauea.
-

Entre sus primeros intentos para resolver el problema se encuentra el

dibujar las torres que contindan a las presentadas en sus hojas de trabajo; hacen

listas de conteo simple que involucran el nimero de torre y el numero de palillos

totales que ocupan, es a través de las entrevistas que nos percatamos que para

dibujar las torres de cada secuencia ellos previamente observan regularidades. Es

decir, detectan los palillos que permanecen constantes y los que cambian o

aumentan. Cuando ellos ya encontraron la manera de construir las torres segun el

patron, buscan interpretar o expresar numéricamente cada conjunto de palillos: los

de la base y los de los pisos de la torre. Esto los lleva a establecer expresiones

semialgebraicas.

Observe las imagenes:

2 8
3="%
4z
B \?
6= 20
=13

\= 5 ¥

fohore \(;’ .....
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— Y
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3
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N
3ty = s 2-1
Wi B - 1G-2: 24
8"\5:(0 =
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G =

Las operaciones corresponden a la torre #4 de la
primera secuencia. La multiplicacion de 4 por 3 es
para encontrar la cantidad de palillos de los pisos de
la torre y luego le suman dos palillos que
corresponden a los dos palillos constantes de la base
de la torre.

La estudiante prueba con un nimero de torre mayor:
la #400 para la segunda secuencia. Para encontrar los
palillos de los pisos de la torre ella multiplica 400 por
3, para los palillos de la base multiplica 400 por 2 lo
cual es correcto. Los procedimientos son coherentes
CON Sus expresiones.

e Generalizar: ;Cuantos palillos estan en la » “torre” de cada

Primera secuencia: __ ) X3 +2 ' . —

Segunda secuencia: [\ ¥ £
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Mas de la mitad de los estudiantes de segundo grado también lo resuelven
con el mismo procedimiento general que encuentran los jévenes de primero para
ambas secuencias. Parten de hacer listados de conteo sencillo y dibujos de torres
cercanas para responder las primeras preguntas, otros utilizar la regla de tres para
torres mas lejanas pero desechan esta estrategia al comprobar que sus resultados
no coinciden con la cantidad de palillos de las torres conocidas. Sus
procedimientos parten de la deteccion de regularidades del patrén. Expresan la

generalizacion en un lenguaje natural. Observe las imagenes de abajo.

Primera secuencia de torres:

o Generalzar Cudntos patflos etinenla n “tome” de cadaseamencial

Primea seeenci Bg oL e 06 g Q\QU‘O miy L
Segundasecumcia:%}m hneyd (Uo\Qo\(‘m de \0 Q\%V\C‘«

Primera secuencia de torres:

0’0”75'05,‘ IXTN

El problema del Disefio de la Viga

De los once alumnos de primer grado, s6lo dos no llegan a un procedimiento que
generalice al patron. Del resto de los estudiantes, la mayoria encuentra un
procedimiento que visualiza a la viga en conjuntos de cuatro barras pero hubo dos
estudiantes que visualizan a ésta como una conformacion de triangulos. Ambos
procedimientos los llevan a generalizar, es decir, saber cuantas barras se
necesitan para cualquier longitud que tenga una viga. Expresan sus
procedimientos con formulas semialgebraicas. Realizan dibujos de distintas
longitudes de viga, sélo los estudiantes que no encuentran un procedimiento
general realizan listados que aumentan de tres en tres barras y la mayoria hace
muchas operaciones, multiplican y suman, las cuales tiene que ver con sus

procedimientos hallados. Observe las imagenes:
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3.- Escribe una regla o formula para encontrar el niimero de barras necesarias para hacer
una viga de cualquier longitud. Explica por qué tu regla o formula funciona para todos
los casos.
nx34n-\
el wwmere se yholen » tres el msmp
NOMeso _ge  Sitoa &l Yesoltado wmevns |

En estas imagenes “n” representa la
longitud de la viga y se multiplica por 3
pues los estudiantes visualizan un
tridngulo por cada barra de la base de la
viga. Luego suman la longitud de la
viga disminuida en 1, esto se debe a que
el nimero de barras superiores de la
viga es una barra menos que su
longitud.

Las operaciones que estan en su hoja de
trabajo corresponden a intentos de
resolucién y a distintas longitudes de
viga, por ejemplo de longitud 223, 76,
10, 34, 8,20,3y 5.

€699

En esta imagen también “n” representa
la longitud de la viga y se multiplica
por 4 pues los estudiantes visualizan

4 barras

i conjuntos de cuatro barras pero al final

‘;‘ 1.- ;Cuantas barras son nccesarias para hacer una viga de longitud 5? ;De longitud 8? . . . . .
™./ Delongitud 10? ;De longitud ?0? iDe Iongill:nx(§)34?'§De longitud 767 - de cada viga se tiene que disminuir una
i S -9 = 5 g £ =
A - = = barra porque solo se conforma un
3Y -735 36 - 0B A
== conjunto de tres barras.

2- (Cuantas barras son necesarias para una viga de longitud 223?

laY
pv =

3.~ Escribe una regla o formula para encontrar el nimero de barras necesarias para hacer
una viga de cualquicr longitud. Explica por qué tu regla o formula funciona para todos
los casos.

N XY ~\

noneid & \a‘g\lfua por K wacwnos

No todos los estudiantes de segundo grado encuentran un procedimiento
gue generalice al patrén, utilizan una lista de conteo simple aumentando de cuatro
en cuatro pero no les es util para responder cuantas barras tendra una viga de

longitud mayor, como por ejemplo la de longitud 223 que se les solicita. Otros
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intentan aplicar una regla de tres pero no es funcional como tampoco lo es
considerar como un referente la cantidad de barras de una viga conocida,
duplicando o triplicando ésta para acercarse a la cantidad de barras de una viga

de otra longitud. Observe la imagen:

Consideran que una viga de longitud
10 requiere de 39 barras entonces, una
viga de longitud 20 tendra 78 y para
una de longitud 30, suman las barras
de la longitud 10 y 20 por esta razén su
resultado es 117. Este procedimiento
es inconsistente.

¥4 =38 s | L

Los pocos que encuentran un procedimiento lo hacen a través de visualizar a la
viga como conjuntos de cuatro barras como lo hicieron los estudiantes de primer

grado. Observe la imagen:

3.- Escribe una regla o formula para encontrar el nimero de barras necesarias para hacer
una viga de cualquier longitud. Explica por qué tu regla o formula funciona para todos
los casos.

nuneto e ;\mg)-&uc.\ Dat A e D

El problema del Diamante de Puntos

Casi todos los estudiantes de primer grado resuelven el problema, llegan a la
generalizacion del patrén. Lo expresan en lenguaje natural, semialgebraico y dos
de ellos en forma algebraica simplificada. Entre sus estrategias esta la de
distinguir con colores las regularidades del patrén. La observacién minuciosa de
los puntos de cada diamante les permitié avanzar hacia la deteccion de lo

constante y lo cambiante lo que a su vez los condujo a encontrar una férmula para
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hallar el nimero de puntos de cualquier diamante del patron. Observe las

- s
i ﬁ"‘, NI BN PN v S I | ] Lo de abajo es una secuencia de diamantes hechos de puntos
e~ y § | i
TGE , "
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V)Xn"é" |- ._“‘.’ ,‘...,', e® e 99 o
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de_on \adal wnds| seis ) pos gjempla: ST e
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Los estudiantes de segundo grado también encuentran el mismo
procedimiento para generalizar el patréon como los de primero. Que consiste en
relacionar el niumero de diamante o la posicion que ocupa éste en la secuencia
para luego multiplicarlo por si mismo, dado que el conjunto de puntos visualmente
representa un cuadrado al centro y el resultado de esta multiplicacion es la
cantidad de puntos que forman dicho cuadrado, luego a este resultado se le
suman seis puntos que son los que permanecen constantes en cada diamante del
patron. Por estas razones ellos llegan a la férmula: nxn +6, donde “n” es el numero
de diamante y también el nimero de puntos que tiene cada lado del cuadrado.
Escriben sus férmulas en lenguaje natural, excepto un alumno, y estas formulas se
vuelven comprensibles por las operaciones numéricas que hacen en sus hojas de
trabajo. Los alumnos que no logran desarrollar un procedimiento eficaz es porque
intentan hacerlo a través de una regla de tres o tomando como referencia el
namero de puntos que conforman a diamantes conocidos o de los presentados en
las hojas de trabajo. Observe las imagenes que muestran el procedimiento

mencionado:
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5. Describe con palabras una regla que te permita determinar ¢l nimero de puntos
necesarios para hacer cualquier diamante en la secuencia.
) ap 5 pun7as \ diowmie ¢35
3, Deseribe con palabras una regla que te permita determinar ¢l nimero de puntos qual ol Fnedrilo " dsl Jugar ,Us ocopy
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necesarios para hacer cualquier diamante en la sccuencia.
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El problema del diamante de puntos fue mejor comprendido y desarrollado

por los estudiantes de primer grado que los de segundo, pues fueron mas
estudiantes de primero que generalizaron el patréon dado que sus estrategias de

resolucion fueron mas eficaces.

El problema de las Estampas en el Cubo
En un principio los estudiantes, de primero, usaron la estrategia de contar para
determinar la cantidad de estampas para las primeras barras de cubos. Una par
de estudiantes realizd dibujos de cubos en tres dimensiones para marcar las
estampas en las caras, otros mencionan “utilice unos cubos y les fui poniendo las
estampas en las caras que estan disponibles”. Otros realizaron listados de
longitudes de barras consecutivas que mostraban la cantidad de estampas
necesarias para cada longitud, al parecer notaron que incrementaba en cuatro de
una longitud a otra.

La otra estrategia usada por los estudiantes fue la de repeticidn o recursion.
En la primera pregunta del problema se le pide decir cuantas etiquetas o estampas
necesita para barras de longitud desde 1 hasta 10, responden a éstas
correctamente y la explicacién que dan es: “sumamos de 4 en 4 desde la primera
longitud”.

Al final llegan a un procedimiento el cual manifiesta la generalizacion del
patron que consiste en multiplicar por cuatro la longitud de la barra de cubos, esto

representa el nimero de estampas adheridas a las caras visibles de los cubos
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acoplados, excepto las caras de los cubos de los extremos de la barra, a los
cuales se les adhiere a cada uno una estampa extra, por esta razon los
estudiantes agregan el numero 2 a formulas como las siguientes: nx4+2 y Lx4+2,
se recuerda que ellos todavia utilizan la “x” para indicar la multiplicacion o 4L+2.

Observe las imagenes:

3.- ;Cuantas ctiquetas nccesitas para una barra de longitud 1377 ;De longitud 2137
De longitud 137 = S50 Dc longitud 213 = _S2S44
Explica cémo dcterminas cstos valores. T . \ 1
" Yia L eand\dY 2L rornera e s 1 ot
—— N

PoYavalla Eye) w2

i

4.- Escribe una regla que pueda i cl namero de cti necesaria:
para una barra de cualquicr longitud. Explica tu regla.

LXA32 o gl 37 ~yesoiaic

Y1) L_ b1, de Tormpit AN ooy
eSS 2 e sonh oS Mas S oS 1
SreAt A Y

1.- ¢Cuintas etiquetas necesitas para barras de Jongitud desde 1 hasta 10? Explica como

encontraste estos valores.

De longitud 1 = __ 4 Dc longitud 6= 26
Delongitud 2= _ (O Delongitud 7=__ 38
Delongitud3=_ 1Y De longitud 8= 3¢
Delongitud4=_ | Q@ Delongiud 9= 3 2
Delongitud 5=_ 2 De longitud 10=__ 4 2

torus e donde_caguemet

N
Ao candidod & (OVos goy U + o=
nxyt2: v

2.- (Cudntas ctiquetas nccesitas para una bamra de longitud 207 ¢ De longitud 567
Dc longitud 20= _§ 2. De longitud 56=_2.2.6
Explica como encontraste estos valores.

200_apheaada o formole  gue  veedaemes

Por otro lado, casi todos los estudiantes de segundo grado generalizan el
patron con el procedimiento que encontraron los de primero. Observan a la barra
de cubos acoplados como un entero de cuatro lados, con un niumero de caras por
lado igual a la longitud de la barra. Pero los cubos de los extremos tienen otra cara

visible, por lo tanto se agregan dos estampas. Observe las imagenes:

3.- ;Cuantas ctiquctas nccesitas para una barra de longitud léTS&De longitud 2137
De longitud 137 = 5 50 Delongitud 213=_& 5 &
Explica como determinas estos valores.

ol ttel ray la iong.-’u«-‘ X 4 X9

4.- Escribe una regla que pucda permitirte encontrar el mimero de etiquetas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.
s 3 i
el nom de I, aonaitud X H elwyw, Yve
Ve aumendando 1 "9 Geo sow oS fyync de
Prinepio vy Fon :
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1.- ;Cuantas etiquetas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10? Explica c6mo
encontraste estos valores.

De longitud 6=_ 3 &
De longitud 7=__3 O

De longitud 1 = __ 4
Delongitud2=_ 1\

De longitud 3=__\ M De longitud 8 =_ 2
De longitud 4 = @ Delongitud 9=_2 &
De longitud 5=_ 2. 2. De longitud 10=_* 9.

\ i \
Nace Algy & o o \? ‘;"?’”S—\"’\f\ 2 conces okl
COro G o J Colony M yo®) ddeery OO
Laeae ) oo Cava e [E TS VY =enan
at M

2.- ;Cuantas etiquetas necesitas para una barra de longitud 20? ;De longitud 567
De longitud 20=_@ X De longitud 56 = % 2 £
Explica como encontraste estos valores.

la lopardud X Y 9 et el num, gue e
Gy eNlos s 2 iy CF o + B OQus Cevian W
\ae royv ot QUL whH S U NV own 464 Prmioioro \

Tine |

4.- Escribe una regla que pucda permitiric encontrar ¢l nimero de etiquetas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

Lot { i [ :
V\o\'\\q{) NeeL 10 Tapalod x  H 2
9 .

En el problema del cubo, los jovenes de ambos grados resuelven el problema a
través de un procedimiento que generaliza al patron y ademas lo expresan en la
forma mas simple de representarse, no en términos estrictamente algebraicos
pero hacen abstracciones que los conducen a lo general desde lo particular. Se
recuerda que no es nuestro objetivo que los estudiantes expresen la
generalizacion de manera simbodlica. Sin embargo, hay estudiantes que lo logran
hacer aun con sus limitados conocimientos de algebra.

Con respecto al objetivo de la primera fase del trabajo de campo y los
resultados del analisis de ésta, consideramos mas apropiado seguir el trabajo de
campo soOlo con estudiantes de primer grado debido a que sus recursos
algebraicos son limitados, desarrollan estrategias de resolucion creativas; en
cambio, los estudiantes de segundo grado con un poco mas de recursos

algebraicos dejan fuera su intuicion matematica.
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3.2. ANALISIS DE LOS DATOS OBTENIDOS EN LA SEGUNDA FASE.
ACTIVIDAD DE LOS ESTUDIANTES EN DOS AMBIENTES DISTINTOS: PAPEL
y LAPIZ Y MANIPULATIVO VIRTUAL

El analisis de la resolucion de los problemas de generalizacion de patrones en la
segunda fase se dividié en dos etapas. La primera se plantea en un ambiente de
papel y lapiz en el cual solo resuelven los estudiantes avanzados de dos grupos
de primer grado y la segunda etapa, se plantea en un ambiente de manipulacion
virtual en donde el resto de los estudiantes de cada grupo resuelven, en esencia,
los mismos los problemas.

Solo se plantearon los problemas: 1) La Letra V, 2) Las Estampas en el Cubo y 3)
El Disefio de la Viga.

1) El problemadela Letra “V”

T

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

La letra “V”, al igual que los otros dos problemas, consiste en que el
estudiante a través de contestar varias preguntas planteadas estratégicamente le
permitieran llegar a responder cuestiones generales como por ejemplo: ¢Como
puedes saber la cantidad de bloques para cualquier Letra V en el patrén? La
pregunta cambia segun de lo que trate el problema pero para contestarla se
requiere de efectuar una abstraccion hacia la generalizacion del patron
presentado. De realizarse ésta abstraccion el estudiante podria expresar la
generalizacién de un modo verbal (teorema en acto) o en el mejor de los casos y

segun su conocimiento matematico de forma simbdlica.
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Ambiente de |4piz y papel. Recuérdese que en esta etapa participaron 15
alumnos por grupo (ver pag. 83 en metodologia). Entre las cuestiones que interesa
destacar estan las siguientes. La mayoria de los estudiantes hacen listados de las
cantidades de bloques que requiere cada Letra V del patron, lo tratan de resolver a
través de una regla de tres y al mismo tiempo lo confrontan con su listado, algunos
alumnos se percatan que el numero de bloques siempre resulta un niamero impar,
otro estudiante al intentar dar una explicacion proporciona un ejemplo utilizando
una regla de tres, realiza bien el algoritmo pero no comprueba su resultado.

Dos estudiantes en este ambiente resuelven de la siguiente manera: utilizan
dos sumandos para obtener los bloques de cualquier figura, el primero
corresponde al numero de la figura solicitado y el segundo sumando es el nimero
de la figura menos uno; al realizar la adicion obtenemos la cantidad de bloques de
la figura solicitada. Por ejemplo, en la Fig. 38, el primer sumando seria 38 y el
segundo seria 37, entonces, 38+37= 75 bloques, es el total de la Fig. 38.

Un alumno resuelve asi: Observa el numero de la figura, a éste le resta 1y
el resultado lo suma a si mismo; a lo que obtiene le suma 1 y esto ultimo es la
cantidad de bloques de la figura solicitada. Por ejemplo, para la Fig.15 seria 15-
1=14, luego 14+14=28, 28+1=29 y estos son los bloques que tendra la fig. 15.

Una alumna resuelve asi: Le llama base al bloque del cual se desprenden

los bloques laterales.

<«— Base

Ella sabe cuantos colocar en cada lateral, restdndole uno al numero de la
figura solicitada. Ella no especifica lo que hace después. Sin embargo, en su
respuesta a la pregunta 3, ella comienza diciendo: “pues lo sumaria y una resta...”
lo que hace pensar que al saber la cantidad de bloques laterales, la sumara dos
veces Y le agregara el bloque de la base. Ella sabe que la cantidad de bloques de
cada lateral es el mismo observe este dibujo hecho por ella para dar una

explicacion.
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Fig. 2-1 =1
7

Ambiente con manipulativo virtual. Participaron 59 alumnos en total. De
ellos los mas destacados en la resolucion del problema de la Letra V contestan lo
siguiente:

Estudiantes de los dos grupos consideran la cantidad de bloques laterales igual al
namero de la figura menos uno y luego agregan un bloque para obtener el total de
éstos en la figura.

Una estudiante dice: “multiplicas el nimero de la secuencia [se refiere al nUmero
de la figura] por dos y disminuir un bloque”. Esto no es otra cosa que 2n-1: en
donde n es el numero de la figura.

Algunos estudiantes notan que hay un aumento de bloques, dos en cada
letra siguiente, esto les hace pensar que para encontrar los bloques totales de
cualquier Letra V, solo hay que multiplicar por 2. (Esta resolucion incorrecta es
recurrente).

Otro estudiante resuelve y escribe lo siguiente: “multiplicando la cantidad x 2
menos 1”. Cuando dice “cantidad” se refiere al numero de la figura, esto se deduce
al revisar su hoja de trabajo.

El mayor numero de estudiantes realiza una lista que incluye dos datos: el
namero de figura o Letra V y los bloques que necesita la construccion de cada
una. Este ultimo dato se los proporciona la herramienta de conteo del manipulativo
virtual que emplearon para este problema. Utilizan la estrategia de multiplicar el
numero de figura por dos para encontrar resultados de cualquier nimero de figura
y le restan uno. También usan la estrategia de tomar como punto de partida la
cantidad de bloques de una figura para encontrar una mas lejana. Ejemplo: “si la

figura 5 tiene 9 bloques entonces, para encontrar la figura 15 multiplico 9x3= 27 y

27 seran los blogues de la figura 15”.
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2) El problema de las Estampas en el Cubo

Una compaifiia produce barras acoplando cubos y usando una mdaquina estampadora para colocar
estampas “sonrientes” sobre las barras. La maquina coloca exactamente una estampa sobre cada
cara expuesta de cada cubo. Todas las caras expuestas de cada cubo tienen que tener una
estampa, por ejemplo, en esta barra de longitud 2, se necesitarian 10 estampas éiestas de
acuerdo? éPor qué?

e

Barra de longitud 2 (dos cubos)

0

Una de las preguntas clave fue ¢Como le dirias a alguien como saber cuantas

estampas se necesitarian para cualquier longitud de la barra?

Ambiente de lapiz y papel. Siete de los quince participantes resuelven
satisfactoriamente aportando dos estrategias, la primera de éstas tuvo mayor
aplicacion. Consiste en ver toda la barra de cubos acoplados (de cierta longitud)
como una barra de cuatro lados en la que la medida de longitud es igual al nUmero
de estampas que tendra cada lado. Por ésta razén los estudiantes multiplican el
numero de longitud por cuatro y al resultado se le agregan dos estampas que son
las de los extremos de dicha barra. La otra estrategia es que a la barra de cubos
acoplados (de cierta longitud) se visualiza en secciones. Es decir, los cubos
intermedios (son todos los cubos acoplados excepto el primero y el dltimo, que
puede expresarse como: niumero de longitud menos dos) se multiplican por cuatro,
por la misma razdbn que en la estrategia anterior, y al resultado de esta
multiplicacion se le agregan diez estampas, cinco del primer cubo y cinco del

ultimo.

Ambiente con manipulativo virtual. En este ambiente, 66/69 estudiantes
resolvieron las hojas de trabajo. Aproximadamente la mitad de los estudiantes no
logran responder completamente las preguntas, debido a falta de tiempo por

inconvenientes escolares. De los alumnos que contestaron todo, la estrategia que
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utilizaron fue la de multiplicar la longitud de la barra por cuatro y sumarle dos al
resultado. También surgié entre el resto de los estudiantes la otra estrategia que
secciona los cubos intermedios y los extremos. Una parte de los estudiantes a
quienes les falto responder sus hojas de trabajo, después de una revision, estaban
en posibilidades de terminar satisfactoriamente, ya que el razonamiento en el cual

se apoyaban era correcto.

3) El problema del Diseiio de la Viga

Las vigas son disefiadas como un soporte para puentes. Las vigas son construidas usando barras.
La longitud de la viga es determinada por el nimero de barras necesarias para construir la base de
la viga. Abajo esta una viga de longitud 4.

Base de la Viga (4 barras)

Su pregunta clave fue: ¢ Como le explicarias a alguien cdmo encontrar el nimero

de barras necesarias para hacer una viga de cualquier longitud que se le solicite?

Ambiente de lapiz y papel. El procedimiento mas usado (11 estudiantes lo
desarrollan) es el de visualizar a la viga en dos conjuntos, el primero es una
conformacioén de triangulos y el otro conjunto son las barras superiores de la viga.

Observe el ejemplo de una viga de longitud 5.

VAV AV AV VN

Las observaciones que hacen los estudiantes son: a) la cantidad de

triangulos sera igual al numero de longitud de la viga, b) la cantidad total de barras
gue se necesitan para tal cantidad de triAngulos se obtiene al multiplicar la longitud

de la viga por tres, dado que cada triangulo esta conformado por tres barras y c)
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las barras superiores son un nimero menor al numero de longitud de la viga. Por
ejemplo, una viga de longitud 70, tendra 69 barras superiores.

En general, su procedimiento es multiplicar la longitud de la viga por tres y
sumarle la longitud de la viga menos uno para obtener la cantidad total de barras
necesarias para cualquier longitud de viga.

Otro procedimiento lo utilizan dos estudiantes, el cual consiste en lo
siguiente: textualmente de las hojas de trabajo de los alumnos: “Sumas los
triangulos de abajo y de arriba, los multiplicas por 2 y luego le sumamos 1 viga
gue faltaba del final”

Uno de los estudiantes hace un dibujo de una viga de longitud 6 y las operaciones

gue le acompafian como sigue:

N\/\/\/\/\ 6+5= 11x2=22 + 1= 23

El procedimiento, en relacion al algoritmo es correcto. Es decir, utilizando su

ejemplo, que se refiere a una viga de longitud 6, los estudiantes suman seis
triangulos mas cinco triangulos superiores, obtienen 11, esta cantidad la
multiplican por dos y obtienen 22 a éste total le suman una barra la cual aclaran
que es “la del final”. Algebraicamente hablando seria: 2(n+n-1) +1 que
simplificada seria: 4n-1. En donde n es la longitud de la viga.

La expresion 4n-1, es utilizada por dos estudiantes y ésta hace referencia a una

visualizacion de la viga de la siguiente manera:

ININ LN

Esta visualizacién agrupa a la viga en conjuntos de cuatro barras excepto el

altimo conjunto que sélo tiene tres barras. Por esta razén en la expresion

algebraica se resta una barra.

Ambiente con manipulativo virtual. En esta sesion participan 64/69

estudiantes. Por otro lado, lo que arroja la revision de las hojas de trabajo bajo
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este ambiente de aprendizaje es que casi tres cuartas partes de los alumnos (44)
llegan a dos procedimientos que generalizan al patrén. Hay una diferencia minima,
entre un procedimiento y otro, en cuanto al ndmero de alumnos que los
desarrollan. Uno de los procedimientos que encuentran es el de ver a la viga
conformada en tres partes que son las barra de la base, las barras en diagonal y
las barras superiores. Observe la imagen de una viga de longitud 3:

Barras superiores

NN/ =

Barras de la base

Para saber la cantidad de barras en la base, se tiene que saber la longitud
de la viga. Luego para saber cuantas barras hay en diagonal, los estudiantes
multiplican la longitud de la viga por dos, puesto que son dos barras las que se
sostienen por cada barra de la base y para conocer la cantidad de barras
superiores hay que restar uno a la longitud de la viga. Se suman estos tres valores
para obtener el total de barras de cualquier viga. El desarrollo de este
procedimiento depende de conocer la longitud de la viga.

El otro procedimiento encontrado fue el mismo que hallaron los estudiantes
avanzados que se menciond en el ambiente de lapiz y papel. El cual consiste en
visualizar a la viga como una conformacion de triangulos como un primer conjunto
y otro conjunto que se conforma de las barras superiores de la viga. Se debe
mencionar que el manipulativo no proporciona barras en forma individual sino que
el estudiante tiene que construir la viga a través de triAngulos predeterminados por
el manipulativo. Esta puede ser a razon por la cual los estudiantes llegan a tal
procedimiento. Es decir, el manipulativo influyé para desarrollar este

procedimiento.
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3.3. RESULTADOS DEL ANALISIS DE LOS DATOS OBTENIDOS DEL
TRABAJO DE CAMPO FORMAL

Recapitulando un poco acerca del trabajo de campo realizado para la
conformacién de esta tesis. Se acordd que la primera y segunda fases
conformarian el primer ciclo del trabajo de campo que se denomind exploracion
piloto. Luego la tercera y cuarta fases pertenecen al segundo ciclo que se nhombro
exploracion formal, el cual es al que damos mayor énfasis. Observe la Imagen 1
en el capitulo de metodologia.

La exploracion piloto, como su nombre lo dice nos sirvié de plataforma para
la toma de decisiones en relacion a las modificaciones, principalmente de caracter
pedagogico, que se les hicieron a las actividades de aprendizaje que tienen que
ver con la generalizacion de patrones las cuales fueron instrumentadas en la
tercera fase. Esta tercera fase desenvuelta en un ambiente de aprendizaje donde
estudiantes avanzados soélo usaron lapiz y papel para la resolucion de los
problemas planeados, también tuvo la funcion de plataforma para adecuar o mejor
posible las actividades de aprendizaje (en esencia las mismas) que serian
abordadas por estudiantes de bajo desempefio en matematicas pero en esta
ocasion con la mediacién de una herramienta de aprendizaje virtual (cuarta fase),
ofrecida como soporte para conseguir la resolucién de los problemas a través del
desarrollo de un procedimiento que generalizara el patron en cuestion.

El analisis de las actividades de aprendizaje en el ciclo de la exploraciéon
formal nos permite ensalzar el logro de uno de los objetivos de esta investigacion y
la confirmacion de las hip6tesis que tienen que ver, primero, con el acto de
compartir el conocimiento generado (rutas de aprendizaje) para conformar clases
incluyentes en donde el aprendizaje se dé entre a pares; y segundo, con respecto
a la mediacién de la tecnologia digital que contribuye al fortalecimiento de

procesos de ensefianza y aprendizaje.
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3.3.1. ANALISIS DE LOS DATOS OBTENIDOS EN LA TERCERA FASE.
ACTIVIDAD DE LOS ESTUDIANTES EN EL AMBIENTE DE LAPIZ Y PAPEL

Las actividades matematicas planteadas a los estudiantes fueron seis, todas en
torno a la generalizacién de patrones partiendo de un nivel de complejidad sencillo
hasta uno mas complejo. Enseguida se enlistan, se muestra el problema y
después se describen los resultados de la resolucion de éstas por parte de los
estudiantes participantes. Se recuerda que puede consultar las hojas de trabajo tal
y como les fueron presentadas a los estudiantes en el Anexo A para una mayor

comprensién del andlisis que se hace aqui.

La Letra "V~

El Disefio de la Viga

Las Estampas en el Cubo
Crecimiento de Azulejos |

Crecimiento de Azulejos Il

A T o

El Crecimiento de Pilas

El objetivo principal de este andlisis fue descubrir como estudiantes de primer
grado de secundaria, avanzados académicamente, llegan a resolver problemas en
los cuales se les presenta un patron de figuras y resolver el problema planteado
implica desarrollar un procedimiento eficaz que los conduzca a la generalizacion
de dicho patron.

Cabe decir, que todos los estudiantes que participaron en esta tercera fase,
gue consistio en resolver los problemas en un ambiente de lapiz y papel, son
alumnos que tenian siete semanas de haber iniciado el primer grado de
secundaria. Elegidos intencionalmente con esta caracteristica por carecer de
conocimientos algebraicos avanzados. Enseguida se presentan, esbozados, cada
uno de los problemas presentados a los estudiantes y los resultados de su

respectivo analisis.
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1) El problema de la Letra “V”

TR

Fig.1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Este problema dio inicio a la tercera fase de la exploracion sobre la generalizacion
de patrones. Una primera solicitud que se les hace a los estudiantes en todos los
problemas es observar detenidamente las figuras o imagenes que se les
presentan en sus hojas de trabajo.

Al revisar cada una de las hojas de trabajo de los estudiantes quedo
demostrado que muchos de los estudiantes lograron resolver el problema de
diferentes maneras. Después de observar y contar los bloques que forman cada
una de las figuras presentadas como Letras V, ellos se dan cuenta que aumenta

dos bloques de una figura y la sucesiva. Observe algunas de sus respuestas:

— T — ——— e —— e
2. ¢Cudntos blogues estaran en la figura 15 en la sccuencia? ;Cémo llegaste a tu
respuesta? 9 _%e o __Sueaando de dos  ed
d0S. Q0T €1enplo yo Yeago QO woowe Y e
Socqo' AT 500 MeS Y ady uas_ Soeacandd

AC (2] en Q
3. ¢Como le dirfas a alguien como dibujar cualquier figura del patron” 22 \ «\«]Q(\QS
\a_Cgl Lene 7 Llooowes e onns Somac

A0S 500 G v e nel\ie e Somes Aoq <00
Wy a9l Sose IuUMENTe

V/

~

s Cuantos bi ues estaran en la figura 15 en la secucacia? liegasie a tu
\z-ucsld 2 &;(ngm: ‘3 Lg. SM\G c\ef wf,\ prQ
l> U el e‘mde,ﬁ {} Ve (Jw, A

CJ?\\- L 3

Su siguiente paso fue realizar conteos sencillos y listados que les permitieran

saber la cantidad de blogues para Letras V mas cercanas a las presentadas.
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Algunos estudiantes detectan en sus listados, aunque no necesariamente por

estos, una caracteristica del patron que es valiosa en cierto modo, para validar la
cantidad de bloques que tiene cierta Letra V. La caracteristica es que la cantidad

de bloques que forman una Letra V es siempre un numero impar. Ellos formulan la
hipétesis de que no puede haber Letras V que estén conformadas por una

cantidad de b

loques que sea un numero par.

~

A t.& ,f"; 1 &;

3. Tengo una caja con 36 bloques ¢puedo hacer una letra V que 51ga ese patron" OO
;Me sobrarian o faltanan bloques? O SOV v TouSin ™

5L

¢Cudl de las figuras tiene exactamente 100 bloques? A3 @% | % LC o gle

z?..“ NN Q ok

2.

;Cudantos bloques estardn en la figura 15 en la secuencia? (ﬁomo Ieegastc a tu
o.NeYd

r?fueSTl v ae |le ue  cunes
o {‘,l © e —-i': LR . VAT e L € ol 1'd) Aian @ ¥
- > : =

(&0 oY e

9. (Cudl de las figuras tiene exactamente 100 bloquLs"(\b Se_¢ved
+ &S lag @oa(c(onfb Son TWMR(eY IMea, ey v € 00 ey raY

10. ;Cual de las expresiones siguientes crees que sea correcta para la figura “n™?
Subrdyala. ;Y por qué crees que lo es? (o\af\_g_ on. by Su (-o%|oh 8. PQS\(‘O“
9 hent T bhogies  entonSes SWles la  pOSTEION. Y Por.
to ) J:ani'er e ‘-!.-}H:!“,}'f'

Pero los listados, que no es mas que una estrategia de recursion, se vuelven

obsoletos cuando se trata de encontrar la cantidad de bloques para un namero

mayor de figura de Letra V. Es decir, para llegar a generalizar el patron. Y es a
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partir de ahi, donde la capacidad del estudiante es puesta a prueba para idear,
con todos sus muchos o0 pocos recursos, una manera artesanal de como encontrar
la cantidad de bloques necesarios para formar cualquier Letra V del patron. En
adelante se mostrardn las distintas maneras o caminos que siguieron los

estudiantes para dar solucion a este cuestionamiento.

En general, hubo dos procedimientos para resolver el problema de la Letra V
gue desarrollaron los alumnos participantes. Se presentara evidencia de cada uno
de éstos. Se muestran imagenes del trabajo de los estudiantes de las distintas

escuelas.

El Primer procedimiento para resolver el problema de la Letra V, se trata de
separar a la Letra V en dos partes y éstas estan estrechamente relacionadas con
el nimero de figura o el nimero de Letra V, algunos estudiantes también lo llaman
“la posiciéon”. Es decir, el lugar que ocupa en el patrén o secuencia. Observe como

ellos la separan:

Se tomara como referencia la imagen que se presenta para apoyar la
explicacion que a continuacion se da. Ellos se dieron cuenta que al separar la
Letra V en dos partes, el lado izquierdo de ella esta formado por un nimero de
bloques igual al nimero de figura, en este caso 4. El otro lado, el derecho, es un
namero menos que el namero de la figura. Es decir, 3. Asi lo explica un

estudiante para realizar la fig. 5:

M. 14,51 el p'luon continua, cudntos bloques negros estaran contenidos en la siguiente letra
-1 Ve e, Q\’t&e c f— CQIO \/ fe riie, @ \oloom(‘C 2 urif ek 5 YQ/U(."U
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El dice que para la fig. 5, tendria 9 bloques. Se colocan a la izquierda 5y a la

derecha 4. Otros estudiantes lo explican en otros términos, de manera muy natural

y apegada a su procedimiento. Observe:

SHrFre [ oo Giee

8. ¢(Como podrias saber el nimero de bloques para cualquier letra V en este patrén?
Pre com Lo wiosmes

>
SR T X WL I B R Y W T

6. (Cémo podrias saber el niimero de bloques para cualquier letra V en este patrén?

Conitonda ositnece o \ado
(A Aol w keses Jd_dece ws
a\ oxco it s etk Ak e
un NuMeacg :

2. ¢Cuantos bloques cstaran en la ﬁgtﬁ‘é 15 en la
respuesta? =718
WSCo mbs g

PoSi Clon  gnXesley

E;I,Qq'u&_s _..S..\J_MQ‘A.A.G...

secuencia? ;Como llegaste a tu
Ao___posicigh  dre
b 1a_dve c\\& o
~ i |

Rarondty ol

Hay una pregunta en sus hojas de trabajo que les pide encontrar el nimero de

bloques para la figura 21 y la 63. Esta y otras preguntas les exigieron dejar

procedimientos de conteo sencillos para optar por otros mas practicos que les

permitiera determinar el nimero de bloques para una figura mucho mayor. En el

caso de la fig. 21 y la 63, los estudiantes imaginaron la letra V con 21 blogues en

el lado izquierdo y 20 bloques en el lado derecho. Al sumarlos resultan 41 bloques

gue son los que forman la fig.21 o la Letra V nimero 21. Esta estrategia resulta

ser la mas frecuente para los estudiantes con limitados conocimientos algebraicos.

Las siguientes imagenes dejan claro que los estudiantes contestan la pregunta

bajo la visualizacion de la Letra V descrita anteriormente.

0

4. (Luéntos bloques habria que tener para, hacer la,
20" %] 4171

ﬁ%ua&;;lafﬁurg (33"5

D DD = [T TW-X1
T T

0N

4. (Cuantos bloques hab;{fx que tener Eara hacer la_ figura 21 o la figura 63?

u SO

23,20 wu ‘(‘A O {*"‘%t“l
i v % '

Ce'."au‘&?.

128 coodty ¢ Yol
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En los mejores casos llegan a expresar su hallazgo asi:

7. (Cudl de las expresiones siguientes crees que sea correcta para la figura “n”?
Subrdyala. Y por qué crees que lo es? 0\ 1 n— 1 OSSO
20¢ eSemplo §3 +43—-1= 19S

Cabe decir que no se esperaba que los estudiantes respondieran con una regla
algebraica a la pregunta. Una respuesta como la presentada es aceptable y un
paso importante hacia la generalizacion.

El segundo procedimiento que encuentran para resolver el problema de la
Letra V es dividir la letra en tres partes. Las respuestas de un estudiante

permitieron entender este procedimiento.

7. (Cuél de las expresiones siguientes crees que sea correcta para la figura “n”?

%Subra' ala. ;Y por qu§ crees que loes? mes orti0 @ OV
b S e wn lods 88 s ma, nss ef
= oliene uis ef dp ol ofve -

e do

an+tn+l

Esto indica que el estudiante divide a la Letra V como sigue segun su descripcion:

“..mas el de el otro

4 lado..”

“porque el numero
de bloques deun _——->»
lado se suma...”

!

“..mds el que lo

detiene...”

El estudiante se percata que hay dos partes iguales y un anico bloque que
permanece en la parte inferior. Esto puede ser lo que le hizo elegir la expresion:
n+n+1 para hallar la cantidad de bloques de cualquier Letra V. Considerando a las
“n” como las partes iguales y el 1 como el bloque inferior. Luego, si se considera a
la “n” como el numero de la figura o Letra V, existiria un error pues, en este caso,
la imagen presentada arriba corresponde a la fig. 4 y las partes iguales de la fig. 4
son de tres blogues. Esto quiere decir que el estudiante no las relacion6 con el

numero de la figura, en otras palabras no considera a la “n” como el numero de la
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figura. Por otro lado, hay que decir que la literal o el término “enésimo” fueron
incomprendidos por muchos estudiantes. Hay que recordar que son estudiantes
gue ingresan al nivel secundaria. Gran parte de ellos lograron acercarse a la
nocion de estos términos en el transcurso de las sesiones y otros no del todo. Sin
embargo, el discernimiento del estudiante fue lo mas importante porque no es
prioridad que los estudiantes establezcan expresiones algebraicas avanzadas.
Aun asi, si el estudiante hubiese tenido mas conocimientos de &lgebra es muy
posible que al continuar su exploracion hubiesen aumentado las posibilidades de
llegar a una generalizacion.

La expresion de su representacion de la Letra V pudo haber sido 2(n-1)+1 de
manera que al simplificarse resultaria equivalente a 2n-1. Que fue la expresion a la
gue llegaron estudiantes, al parecer muy avanzados, cuando iniciaban la
resoluciéon de las primeras preguntas en las hojas de trabajo. Observe algunas de

Sus respuestas:

v 1,35, QE Ty
¢Como odms saber el niimero de bloques para cualquicr letra,V en csle patrén? A s N
\)3\) O VLSO YRSoWeno e '\-;1.5.-2'\ Colern TGN e g
om \\ PLUO @\ XD (o _ap G X2 CoQe 8L 3 8 gy BT e
QA (C’G—[".", AD LO0 VCQ\:(\ S oo Z G 1\(\‘ 7 "o
cQAcfYes 1 IO XYY e vosio M
e 2 -4
e2-1-29
7. ¢Cudl de las e\presnones siguientes crees que sea correcta para la figura “n"? T
Subra)ala Y porque crees que Io es?_ (I ™ S e Nu- = 03.53 .9
(‘"“l WYF‘ [s =) \C) R LI .
ma\\ [ X7, ¥ \& Vosto | CorQue. o er 30 Lt 14
U Crrteovio Won{Bw 0100 MRaNCOG 10 coe . ' A
. Ve )
ayn+n+l : —_—— e -
—_'-’——____
2 24 &3 : )
b) n’-1 X2 . 2 o
smrt—— ———— i
e T 125
) 2n-1 .

g aste a tu
a figura 15 en la secuencia? ;Como lleg

2. ¢Cuéntos bquues ﬁtaran ;g\ SR lo Crrent 1a Lic——c =
__L___Q:f———J——_\? g F = s 2 =\V=

respuesta? = = 1

)
_bLQ‘q‘)_*:i:—-/

2. (Cudntos bloques estaran en la figura 15 en la secuencia? ;Cémo llegaste a tu

respuesta? _ 29 = yya2-1= 18-2-1-29 n
D= casicidn 7 7 Laso v |
29:- securon\a bt e

Los estudiantes que lograron llegar al nivel de expresar de manera general la

expresion tienen una mayor comprension de lo que significa el término el cual
emplean correctamente para representar cualquier numero de figurao LetraVy la
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s” que significa secuencia para ellos, que no es otra cosa mas que la cantidad de
bloques necesarios para una figura o Letra V dada.

Al final de las hojas de trabajo se les pide crear de forma autébnoma un
problema de patrones. De todos los estudiantes que atendieron la solicitud hubo
un alumno que planteé uno muy parecido al que habian resuelto y ademas

escribio la férmula para obtenerlo. Observe:

8. ¢Puedes crear un problema de patrones interesante para el resto de tus compaiieros?

Muestra como seria.

i At
ww e e " %
L = |

Formola
nd-L

2) El problema del Disefio de la Viga
Las vigas son disefiadas como un soporte para puentes. Las vigas son construidas
usando barras. La longitud de la viga es determinada por el nimero de barras necesarias

para construir la base de la viga. Abajo esta una viga de longitud 4.

— S

Base de |la Viga de 4 barras

Para dar solucion a la pegunta general de ¢cuantas barras son necesarias para
hacer una viga de longitud “n"? Los estudiantes recurrieron a diferentes
procedimientos que enseguida describiremos. Cada procedimiento y expresion
algebraica a la que llegan los estudiantes estd estrechamente relacionada con la

visualizacion del problema.
En el primer procedimiento ellos detectan (en la imagen presentada en sus

hojas de trabajo, la misma que se muestra arriba, y a través de las primeras

preguntas) que una viga de longitud 1 esta formada por sélo tres barras, pero si su
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longitud es de 2 en adelante se van incrementando cuatro barras cada vez que se

incrementa uno a su longitud. Observe los ejemplos:

Viga de longitud 2 = 7 barras Viga de longitud 3 = 1 1barras

5.- ¢Como le explicarias a alguien cémo encontrar el nimero de barras necesarias para
hacer una yiga de cualquier longitud que se le solicite?
<0\ cdn Lonadiugd Se Lo admentan i
RvrdS Twn YA ovdmme v w3 U FLU ML,
ta \/\r\ (8 Sl %’U. va m‘é f‘\'&'(”:

Su idea principal es: la viga de longitud 1 se forma de 3 barras y las siguientes de

4 barras lo que los lleva a visualizar el problema asi:

\
// \
/ \
/ \
L— N\

Viga de longitud 3

Tomemos por ejemplo la viga de longitud 5 para apoyar la explicacion
siguiente: ellos forman cinco grupos de 4 barras cada uno de derecha a izquierda.
Son cinco grupos porque la longitud de la viga es de 5, lo que quiere decir que es
importante tomar en cuenta el valor de la longitud puesto que éste les indicara
cuantos grupos se pueden formar. Ademas que si se observa cuantas barras hay
en la base de la viga se sabra cual es su longitud. Luego, ellos agregan una barra
al inicio para que se cumpla esta condicidén lo que lleva a la expresion: 4n (la n
representa la longitud de la viga) que al sustituir el valor de n se obtienen las 20
barras. Pero bajo la idea principal no existe la barra inicial. Por lo tanto, a la
expresion se le tiene que restar la barra que se agregd y entonces la expresion

guedaria asi: 4n-1.

———Barra que se resta

5 grupos de 4 barras
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Observe las respuestas de los estudiantes:

GReE . LT 0
5.- %uémas barras son necesarjas para hacer una viga de longitud “n™? _ " : S ) E =
elerespliadd de - — : N
S-n-d-1
6.- ;Cual de las expresiones 'siguicntcs crees que sea correcta para encontrar ¢l nimero :/ } “,;/‘
de barras en una longitud “n”? Subréyala ;Y por qué crees que lo es? _F ue. eyl o BA
S8 aVMEWar cvatie x cada base, se [e 36 e
cesta- A palfgue le _oase 1 wuwrio ‘cou S = o]
/7 e ;
d-\=3¢« o
7 ff}"
a) 4n-1 L ity
b) nx4-1 — 20 47
L 7
¢) 3n+n-1 =70, ‘
d) n(4-1)
5.- ¢Gudntas barras son necesarias para hacer una viga de longitud “n™? () Ot S - 1) 3 \ﬂ\é_/
bt Yeaduas due  enoWiONCH T e o
e N =1 4 £
f'\\
6.- ;Cudl de las expresiones siguientes crees. que sea correcta para encontrar el nimero K e m lé’ /‘ —
de barras en una longitud “n™? Subréyala ;Y por qué crees que lo es? _1=¢ Qe | /\ = 5
co ccO\Qus er AUME O \cogie= [a) ‘/’
X 4 ouc Se \e Qoo Tooendd = |\ —
dec! ¢l PV oneco .
ey e e
a) 4n-1 Ve S=8-4-%=3)
. [ O 3_4\(.:.),% -1 =39
b_)__@‘;".:.l—. : =70 5:5’\0'4\'\ =70q
3 234 Soot 4 -1=135
¢) 3n+n-l =20 &A1= s
d) n@-1) =4S S=)aB 1

El segundo procedimiento es una variante del anterior que conduce a una
expresion equivalente. Los estudiantes que resuelven a través de este
procedimiento también forman grupos de 4 barras, excepto las ultimas tres barras

de la viga. Observe el ejemplo:

Grupos de 4 barras

Para esta visualizacion mental que hacen los estudiantes también es

importante considerar el valor de la longitud de la viga, que se puede saber con
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s6lo contar las barras de la base de ésta. Luego, ellos forman grupos de 4 barras
agrupandolos de izquierda a derecha, lo que provoca que al final quede un
conjunto de tres barras que completan a la viga. Sin embargo, esto no es ninguin
inconveniente pues ellos expresan a los grupos de cuatro asi: 4(n-1). La n
representa la longitud de la viga. El conjunto de tres barras se agrega a la
expresion quedando al final asi: 4(n-1) +3. Observe las respuestas de los
estudiantes:

5.- {Como le explicarias a alguien cémo encontrar el niumero de barras necesarias para
hacer una viga de cualquier longitud que se le solicite?

iomanvteat se  \e Cuh\ =
52 m“\n( are gi
= 5t MY "”‘fyi =

5.- ¢C6mo le explicarias a alguien como encontrar el nimero de barras necesarias para
hacer una viga de’ cualqpier lo 1tud ue se le sohcnte” :
Que el &r\‘vm =i «55&5 = Qe ) W ”t-'
lﬁ:}.f,,iuﬂ Xy’ 4— '9. CUQJQS ) ,m;‘._yd Je }cn;xiud it |

5.- ¢Cuéntas barras spn nec7sarias para hacer una viga de longitud “n”? Quc g',\
nutkey o L Lotes —V ¥ y 4

Un tercer procedimiento es separar en dos conjuntos a la viga. El primer
conjunto son las barras de la base unidas a las barras diagonales que juntas
forman un tridngulo y el otro conjunto son las barras superiores o las opuestas a

las de la base. Observe el ejemplo:

Segundo
conjunto

Primer '
conjunto ’

Este procedimiento requiere necesariamente, al igual que los anteriores,
saber la longitud de la viga. Ya antes se dijo que para conocer la longitud de la
viga basta con saber cuantas barras hay en la base de la viga. Una vez conocido
esto, hay que multiplicar la longitud por tres. La razon de que se multiplique por

tres es porque sobre cada barra de la base se forma un triangulo, que sobra decir
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qgue esta hecho con tres barras. Al hacer esta multiplicacion obtenemos todas las

barras para el primer conjunto. Que se expresaria asi: 3n. Luego los estudiantes

hacen una observacion a cerca de las barras superiores estas son siempre una

menos que las barras de la base o dicho de otra manera, la longitud de la viga

menos uno. Expresandose asi: n-1 y si juntamos las expresiones de ambos

conjuntos para obtener el total de pilas necesarias para una viga de longitud n

guedaria asi: 3n + n-1 que al simplificarse obtenemos: 4n-1.

Este procedimiento lo desarrollaron dos estudiantes, pero sélo uno escribio

operaciones que muestran su procedimiento. Aunque mas adelante lo cambiaron

por el dltimo que se presenta aqui. Enseguida se muestra lo que hizo el

estudiante:

Lo que estd sefialado en punteado
muestra las operaciones para obtener
el ndmero de barras para una viga de
longitud 143. El estudiante multiplica
3 por 143 y obtiene 429, luego a esta
cantidad le suma 142. Que es la
longitud de la viga menos uno y
obtiene 571 para responder la
pregunta 3. En su hoja de trabajo.
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Base de la Viga (4 bamas) ,

1.+ {Cuintas barras son necesarias para hacer una viga de longiud 57 m e
lngd 82 21 ;D logiod 107 20 e loniud 207 ]4

6nemnonudz‘v 3. Delngd®® 203
2 Cointa bamas som necesarias para unavia e longitud B

3 Tengo 43 bamas gquétan grane podi s b longid e laviga? | o0
{Me faltaian  sobrarn bares? Sty |

4.1 vt exactament D67 bama) él

El circulo punteado mas pequefio,
muestra el mismo procedimiento
pero éste es para resolver una viga
de longitud 20. ElI estudiante
multiplica 20 por 3y el resultado lo
suma a 19 y obtiene en total 79 para
responder la pregunta 1.

En el 6valo punteado, mayor, las
operaciones que hace el estudiante
corresponden al cuarto
procedimiento que se describe mas
adelante. Las cuales son un intento
para responder la pregunta 4 de su
hoja de trabajo. El numero 65
corresponde a las barras superiores,
el 132 corresponde a las barras
diagonales y 66 a las barras
inferiores o de la base.

El cuarto y ultimo procedimiento consiste en separar a la viga en tres

conjuntos. El primer conjunto esta formado por las barras superiores, el segundo

conjunto lo forman las barras en diagonal y el tercero se forma con las barras de la

base. Observe el ejemplo de los conjuntos que hicieron los estudiantes:

U
Suum /\/\A/\/\ \ 75 U
; \ ,
VAVAVAVATY
K 1‘1 / T
Basc dela Viga (4 hams) \\ / /
(Cudntas barras son nccesarias para hacer una vjga de fongitud 57\ ;pe
et 7 A AT 5™ Bl Vi g
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El primer conjunto se obtiene de restarle uno a la longitud de la viga. (La
expresion que lo representa seria: n-1). Para el segundo conjunto hay que
multiplicar la longitud de la viga por 2 (su expresion seria: 2n), porque cada barra
de la base sostiene dos barras diagonales y el nUmero de barras de la base no es
mas que la longitud de la viga que en este caso es nuestro tercer conjunto

representado por “n”. Entonces si juntamos los tres conjuntos en una sola

expresion resulta: n-1 + 2n +n que al simplificarla tenemos 4n-1.

5.~ ¢Como le explicarfas a alguien como encontrar el niimero de barras necesarias para
hacer una viga de cualquuer longitud que se le solicite?
Pot_efoming 32 son 1S6 {%nes que
restacle M dn DDy Mli%afiar 136w 2=
312+ 18€4 1S8= g2

3.~ {Como le explicarfas a alguien como encontrar el ndmero de barras necesarias para
hacer una vwz?de cualquier logbltud que 216 solicite?

'Ol)f ) m ile ALAnn-1.

Estos cuatro procedimientos tienen en comun que se debe conocer la longitud de

la viga para poder resolver el problema, de otro modo no se podria.

JAVAVAVAY
- Sk o

Base de la Viga (4 barras)
l cCuam;s barras son necesarias para Inccr ura viga de longitud 5? _¢De
§ 87 ’})\ ch longi % lDe longitud 207
¢De longitud 347 _] 55 longi ‘76.
2.- ;Cudntas barras son necesarias para una viga de longitud 143?5 i
3.- Tengo 436 barras, ;qué tan gmndL podria ser | Ionml dj vu.,n”
¢Me faltarian o sobrarian barras?

4.- (Qué viga ticne exactamente 267 barras? 67_‘

T
AP &

\

. s
i

A

.- ¢Como le C\pllc’lrl'ﬁ a alguien como encontrar el niimero de lx:rras necesarias para
hacer una viga de cualquier longitud quc se le solicite?

AN C\>Q~f, G

N
S
) =

>J

VYA oNa acv (‘uf .S oY

Paor o)
ga m J?_m;ddo‘r_kzﬁ 6_&17- o
DAk £ s S\ LA 7N o =)

Ak ey o ':/:o v i bos = s F VD S

= §¢ suren \o& fevvas de longikud. de abago
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—Too—F S ; 5
e '? /_;‘
S e i
bo D@y 5 ; %{%

Base de la Viga (4 barras) Yoo, 19
=5
1 - (Cudntas barras son necesarias para hacer una viga de longitud 52 _] Q iDe a
d 8?23 1 ¢De longitud 107 2A ¢De longitud 202 7053
¢De longitud 34? 43T ;De longitud 767
T
2.- ¢Cudntas barras son necesarias para una viga de longitud 143? 5 7[

3.- Tengo 436 barras, ;qué tan grande Eodm ser la Iongnud de la viga? kzq

¢Me faltarian o sobrarian barras? J{e bva o { {10,

4.- ;Qué viga tiene exactamente 267 barras? b E

5.- ¢Como le exphcarms a alguien cémo encontrar el nimero de barras nccesarias para

hacer una viga de cualquicr longitud que se lc solicite?
52 Yeavas de Aban Son 8 L Arvibn sen 4 ea *nn*‘f* en t
cckfo hoy o) 3AR\e &e boyvtis alovoio o acrion ez vcnes | B
26 000 watve o lo de Aoy ¢ L7

2.6

Base de la Viga (4 barras) "‘g\
1.- ¢Cudntas barras son necesarias para hacer una viga de Iongltud 5? 9 ' q
longitud 87_ % ¢De longitud 10?-_3% _ ¢De longitud 207 _79
¢De longitud 342 ¢De longitud 76? _R03 2 7
\

2.- (Cudntas barras son necesarias para una viga de longitud 143? __5}_\___ _L?f?’

- 7,
3.- Tengo 436 barras, ;qué tan grande podria ser la Jongitud de la viga? I l}q \

¢Me faltarfan o sobrarfan barras? | oo val

4. 1Qué viga tiene exactamente 267 barras? é ;,

5.~ ¢Como le explicarias a alguien como encontrar el nimero de barras necesarias para
hacer una viga de cualquier longitud que se le solicite?
Qe e MM Qg K46y 4 Aay
goen o S016) \g e aviioy 3__\o
Ade  Noa® b Con \e Que PN D T
‘o WoW®. ARap. gy O oy Ycaq
Yeda\g2a

3) El problema de las Estampas en el Cubo

Una compaiiia produce barras acoplando cubos y usando una maquina estampadora para colocar
estampas “sonrientes” sobre las barras. La mdquina coloca exactamente una estampa sobre cada
cara expuesta de cada cubo. Todas las caras expuestas de cada cubo tienen que tener una
estampa, por ejemplo, en esta barra de longitud 2, se necesitarian 10 estampas ¢estas de

acuerdo? _¢Por qué?_

(TTT11Y

a0

Barra de longitud 2 (dos cubos)
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Al revisar las hojas de trabajo, se identificaron dos procedimientos distintos para
resolver una cuestion general del problema de las estampas en el cubo que se
resume en una pregunta ¢Cuantas estampas se necesitan para hacer una barra
de longitud “n™?

Es preciso mencionar que pocos estudiantes inician su exploracion del
problema realizando listas de conteos simples, ahora ya intentan dirigirse a
encontrar maneras mas practicas y generales para dar respuestas a las
interrogantes de éste y los otros problemas sucesivos.

Desde el inicio del planteamiento del problema se cuestiona al estudiante
acerca de si para una barra de longitud 2 son necesarias 10 estampas.
Considerando que el estudiante sabe que un cubo tiene seis caras, pero que al ser
acoplado a otro quedan unidas dos caras, |0 que descarta que la maquina coloque
dos estampas en éstas. Se pretende que el estudiante piense en esto ultimo y
diga si son 10 las estampas colocadas en las caras expuestas de esos dos cubos.
Por esta razon aciertan en confirmar que soélo se requieren 10 estampas para una

barra de longitud 2.

Observe las respuestas de algunos estudiantes las cuales nos muestran que esto

se logro:

P SvoTS SR T TR SO T USRS ST T TuUT
tienen que tener una cslampa por ejemplo, en esta barra de longmld 2, se necesitarian
10 estampas jestas de acuerdo? _S P ;Por qué?{9 [\

J2e®0n Y 7R ¥ wmod 00 QA de \64 qu\oﬁ

> fole SO

Barra de longitud 2 (dos cubos)

1.- ;Cudntas estampas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10?

estampa sobre cada cara expuesta de cada cubo. Todas las caras expuestas de cada cubo
tienen que tener una estampa, por ejemplo, en esta barra de longitud 2, se necesitarian De longitud 1 = _ & De longitud 6= 2.6

0 estampas gestas de acuerdo? S\ ¢Por quc" ¢ [i} De longitud 2 = De longitud 7= _%0
UL (aroL U SOR AT 101 mepy || D onitud 3 = De longitud 8 = 3]

De longitud 4 = _T'R De longitud 9 = 3 2
ry De longitud 5=_"22 De longitud 10=_4Q
Explica como encontraste estos valores.
00rque_Coda_canD TR0k 6 lodons ¢ 52 200 R
CObO T secfon 10 xg” secfon 2 de octha A de

o020 A de eofredte N de Okcos v 2-de [0
Barra de longitud 2 (dos cubos) LOASS
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Mas adelante se les pide a los estudiantes encontrar el nUmero de estampas
para 1, 2, 3, hasta 10 cubos acoplados. A través de la observacion en las
respuestas, el estudiante se percata de una regularidad: el aumento de cuatro
estampas al agregar un cubo méas a la longitud de la barra y asi sucesivamente.
Esto abre el camino para dejar los conteos sencillos e iniciar un procedimiento

mas efectivo para longitudes mayores.

El primer procedimiento que desarrollan los estudiantes consiste en visualizar la
barra de cubos acoplados como un entero de cuatro lados los cuales contienen la
mayoria de las estampas y dos caras a los extremos con una estampa cada una.

Observe los dibujos:

Por esta razon ellos multiplican la longitud de la barra (que es igual al nUmero de
cubos acoplados) por 4, por los cuatro lados de la barra, y después de multiplicar
esto al resultado le suman 2 que son las dos estampas de las caras de los
extremos. Ellos llevan este razonamiento a una expresion simbdlica como esta:

4n+2 (“n” representa la longitud de la viga). Observe lo que dicen los estudiantes:

Explica cémo encontraste estos valores.

=2 \R~ Qo e A oves, 2 A0 e \a
cosan ” AA \adm 0T\ mas e\ \ado
&vvm\n h Pt et . —

5.- (',C‘émo le' dirias a alguien c6mo saber cuantas estampas se necesitarian para
cualquier longitud de la barra? _ ¢ molh bhcang o [onartod

(£ de 0uood per loo A cohy de i ot rad (oo
?!?’rom\ o 9&}%‘3{_‘1 e 2 del exdicmn

3% Nad3D

6.- Escribe una regla que pueda permitirte encontrar el nimero de estampas necesarias

para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

U“;\\{ZO\Y\/O \C( p(s"(vvu)\a S=hn.H '\'2,TCﬁA(\6MOS atLe
eulHolicoe lo longithn  (e\ admern de cobns) pae N
y sumayle 2. Para saber s esha’ bven hay gue

Comprobravy  con ' la  primeYa y Slhena  pasieen
ge nAs de . } . 1
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6.- Escribe una regla que pueda permitirte encontrar el nimero de estampas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

é\\xwﬂ, looao” X4 Dovaoe. ks caovos

€. evineelt  On
T S — U= gUCENte

6.- Escribe una regla que pueda permitirte encontrar el nimero de estampas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.
N4 7 Rolfuf as oMo & ?AOE: Claw _snfe 4
lotloe X7l [an e se-jimpgess

7.- ¢(Cuél de las expresiones crees que sea la correcta para encontrar el nimero de
estampas para la longitud “n? Subréyala ;y por qué crees que esta sea Ja correcta?
Polfope AXH 1+ 2  30Mas /os 4 de adelande
id

GtIal abm s y alipe y Jmns 2 e /i
exlemosd 7 R O

El segundo procedimiento consiste en retirar, simbdlicamente, los dos cubos
gue estan en los extremos de la barra. Estos dos cubos tienen 5 estampas cada
uno, pues solo hay cinco caras expuestas para la maquina, la cara que se
descarta es la que los une al resto de la barra. Si la longitud original de la barra se
representa con “n”, entonces al quitar los dos cubos la longitud que queda se

expresa como: n-2.

“n-2"
—

.

Ahora, se tiene que tener en mente dos cosas para avanzar al siguiente nivel.
La primera, es reconocer que la barra que queda al desprenderse los dos cubos
(n-2) tiene cuatro lados. La segunda, es que la longitud de la barra es igual al
numero de cubos acoplados; entonces, el nUmero de estampas colocado en uno
de los lados de dicha barra (n-2) tendra que cuadruplicarse o en otras palabras se
tendra que multiplicar por cuatro para saber la cantidad de estampas contenidas
en ella. Este razonamiento llevé a los estudiantes a expresarlo como: 4(n-2) sin

olvidar que hay que agregar las 10 estampas de los cubos de los extremos para
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llegar a la expresion 4(n-2) + 10. La cual si se simplifica resulta: 4n-2. Observe lo

gue dijeron algunos estudiantes:

_,/Lf/y B2 I vk / i
. | )

sy
7 )

5.- ¢Cémo le dirias a alguien_cémo saber cudntas estampag se necesitarian para

valquier longitud de la barra? Pyez. ~ AT
< 3%(‘ E % =t v ey o

6. Escribe una regla que pueda permitirte encontrar ¢l nimero de estampas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

S P A i, B 0 6 B

7.- ¢Cudl de las expresiones crees que sea la correcta para encontrar el nimero de
fc;mmpas para la longitud “n™? Subrdyala ;y por qué crees que esta sea la correcta?

=Y S!

a) 4n+2

b) (n-2)4 + 10

5.- (Cémo le dirfas a alguien cémo saber cuantas estampas se necesnarlar\ para

ON

cualquier longitud de la barra? _Se  arn@in U s Ha 0\:(\.\
Ao\ cend@ o S enV\ay or s

J

7 ~7

mn\*\@\.cc\ e\ AOMm - Q QU\PVQ

sabar
1Q

IU?C; ol 2 0 Se X, 4 & b
- -~

para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

6.- Escribe una regla que pueda permitirte encontrar el numero de estampas necesarias

6—'2_ A1 3+ 1O

2.- ;Cuéntas etiquetas necesitas para una barra de longitud 1377'6 50 y (De ™~
9 5 ;
longid 2132 © S ¢ @17 < 133 X940
3.- Tengo una caja con 105 estampas de caras sonrientes, ;qué tan grand&puedo hacer 10 = \.;Qf d
nna fila da anhae lodae non Aot ot 0 Mo Loliant S ==

5.- ;(Coémo le dirfas a alguien %)mo saber cuantas_estampas- se- nsces;tanan. para _
cualqu lerlongltudde labarra? v sV 2N — 2 193 N4 = T
P EeEE e e————=—_ T ook

Los Gvalos muestran
ejemplos de cdmo los
estudiantes aplican su
procedimiento. Restan 2
a la longitud de barra, el
resultado lo multiplican
por 4y a lo que obtienen
le suman 10.
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Otro procedimiento, que podria ser una variante del anterior, lo desarrolla una
estudiante bajo la siguiente visualizacion del problema: ella sabe que la longitud
de la barra son una cierta cantidad de cubos acoplados, a esta longitud le resta un
cubo, la cual podemos interpretar como: n-1. Luego ésta barra disminuida tiene
cuatro lados u otra forma de decirlo es que a cada cubo acoplado sélo se le pegan
4 estampas. Esta es la razén por la cual ella multiplica por 4 la longitud de la barra
disminuida en 1 que se expresaria asi: 4(n-1) y sin olvidar las estampas del cubo
retirado al inicio la expresion se completaria para finalmente expresar la cantidad

de estampas que necesita una barra de longitud “n” asi: 4(n-1) + 6, que al

simplificarse se obtiene: 4n+2. Observe:

3. {Como le diria a alguien ofmo saber cuintas estampas se ecefarian para Eapis o enontrste s e, i
Toogdkatnt 0 10 ogiiod de o e, e | | Q00 ki ool 4 e, B se x4
;. U o oltgite v 4 4 1€ e e o ap Ta o oo © edonin geoal | 530
\ T r T . A
g Uil i Ald P AWM Z o ns s/
v h st 1
af { @ \ Z\
¢ ’// L
Vi i ' i . gt
6.- Escribe una regla Que pueda permifit encontrar ¢] nimero de esampes necesarias L {Cuftas eiouets ecesies pra ura o de longnd 137 9900y Do 1 ¢
para una barra de cualquier longitud, Explica tu regla, loeitad 2137 854 5 rEY)
0=1x4+6 il

4) El problema del Crecimiento de Azulejos |

Pila 1 Pila 2 Pila 3 Pila 4

A partir de éste problema se les hacen preguntas acerca de las regularidades del
patrén, lo que permanece constante y lo que cambia. Casi todos los estudiantes

prestan mucha atencion a cada etapa o pila consecutiva en el patron para poder
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descubrir éstas regularidades. Observe la respuesta que da un estudiante cuando
se le pregunta sobre lo que permanece igual o que cambia en el patrén:

Pila 4

;Qué esta cambiando o variando en esta secuencia?
10S (wodnoe  moiades  Sempae, £ avmentan
et o 25 de 1.ed %tow&o €y IR P +CLI0 DX B Y OLR
ause<ounoende f B a‘LQ,Q, Hemine esran tRho ¢
e Qumento &¢ -1 N7 ;
¢ Qué permanece igual en la secuencla" (oo, cOOSTs 1095
TAVSYa Y. ComtB oD

£C6mo le harias para dibujar la siguiente pila? 20 A< S U do A 200, af
oy noe 40S ce P Y& exs o J05
azulec, et K

Muchos estudiantes definen con colores las partes de las pilas que ellos
encuentran como constantes y cambiantes, esto les dio mayores posibilidades de
estructurar una expresion que les permitiera encontrar la cantidad de azulejos
cuadrados de cualquier pila o de la pila “n”

Lo que ellos hacen es descomponer la pila en tres conjuntos. El primer
conjunto consiste en distinguir un cuadrado cuyo lado tienen por medida en
azulejos el mismo numero de la pila en cuestidn. Es decir, si la pila es la nimero 4
entonces se formara un cuadrado de 4x4 azulejos dando un total de 16 azulejos
gue estaran al centro de la pila (ver la pila 4 en la imagen de arriba). El segundo,
es una columna instalada sobre el lado derecho superior del cuadrado la cual se
forma con una cantidad de azulejos igual al nUmero de pila que se trate. Volvamos
al ejemplo de la pila 4, de ser asi la columna tendria cuatro azulejos. Y el tercer
conjunto, son los elementos que permanecen constantes, éstos son los dos
azulejos en la esquina inferior izquierda. Uno en el lado de abajo del cuadrado vy el

otro en el lado izquierdo. Vea el siguiente gréfico:
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Segundo conjunto

Primer conjunto

Tercer conjunto

En sus hojas de trabajo se les solicitaba describir como construir pilas. Por

ejemplo, la pila 5, 10 y 18. Esta accién permiti6é tener claridad sobre las partes que

la conforman, los estudiantes no tuvieron mayor dificultad para explicar como se

construye cada pila solicitada segun su visualizacion del patron. Observe lo que

escribieron los estudiantes:

ra’3’a %4
7 iy
’

[LAAnnn0: |

-~

ﬁ
A
\Z.

Pila 3

e T

E|!§3
¢ Qué esta cambiando o variando en esta secuencia?
s v advitas ase nay en o oo!‘l’f de arriba y en el
Centro  gofge lpk dos owe imp et b tio e
y € de "oban sigeen \ged

¢Qué permanece igual en la secuencia? eJ O q-t sobra’ nJa |‘zt;.
y < Qe Sohta  abajo

c OComti le harias para dlscupr la SIguleme pila? o ‘a 1® azileo "’V\f\a’”

centve® se rulkoliea lo DQS‘CM\'\ poe la_p3S icdn y
nos da_los cwedrps  dal cealvo y e om sobra o lo

.‘m'. Y el A q\an'o s\'amn m‘-“*\'

¢Coémo le harias péra dibujar la 18 pila? USOY {2 lc‘( B rw.;’a nen (esla frmda
gt wos  da # ciadi el cenbip 18418 =32U) nentn,l(dn

! \ opd ave wme vey deal en el
toadrals 32088 $42) rontniz (¥2 lar caetvas que

Siemgre son iguales 3Yy2+2= 344)
1
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“Ie alned combm

¢C6mo e harfas para dibujar la siguiente pile? DCY\ANO ‘OQ (‘UO&V 1708
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I oy ! ﬂck{}& cov 81 hisman ef o

Gnﬂf’ el Imr*&
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nuwmeis @

JIET

4Cémo le harias para dibujar la decima pila? da;m 0 2N N} ’w lo 5

coetlins o ho sp muelch |,

Qo e (MQ‘ tfﬂgﬁ

—

ot e TOMNG de| (e mv muﬁt@nmw

Lo delma.

‘OA io (‘{(lf‘ E“‘*‘Q!Af’f{: D110

\' ”‘~:~$"r6 ik,

g le <onate 10 &l [0 derech

Este tipo de respuesta muestra que ellos tienen un procedimiento o

estrategia solida para construir cualquier pila. Este procedimiento se sostiene de

relacionar los conjuntos de azulejos con el numero de la pila (“n

“ ”

) lo cual resulta

provechoso. Casi al final de su hoja de trabajo, se les solicita decir con sus propias

palabras una regla o formula que le permita encontrar el nUmero de azulejos

cuadrados de cualquier pila. Ellos escribieron como una regla o férmula lo

siguiente:

g e \a Wer wola

;Coémo le explicarias a alguien cémo dibujar cualquier pila del patrén que se le pida?
n2+rn +*2 o

ReNsn + 2

at Son lo S ver s N2

Nas _da o da)

centv & +N

noS Ao los ce

cam:’! § '

arvy i b o ¥ *+2 \lac

atd  NunCa
i

de azulejos cuadrados de cualquier pila. 0

Escribe una regla o formula con tus propias apalabras que te permita encontrar €l nimero
= oS icidn mu’-/»p’vr.ade» o

L ™MisTiay

NZ2ena2
Cuadl de las expresiones para la pila “n” es la correcta? Subrayala Ly por que crees que
es la correcta? € S §Q m \:Smg ;‘Q we ?o"‘?“ es |
Y \\Sva 0 a ﬁf yead Ente r\m‘as

+n+7'
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‘:ﬂ ¥ v—L W\ I/ 2y
| CImn ;
% C{ | i,z‘o
! e s
Pila'l | " £ - = N < a7z o
Pila?, ' o === RO
m@ Sy
‘\J & Pil1 &)
Qué esta cambiando o variando en esta secuencia? X
Qe Comendq BF WaoiGdo & 02 Y () )
Cl v

Y2 oG @ vesiiQL

¢Qué permanece igual en la secuencia? < \

¢Como le harias para dlb?ar la sngunente pila? DU@§ ‘ e G&.«M(-’ /\'\'Q‘( 1Q
VOO O Voraulhi Pl TY2O0RRL Q)
SXS +5 = So Cutdval en 16 SiQuenie pra

£Como le harias para dibujar la dé |maplla? \C kbﬂva orde 5\'@/\&('
{0701 VnorCdo Yeade G 160 Y ol T Z©S -
lencviQ. W2

¢Como le explicarias a alguien cémo dlbuJar cualquier pila del patrén que se le pida?

s¢hate _un ecuodeadp del atmenn de oila caor el vimero
cde 0ilo, al lodo soerior déreCnn o v’v ~0G_In_conhicag)
del w=de pla e =5 u en In rpde inferite Lteecla o
(Dﬂ’h'f){’f}",!(,-‘f‘ﬂfx e 16 Aovencn 2. ' '

[V

Escribe una regla o formula con tus propias palabras que te permita encontrar el nimero 2 el
de azulejos cuadrados de cualquier pila. N xN I +2 = 4

¢ Cuadl de las expresiones para la p11a “n” es la correcta? Subrayala Ly por que crees que
eslacorrecta?  ~Owaue sl »(’("f’\(‘}f} A DXOECINICM\O
e eV He 'y n A eotdon (‘rw(’dn

o

a)n+2 +2n .
X |
b) 2 +2n° 12

¢) n’+nt+2

————

¢Como le explicarfas a alguien como dibujar cualquier pila del patrén que se le pida?
lofonenlo 2+, U ave fos cuodios
28 ENp OO SFea e Son ol conhrodn u o €A
N80 nur~enn oue 8o teric8ema  Qos de ca1tva
MO\MWPK\ c »(‘\P? AT PAEAD fh LeA 0oCPCT din

Escribe una regla o formula con tus propias palabras que te permita encontrar el nlimero
de azulejos.cuadrados de cualquler pila. €& (:\““L CRn Q% QDN 00
% o palPPan MmOS) /2 ,n—L?
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Las respuestas nos dan indicaciones de cémo obtener el numero de

azulejos para la pila “n”. Si recurrimos a nuestro grafico y sumamos cada conjunto
quedaria expresado asi: n®+ n + 2.

aw,

Segundo conjunto: “n

Primer conjunto: n’, o como lo escriben

los estudiantes n x n.

Tercer conjunto: 2

5) El problema del Crecimiento de Azulejos Il

pila 1 Pila2 pilaz pila 4
Al inicio de la hoja de trabajo se les pregunta sobre lo que cambia y lo que
permanece igual en el patron. Los resultados fueron satisfactorios pues casi todos
los estudiantes identifican estos elementos, lo que les permite resolver los
cuestionamientos subsecuentes. Enseguida se muestran respuestas de lo que

ellos consideran cambiante y lo que permanece igual en la secuencia de pilas:
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Observe las siguientes pilas

===

|
Z %
Pial{]:2z Pila2 §)-3 Pila3 | Pilad .

¢ Qué esta cambiando o variando en esta secuencia? . \
%ue an aard et Cordio D de
VA0

¢Qué es lo que permanece igual en la secuencia? \ey N ( :[rdg oS de

que Qen -0 FTlre,

(,QucLesta cambiando o variando en esta secuencia? !
U0 g SI0MOCE B 04O O vl :)f;cj}y
(()n n DGl gz qul ol Nomeey RS [ey

'N
(Qué es lo'que pern igual en la ia? : L‘ Ciac

=

Esto nos indica que han encontrado un elemento cambiante constituido por
un conjunto de azulejos que aumentan en cantidad y que se acoplan formando un
cuadrado; | otro elemento que no cambia son cuatro azulejos al exterior ubicados
en las esquinas del cuadrado. A manera de reforzar sus hallazgos y ponerlos en
practica, se les pide dibujar dos pilas, la que continda en la secuencia (la pila 5) y

la 16. Observe lo que ellos escriben:

e - . o oy S
- , B 2 ] q
_ | YR & : ]
‘ ‘ i X ]
L O i | ; ROEE| D (< g
1§ i s
Pila 1 Pila2 Pila3 Pila 4 Pila 1 Pila2 Pila 3 Pila 4
+Qué esta cambmndo o0 variando en esta secuencia? ¢ Qué esta cambiando o variando en esta secuencia?
o | p,\)m\.\/\—\m ‘a. Qay €S | cendvo
¢Qué es lo que permanece igual en la 2l ot A (uacons 4Qué es lo que permanece igual en la ia?
Ga-0les os B cmiglos e las CSigurna
4Cémo le harfas para dibujar la siguiente pila? Q_Qﬂ%i) PN b aul D 4Como le harias para dibujar la siguiente pila? le soenavia 1 o |
le somd | \ wao 6 xb v \Geoo en cada ludo gosicida y el cesgWado lo mdbgiaria oor i
de Vo7 colleawnid®d | coad kO cownn sy e Lumomes 4 los M nnea camban
e\ a7z o\
¢Como le harias para dibujar la 16® pila? 12 ¢ [2 ARTIN-TV ,,Cémo Ie h-mas para dlbll ar la 16 ila? Usawa ' a &Hewpla
Cofam W Ctod oo o 0 iTeea Ve anar 4 A13 =28a+4= 293 condalos
Len coder eraning i J VN "\ «D-\,\
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¢Cémo le harias para dibujar la siguiente pila?
n el lody del cuadvodo del
A4 de on exhitrwas

OCNII0 _ vvYi [

¢Cémo le harfas para dibujar la 16 pila? hatio 13 \F lese sello f“
cpyodiodd odel pevivyed uw  Juc o nomicio 4 o
los < Micwn s, \ e

Tengo una caja con 165 azulejos cuadrados ¢Qué tan grande podria hacer una pila del
patrén? ¢>%  \en 1 .

; Cuéntos azulej drados podria t h ?

4 jOs cua S po omar para hacer la figura 10, 19 o la 727
D =00\l y et i X W\ =1\24 Lé‘
14 saod r\'ﬂ) N S\ ©) > )

7, = A
() R g 7 ) = N
—"("h 2060 f".::: N eCi 22 X RRw RE&ET

¢Cudl pila tiene exactamente 148 azulejos cuadrados? = 171 \\

=3 \q l2 ) 'D
At o | 25 L e £
3 X2 0 red 2 xl\33 Si4 )
S5eg o3 x\2 R il
i THN R e i

s_f«’—zi"" !C} é s

.21]H L{ , 19 ; 4\!2l

R o T2

| 98 2

Es evidente que ellos relacionan el niumero de pila con las dimensiones del
cuadrado central. Es decir, si se quiere construir la pila 6 ellos agregan uno a éste
valor. Entonces, se va a construir un cuadrado de dimensiones 7x7 azulejos y
luego se le van a agregar los 4 azulejos en cada esquina (en la misma direccion
gue giran las manecillas del reloj). En otras palabras, el cuadrado del centro se
forma al agregar uno al niumero de pila, por esta razon ellos llegan a una regla o

férmula como la que expresan en sus respuestas, observe:

4Como le explicarias a alguien cémo dibujar cualquicr pila del patrén? _S0ca16
m\ il U ente vl CU0ATdg st il ol oo
meandos o' =] y iurgo le apncin 4

(1) b4

Escribe una regla o formula con tus propias palabras que te permita encontrar el niimera
de azulejos cuadrados de cualquier pila, p
(n¥1)* +H
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¢Cmo le explicarias a alguien cémo dibujar cualtiuicr pila del patrén? _ PAD—
le poaiCton o myltighcadls @oc =
SN0 ~/ s

Escribe una regla o formula con tus propias palabras que te pgrmita encontrar el niimero
de azulejos cuadrados de cualquier pila. _ {™) .T_X ¥ (N4 iI\ 4+ 4
i= 7

(Cudl de las expresiones para la pila “n” es la correcta? Subrayala ¢Por qué crees que
esacslacomecta?_ (OS5 (N +N& 2oy [0 CH an
aaltal{s! Y "lon" M =t X6 s Gfieee,

a) n’+ 44n

b) (n+1)*+4

Escribe una regla o formula con tus propias palabras que te permita encontrar el nimero
de azulejos cuadrados de c‘ualquier pila.Qnie > e Mo p\e oy ¢
=2 ¥ au NMEeA QL v Ao e canid9e\s fal e bed ,,f
WMTIMO v despues | e aomwe. 16 4
¢Cudl de las expresiones para la ?ila “n” es la correcta? Subrayala ;Por qué crees que

s

esaeslacorrecta? X e~ | M= = le avpaenla
2R D se W X [ ymFams v des G =,
el sopeen lns S~
a) n*+ 4+4n
b) (n+1)%+4 .
B Gl sr g A

¢Cémo le explicarias a alguien como dibujar cualquier pila del patrén? I/LG. cef
oA__pnadlas)d Ade  Zax\x (m‘e---h + 4
cuaAT TON el \es \-.mu‘{ﬁ-»umm <

Escribe una regla o formula con tus propias palabras que te permita encontrar el niimero
de azulejos cuadrados de cualquier pila. (ﬂ, + “D )( ((/\4 | )-\ 4

[Tt

¢Cual de las expresiones para la pila “n” es la correcta? Subréyala ¢Por qué crf;es qu
esaes [acorrez‘)ta? Dogoe . AL mds T Wloot es lo de_
_eopmed ® H 4 condiifasde las arillas

a) n’+ 4+n

)@Y

En la revision de sus hojas de trabajo, llamé la atencién otro procedimiento
gue inicié un estudiante para resolver el problema de los azulejos Il el cual mas
adelante él lo descarto y opté por el procedimiento que describimos antes. En
esencia su procedimiento es correcto, quiza mas elaborado pero finalmente
llegaria a lo que los demas estudiantes concluyeron. Le faltaron recursos
algebraicos mas desarrollados y seguridad en él mismo para desarrollar un
procedimiento distinto al de sus compaferos. En adelante mostramos vy

explicamos lo que él hizo.
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i

Vg\ ¢Qué esta cambiando o variando en esta secuencia?

-\ [al’lalaVie) e enr-eqio ople (ion ayr\«Fﬂ'A‘uAcIQ
) L €1 -

pilo_er o ln

I ué es lo que permancce igugl en la secuencia? =/ ¢~ vody o e Jo
| S - e od Sl icy , = (=l = ’?Of/vlff:‘/!la
[|~I oo s v ba = Z S
N Como le harias para dibujar la siguiente pila?
"y
"o 5 diitms sbaja v P deyec o

L@

Tos ’rv(S/“OY‘S Clccl v I‘Fnﬁ

El estudiante s6lo nota los cuatro azulejos exteriores como elementos
permanentes en la secuencia y los remarca con color café. Textualmente se
refiere a éstos asi: “el cuadrado de la derecha, el de abajo, el de la izquierda y el
de arriba”. Por otro lado, lo que para él es cambiante lo describe asi: “el cuadrado
de en medio que va aumentando en cada pila que va aumentando de pila en pila”.
Pero éste cuadrado del que él habla lo fracciona en dos partes que remarca con
rojo y con su lapiz. Con la explicacion y los sefialamientos que el estudiante
realiza en su hoja de trabajo sobre como dibujar la pila 5 se aclara aun mas su
procedimiento. Observe lo que contesta: “Dibujo 5 hileras de 5 cuadritos después
se le ponen 6 cuadritos abajo y 5 a la derecha y los mismos cuadritos”. La

siguiente imagen (pila 5) ayudara a entender sus palabras:

— “... v los mismos
cuadritos.”

“dibujo 5 hileras de
5 cuadritos...” [Los
25 azulejos rojos].

“... después se le ponen
6 cuadritos abajo...”
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Mas adelante en su hoja de trabajo cambia su procedimiento por el que
presentamos antes. De haber seguido su procedimiento y con conocimientos mas
avanzados de &lgebra, tal vez hubiera llegado a una expresién como esta: n?
+(n+1) + n +4. En donde n® representa los azulejos rojos; n+1, los azulejos grises
en horizontal; n, los azulejos grises en vertical y +4, los azulejos cafés. La
expresion n® +(n+l) + n +4 simplificada queda como n?+ 2n +5 que es
equivalente a la expresién (n+1)?> +4 que es a la que llegaron los demas
estudiantes.

Al igual que en los anteriores problemas, cuando ellos dicen: el nimero de
figura, el nimero de posicion, el nimero de longitud, el nimero de pila, etcétera,
parece ser un factor importante que se debe de considerar a la hora de tratar de
generalizar una secuencia o0 patron. Los estudiantes no lo dicen con éstas
palabras pero si se dan cuenta de que hay una relacion entre el nimero de figura
y los elementos de la figura en cuestion. Detectar dicha relacion les facilita el
camino para descubrir y desenmarafiar el patron y de cierto modo poder predecir o
caracterizar un componente de ese patron. En el caso particular de los azulejos y
del crecimiento de pilas, se trata de encontrar la cantidad necesaria de éstos para

cualquier pila del patron.

6) El problema del Crecimiento de Pilas

Pila 2 Pila 3 Pila 4

El trabajo para los estudiantes inicia cuando se les presenta a los estudiantes un
patron de pilas, que a diferencia de los anteriores no comienza con la pila 1 sino
con la pila 2. Ellos tienen que dibujar dos pilas anteriores y dos pilas posteriores.
Es decir, lapila0,la 1, la5 yla 6. La resolucion a esta solicitud permitio ver si los

estudiantes identificaron regularidades en el patrén. Después de la revision de sus

177



hojas de trabajo, ahora se sabe que casi la mitad de estudiantes tuvo dificultad
para dibujar la pila Oy 1, pero esto no sucede para la pila 5 y 6. Existen diferentes
maneras de visualizar el patron y por consiguiente diferentes maneras de
expresarlas, aunque al final todas resultan equivalentes.

En este problema se produjeron distintos procedimientos. Son ocho los que
a continuacion se presentan, algunos son variantes de otros pero conducen a
expresiones diferentes debido a su visualizacion. Se ejemplifica con la pila 3 en
todos los procedimientos para hacer mas evidente las diferencias entre ellos pero
no significa que sélo con la pila 3 funciona el procedimiento, es valido para la pila

[{pel)

n” en cualquiera de éstos.

Procedimiento 1. Este fue el mas utilizado por los estudiantes. Consiste en
fraccionar la pila en tres conjuntos de azulejos: Un cuadrado al centro, una fila
debajo del cuadrado y una fila arriba del cuadrado. El cuadrado del centro tiene
por medida de lado un nimero de azulejos igual al numero de pila. Es decir, si la
pila es la numero 3, entonces cada lado del cuadrado tendra 3 azulejos y 9 seran
los que conformaran el cuadrado. La fila debajo del cuadrado tiene una cantidad
de azulejos igual al nimero de la pila mas dos y la fila de arriba tiene una cantidad

de azulejos igual al numero de la pila mas uno.

n+1

n+2

Pila 3
Las imagenes muestran como los estudiantes construyen y emplean tal
procedimiento para dar respuesta a los cuestionamientos los cuales tienen como

objetivo ir abriendo paso hacia la generalizacién del patron.
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Examine el siguiente Patrén de “Pilas” ______ Examine cl siguiente Patrén de “Pilas”

4J
R o e 1 (3
e T :
) | i 4
ila 2 Pila3 Pila 4 ) =
I.-EsbozayeliquzmIaquinl:\,ssxm,gimera,y]apil:Osobrcpapclcuadriculado, Ly r1 - =L ‘i - ] I
S a o Pila2 Pila3 Pilad4
= e - o e ) R & Z0
mj 2 , 1. - Esboza y etiqueta la quinta, §cx > _i'IlLrEL y la PilaOsobrc papel cuadriculado.
So AnERE AOBAERE
- = i R LA ) V=]
9 N+ Hl, = AT

5 - )
2 (Gl aouljos sudiadon 8 oo pact consiuir cati i acesas pilas?
pila_D=38 azdeios , oh 6= 5. apieias .
pila =6 azdeics . qild 0=H onles L&

7l D | @it .s c,

3. 4Como lclmrhspammbujarladi mmp-lawﬂum\q 3 fleendas s 1

n:z Aﬂ- ) les veultadsr ge vae Pla &
¢ cada uno suraaya 10.7 12 10.10=100 B o | alei & necest = 3
BT IDo e =TS Alhs de i 3010 © 2 (,Cuar)!os azulejos cuadrados se necesitan para construir cada una‘de éstas pilas?
C{wo C"?Q o0 S, poug /e T2 6, oave Iz
4.- Tengo ung caja con 289 azulejos ;Qué tan grande podria hacer una pila del patron? c3n oo Lo T
X » ¥ v 3 s n ”~ YAl "1/
wo oo posicign 15" (on 258 ardeio S A < soa 31 Zcaclifos

Procedimiento 2. La pregunta de cuantos azulejos cuadrados se necesitan
para construir las pilas 0,1, 5 y 6 puede ser respondida cuando se dibujan cada
una de éstas. Una estudiante contestd: “para saber hay que multiplicar la posicion
[N° de pila] por la misma, mas 1 y sumarle la posicién -1 y después sumar 4”.

Observe imagen:

AT ;\ ( o i Ex;miqe el siguiente Patrén de “Pilas”
- ] T [z
( ’ ﬂ+1 N + ¥ 2 = 1] 2]
““““““ an -
7 p—t— i
4
S e | 13 2 IGT9
O,b Pila2 Pila 3 Pila 4
1. - Esboza y etiqueta laquinta;sexta, primera-y-la pila 0 sobre papel cuadriculado.
A
=
. | )]
|
+
[ ]  oxé =20
i ]
2. - ¢Cuantos azulejos cuadrados se necesitan m\conslruir cada una de éstas pilas?
eose soitac oY qoa Lhear la macon foc
o _evnene, 1Y u‘ medda: oongien’~T y - =23
S0MGC

Ella escribe la expresion: n(n+1) +n-1 + 4, que nos permite entender lo que
ella respondié en la pregunta antes mencionada, lo cual esta estrechamente
relacionado con la forma en que ella colorea las pilas presentadas en la imagen de
su hoja de trabajo.

Cuando ella dice: “hay que multiplicar la posicién por la misma +1...” se refiere a

la expresion n (n+1).

179



Cuando ella dice: “... y simale posicion -1...” se refiere a la expresién n-1.

Cuando ella dice: “...y después sumar 4”es lo que ella agrega como +4.

Ahora hace falta asociar éstas deducciones a las imagenes. El conjunto de

gue ella remarca con azul es un rectdngulo que se construye con la expresion: n

(n+1), cada uno de los multiplicandos de la expresion se refieren a los lados de

dicho rectangulo; uno tiene el mismo namero de azulejos que el numero de la pila

y el otro lado es el nimero de pila mas uno. Luego, el conjunto de azulejos que la

estudiante remarca de color naranja es el nimero de la pila menos uno y por

ultimo ella agrega los cuatro azulejos constantes coloreados de verde.

Ella deserta de este procedimiento y cambia a otro que se presenta mas adelante

como procedimiento 5.

5.- ¢ Cudntos azulejos podria tomar para hacer la pila 572

PN DD

6. - Usando el modelo o la imagen directamente, describe con tus palabras al menos dos
maneras diferentes en las que podrias determinar el nimero de azulejos necesarios
para hacer la pila 7 en la secuencia.

1 P

7.- Si tit todavia no lo has hecho, entonces, escribe una regla o formula que coincida con
cada una de las maneras que tii describiste en el punto . Cada regla (representacién
simbélica) debe permitirte determinar facilmente el nimero de azulejos necesarios
para hacer la pila p en la secuencia. Si usaste letras di qué significa cada una.

e +hH T

S —Z06GE G uacet isg popicien g Evade 2y
| - ooM\ON_ C\_Co A fedn

Esta es la descripcion del otro
procedimiento que adopta.
Aunque después de revisar su
hoja nos percatamos que esta
mal interpretado por ella.

Este es la descripcion del
procedimiento que us6 en un
principio el cual estd mejor
comprendido por ella.

Otro estudiante también construye el mismo procedimiento. Observe lo que él hizo

y la representacion del procedimiento:

1. - Esboza y etiqueta la quinta, sexta, primera, y la pila 0 sobre papel cuadriculado.

-

] e AT

i T Tl
(R

O F

2. - (Cuantos azulejos cuadrados s necesitan para construir cada una de éstas pilas?
- L g ooz Kd
.28 .

-

3. - {Coémo le harias para dibujar la décima pila?_J O> )\ 1=~/ ot o =l +
[ e B ]

n(n+1)

Pila3
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Procedimiento 3. Surge de un Gnico estudiante. El construye un cuadrado
con azulejos y le suma dos azulejos como elementos constantes. La forma en que
construye el cuadrado es movilizando una fila de azulejos de arriba hacia abajo en

forma de columna y desliza dos azulejos de abajo hacia enfrente. Observe:

= —) p

Pila 2

El expresa su visualizacion como (n+1) (n+1)+2, en donde (n+1) (n+1) es el area
del cuadrado y el “+2” son los azulejos restantes deslizados. Esta visualizacion la
aplica para cada pila del patron. Y como no hay una expresion algebraica que
pueda elegir, en las hojas de trabajo, que se parezca a la suya, opta por la
expresion: n? + n+1 + n+2. Si su expresion (n+1) (n+1)+2 se simplifica quedaria

como: n?+ 2n +3.

Examine el siguiente Patrén de “Pilas”
il
P 5
= l l\ (I IR
= Ll—l VikE F)Té e lw' ([ ’ZO
A ‘12‘{ T A ; AR
(= () _x& i Tla| | ,74,—7_4..4 ‘
A= e o I S O o s e A Y
PilX3+2. Pila.?g ‘ ~ Pilad (
] | 27 f =
1. - Esboza y etiqueta la quinta, sexta, primera, y la pila 0 sobre papel cuadriculado. e !—JA"L /
: —
3X3
q 42: I
I3

El explica su procedimiento en los primeros dos renglones de la pregunta 6
y agrega otra explicaciéon de un procedimiento que él asocia a la expresiéon n? +
n+1 + n+2 la cual al final elige como la correcta para la pila “n”. La respuesta que

da a la pregunta 7 es la que complementa a la 6.
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6. - Usando el modelo o la imagen directamente, describe con tus palabras al menos dos
maneras diferentes en las que podrias determinar el nimero de azulejos necesarios

para hacer la pila » en la secuencia. /
,» ot peoay i) - T\’(;\\MP‘QF‘ =a @\l(‘ [ Soacpo ] AV
-~ :’V.\A,‘)J\g\}. PPN L™ ¥ . o Serones 2
s
RLLS a‘ ‘QIMQYA r\\o_ n-\“q !m "*/)(1)-' AY'S ] W:hf\'\
ey S % > rne Pt Svne n | o < /Y:M\f -\_!__
B 2D PN o s 7200 0 D vy 1z Y i PR - ==
- e e = - e =

7.- Si ta todavia no lo has hecho, entonces, escribe una regla o féormula que coincida con
cada una de las maneras que tu describiste en el punto ®5Cada regla (representacion
simbdlica) debe permitirte determinar facilmente el nimero de azulejos necesarios

/pa:aJJiicer a pila p en la secuencia. Si usaste letras di qué significa cada una.

W A ‘ NAZ n= /l_f&l(‘qi?‘( D onera An !’)‘x\-f:‘

N Y '

Observe la representacion gréfica:

IH|::> (n+1)
-

Pila 3 (n+1)

Procedimiento 4. Lo realizan dos estudiantes. Las anotaciones que hacen en
sus hojas de trabajo permiten dilucidar en qué consiste éste. Ellos construyen un
rectangulo moviendo un azulejo de la parte superior derecha hacia la esquina
superior izquierda. De esta manera queda completo el rectangulo, que tiene por
medidas: un lado igual al nUmero de pila y el otro, igual al nUmero de pila mas dos.
Como elementos constantes quedan tres azulejos fuera del rectangulo. Entonces,

su formula (n+2) (n) +3 se refleja en la pila asi:

>

Pila 3 H_J

n

La expresion a la que ellos llegan: (n+2) (n) +3, es equivalente a: n®+2n +3.

Observe se las hojas de trabajo de los estudiantes:
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4.- Tengo una caja con 269 azulejo GQ ¢ tan ,g 3{ (% odria hacer una pila del patrén?
ung e

Qf n g +Sinmuto

$Cr (Q{ﬁ—k o 1\

7

(Y\Jr le (‘»-\@

8.- {Cuél de las expresiones para la pila n ¢s una correcta" Subrgala Ly, por qué crees
quees la correcta?’ i l

on iy giilg 1

a)n+2n+3
b) n’+ n+243 “l o

op 4”7
o) n*+ 243 | +1 i 3
d)n’4ntl+n+2 QO’E(/L qol’/)

Examine ¢l siguiente Patrén de “Pil

: 4 1] ,m] —
= e L] T |7 1
T AT e | 17 11
) £ o inim Ri1=Y J lz L
/ /4 | ] A ] .00
it 4], AVA A7 A4 BT
any Pila 2 4 V)(WDPIMB 42 "“—C\ Pilad 47 1 >
n n o Semd o T4 - e A
1. - Esboza y etiqueta la quinta, sexta,  primera, y la pxlaOsobre papel cuadriculado. A
= 1. N T n: ?:pl\&ﬁ
N
) =
i = ¥ 1
N Y . E¥2. Sy
¢ L 2.- (,Cu‘mtos azulejos cuadrados se necesnar para construir cada una de éstas pilas? R
)f’r\‘-gt\k\r\‘-\—?) 2.8 enlg ‘is S1en la (° £ 110
' o n” \

i B ')
\

]

N apy)

- ¢{Cémo le hariaj para dibujar la décima pila? rm\lm( 10 ln Mo
p‘mrw)l(\ en 10600 Ine2) N+ )

4.- Tengo una caja or{ 289 ulejos ;Qué tan grande podria hacer una pila del patron?
A
13315 +3 = 235%
Nl =

6. - Usando el modelo o la imagen directamente, describe con tus palabras al menos dos
manéras diferentes en las que podrias determinar el nimero de azulejos necesarios

para hacer la pila 7 en la secuencia.

Pamea mn\nmm o/ Fmolo olf 6 oot &1 ce
veadel yednb e vndy D ahonkes o decy

[mnl\ v (V\\Aw“%

=F?)mmc N en on daron de b Yoot
\ ? 3
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Procedimiento 5. El siguiente procedimiento lo desarrolla un soélo
estudiante parece similar al anterior pero no lo es. En el anterior se construye un
rectdngulo y en éste procedimiento se construye un cuadrado y se ensamblan dos
hileras de igual tamafio sobre éste. En otras palabras la pila se fracciona en tres
conjuntos: un cuadrado, un rectangulo y tres azulejos. El rectangulo se conforma

al deslizar un azulejo de la parte de abajo hacia la esquina superior izquierda

> 1

Pila 3

observe:

Su visualizacion recae en la expresiéon: n x n + 2n + 3 para determinar el

“* !)

numero de azulejos necesarios para la pila “n”. En donde n x n representa al
cuadrado; 2n, representa al rectangulo y 3 los azulejos restantes permanecen

constantes en las pilas. Al final, él elige la expresién: n?+2n + 3.

[ DIOC (SICMEIE TIOFe O¢ Nacer anolacioncs, esquemas, Notas, €1c.). © 7
e e S Examine el siguiente Patrén de “Pilas™ ~ ‘\\'
¥ 7 HEEEN ,4', 2
, b ¥4
~ / \
1 > 20 i l o'} \
- ,
| : e
\ L] I ! S 7 \
iy V7 Tl ,
N Pila3 Pilad4 | 1
S 5 \ -
1.- Esbozay euqueta la quinta, sexta, primera, y la pila 0 sobre papel cuadr?u\{do, L)
Soale, £y aame (E'*O Vivaer //
G 1 : = R )
—y 2 B
E.] 3T AR B EE BT -
sy X ¢ ’ r /- AY
AR = =
q\,,¢.|a\ R Y £33 I I I = N TIE [w]
} 7Yz == : X
£"J""U\ AEEED 5 -1~ ED.—J
= e | )2 W - - :

2.- ,,Cuénlosazulcjoscuudmdosscngccsmn amconslrrlrc‘lda dcﬁs spllas7
w le avipla 386 . En ¢ ﬁz\ En le

coowmeVon € s e Joo 0 con
-

3. - ¢Cémo I harfas para dibujar la décima pila?_<r1en wocf i ;(!..un/ n x
n +2N. + 3

¥ Is - 1%

%6

4.- Tengo una jaja cin 289 az, ]ejss £Qué tan grande podria hacer una pila del patrén?
15 d o m:r

El circulo a la izquierda sefiala como el estudiante mueve el azulejo a otra
posicion en la que completa las dos hileras con un nimero de azulejos igual al
namero de la pila. El circulo de la derecha sefiala como el estudiante resuelve la
pregunta de cuantos azulejos podria tomar para hacer a pila 57. Su respuesta fue
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3366 azulejos. Lo que hizo segun su procedimiento fue multiplicar el nUmero de la

pila por si mismo, 57 por 57 obteniendo 3249. Luego multiplica 52 por 2 y obtiene

114. A estos resultados les suma los tres azulejos de esta manera obtiene los

3366 azulejos.

Procedimiento 6. Consiste en fraccionar las pilas en tres conjuntos: un

rectangulo y una columna que aparecen como los elementos cambiantes; y cuatro

azulejos que son el elemento constante. El rectangulo estd conformado por el

namero de pila menos uno que seria la base y su altura es el nimero de pila mas

dos; la columna es el niumero de pila mas uno y al final restan los cuatro azulejos

de los extremos, dos arriba y de abajo. Observe el dibujo:

n+2 <

Pila 3

n+1

Este procedimiento lo desarrollan dos estudiantes cada uno por su lado.

Uno de los estudiantes lo describe cuando se le pregunta como dibujar la pila 10 y

él contesta lo siguiente:

Esta es

3. - ¢Cémo le harias para dibujar la décima pila? WSO [ﬁ \\‘?\ {O‘(m [0 (0\
26 el prirmey pilayr Nt M os snoientés
vilaves ﬂ[h—l\x{v\‘r)ﬂ'\ u_loeas €4 \eo

Yoy posteviav ael Ao Adrecha U tambi€n

Cn o’ SopelOn les pPondric, 2 (0GOS

A Lo p SRR SO O ), SR

i Sl s
| 7 [3@@\)4 % tﬁ W ¢ R [
?-

la imagen que acompaﬁa a éstas palabras:
K q& nr Examine el siguiente Patr(’m de “Pilas” l’&l‘
G S il
Al ,,,+4 )crf ki
\ [ v a8
B, —@j 16 5 W
wi}bﬁ%‘( / A 1

‘Pila 2

| #t40t2 (1)t

Pila 3 Pilad
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Cuando dice: “el primer pilar (n+1)” se refiere a lo que marca con color rosa.
Continua diciendo: “para los siguientes pilares [(n-1) x (n+2)]” corresponde a lo
que marca de color naranja, que es un rectangulo. Luego dice: “y luego en la parte
posterior del lado derecho y también en la superior les pondria 2 cuadros” que son
los 4 azulejos que sefiala con color verde. La férmula que el estudiante establece
se agrupa en la siguiente expresion: n+l [(n-1)(n+2)]+4 que simplificada es
equivalente a la expresién. n?+2n +3.

Una estudiante explica con sus propias palabras su férmula para saber

cuantos azulejos son necesarios para un numero de pila cualquiera.

Examine el siguiente Patrén de “Pilas” - ~~

/’//., . 2 ;fl ' \\\\
’ F ~
i o 2 4 : A
T o= i et
— .’4 I . ‘ 3 T / - \\\ o% 1
}';b : “\ y ] l\ t L’ = | ,I’
T] BN N OV R
Pilaz Pila 3 ~._ Pila4 REEEL At

< -

1. - Esboza y etiqueta la quinta, sexta, primera, y la pila 0 sobre papel cuadricutads.” ~

- I
1 | 2 R ,
Q ¢ | 8 S e
Pii R S\ To Y TS
2. - ¢Cuéntos azulejos cuadrados se necesitan(paga construir cada una de éstas pilas?
14)

Pla O iereSpilo4htne Gla pila ¢ fient 51,
G otent g — e sl

3. - (Como le haras para dibujar la décima pila?D L€\

Columna, O 1o gxk)rvc\;o \ m\\ log Bk f.;‘s-n%mO%‘

Y avia ¥ CewvnDI0 Ae 1O 10vop dE pevie [A02%
ednd e N-1 S G S5

4, IO qOCTSIC_ a0 ) PTIC PUTS A © (03U
4.- Ten%g)g rﬁ%%;;%oz{’ ﬁé%‘zqaos Z’QJéﬁ‘ﬁréﬁd po‘ﬁr(iﬁﬁgr‘i\'rxl‘a pila del patrén? 46
EnUMCive  de pia (cia (s N
2 '
555y } Lo
SL ¢—50 {0 1l
o Q >
%3 s L9
1 -8 )
a \ s QB ":f\ \ 'L(l
bre \Sﬂf’v“ [
-—V- 15 L;'u

Ella dice: “bueno la primera columna no la cuento [la sefiala con una linea
rosa] ni los dltimos [los cuatro azulejos a la derecha] y haria por ejemplo de lo

largo [ancho] depende el nimero de pila le resto 1 o sea n-1, después para lo
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largo hago n+2 [el largo y ancho que sefiala con flechas, es el rectdngulo] y lo que
sale multiplico, después n+1 y eso lo sumo con el resultado pasado y después
sumo 4”.

En la imagen también se sefiala cdmo la estudiante ejecuta operaciones
con un esquema de su creacion que se conjuga con su descripcion de la décima
pila. El numero “10” representa al numero de pila, el nimero 9 representa a (n-1),
el numero “12” representa a (n+2), el “11” el numero de la columna exterior al
rectangulo y el “4”los azulejos que se agregan al final. Este esquema lo usa para
encontrar la cantidad total de azulejos de diferentes pilas.

A final los estudiantes eligen las dos expresiones n?+2n +3 y n?+ n+1 + n+2 de

la hoja de trabajo, pues no habia una como la que ellos construyeron.

Procedimiento 7. Esta forma de encontrar el niumero de azulejos para
cualquier pila del patrén consiste en fragmentar la pila en cuatro conjuntos, resulté
practico distinguirlos a través de colores. Esta estrategia rapidamente la hicieron
suya los estudiantes. Ellos describen con sus palabras coémo hallar la cantidad de

“* ”

azulejos para la pila “n”. Dos estudiantes escriben lo siguiente:

1. - Esboza y eti i i i i
6. - Usando el modelo o la imagen directamente, describe con tus palabras al menos dos oz Yctauet Iaﬂqgr;@, SNt primera, y 12 pil3 0 sobre papel cuadriculado.
maneras diferentes en las que podrias determinar el nimero de azulejos necesarios | 7 - —
para hacer la plla nen la secpencia. g() J 2 : B o B o e |
m:)/i.b eas A, ® de cawmehsd AL° i AT 5
a ' /iuco de q(flba %z F ol cnode¥a ! Y i il Bt
,Je \ »soc)IIAO ; Ll | SR P |
: e N N k Vi
Zo linea da & CLGUIVIGX—‘)+F‘\ = = BRSNS S T
<e -']/uta:}(n A e Jaech| m = — -
| Voo £ 5
= = Pl
s < 5 ! -
7.- Si t todavia no lo has hecho, entonces, escribe una regla o formula que coincida con 2. - (Cuéintos azulejos cuadrados se necesitan para construir cada una de éstas pilas?
cada una de las maneras que tii describiste en el punto##4Cada regla (representacion =i S=28
simbdlica) debe permitirte determinar ficilmente el niimero de azulejos necesarios | =
para hacer la pila p en la secuencia. Si usaste letras di qué significa cada una. =
PRI T - S
< \ | ; ; ol N L
n= Co0lat i Ar AUVAE(D e } Ha‘ 3. - {Como le harias para dibujar la décima pila?
7 ; usal 1o Datmala VAN X e
8.- ¢Cudl de las cxprcsnones para la p\Ia n es una correcl'? ubrayala jy por qué cregs
: que esla éo frecta? iz [I3]a oo O 4.- Tengo una caja con 289 azulejos ¢Qué tan grande podria hacer una pila del patrén?
” o Eq lg, B ‘la 1§ g Sabtan |

El expresa su visualizacion como: nxn +n2 +3. La expresion nxn, representa
al cuadrado del centro que tiene como medida de lado el numero de pila; n2
representa dos conjuntos de azulejos en hileras o rectadngulos, uno en la parte

superior del cuadrado y otro en la inferior, con una cantidad de azulejos cada uno
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igual al numero de pila, por esta razon lo expresa como n2 6 2n y el 3 son los

azulejos restantes. Observe los dibujos de ambos estudiantes:

Examine el siguiente Patrén de “Pilas” Examine el siguientc Patrén de “Pilas”
O S
o FURY Sl I s - >
Tr' N B ‘é - ,’___ i \L\-/’ o neg
o i ) T LT 42 1 s = R Is Wi B
Pila2 Pila3 ~ (Rilag PilaZ) Pilagy Pilady

Enseguida se muestran las representaciones graficas de cada uno

respectivamente.

nxn 6 n? ~2n

Pila 3

Procedimiento. 8. Lo realizan dos estudiantes, separan la pila en tres
partes. Dos de éstas son cambiantes y la otra es constante. Una de las partes
cambiantes es un rectangulo que tiene por ancho un numero igual al nimero de
pila y de largo el nimero de pila mas uno y la otra parte cambiante es una hilera
en la parte superior del rectangulo con una cantidad de azulejos igual al nimero
de pila mas uno. La parte constante esta representada por dos azulejos. Observe

la siguiente representacion:

n+1

/S

[||]|::> n+1

Pila 3
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Uno de los estudiantes explica como dibujar la pila 10 siguiendo este
procedimiento:

3. - 4C6mo le harias para dibujar la décima pila? S® 29 ¢ 28 (o See e R

dit 7 fle - 2C UGS

%\m;,! SMfarde, ledm v leda’ ¥ \ 0 safno Los et
@ Sbais ¥ loSde g o PRNOK T 11O {»?,4’—(7:@3

4.- Tengo una caja con 289 azulejos ;Qué tan grande podria hacer una pila del patrén?

1o 0810, 15 v sobeo. 37

3. - {Cémo le harfas para dibujar la décima pila? m{\(“;&"\(‘,\ Gan tbet
W oogen w1 \Vfon ants \e dernos

2a X1 (Y& +7 = V) £/ =~ /)3

Lo que él hace primero es obtener la cantidad de azulejos del rectangulo
expresado asi: n(n+1). El multiplica 10x11= 110 a este resultado le suma los dos
azulejos constantes después agrega el numero de azulejos de la hilera superior
gue esta representada por n+l, que en este caso es 11 y al final obtiene 123

azulejos que son los que se requieren para construir la décima torre.

Examine el siguiente Patron de “Pilas” DEne I Reirbndo Hilag 5
JEEERLINL 1]
T] a -1 1 [ 1] ) :
] ! i
5 ) pd. - 4 e
ila 2 Pila 3 V) N Plla4_i / Pila 2 Pila 3 Pila 4

Ellos no desertan de su procedimiento, es eficaz para dar respuesta a
cuestionamientos como los siguientes:

4.- Tengo una caja con 289 azulejos ;Qué tan grande podria hacer una pila del patrén?

\S 85 e\ muneno o Do hafers
Y

%
5.- ¢ Cuantos azulejos podria tomar para hacer la pila 57? ‘S 'S L b

Y306 arde o
LTS =

1
6. - Usando el modelo o la imagen directarr—}‘éntg,de’s’%rgbcon tus palabras al menos dos
maneras diferentes en las que podrias determfngr el nimero de azulejos necesarios
para hacer la pila n en la secuencia.
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Las respuestas son correctas. Por ejemplo, en la pregunta 5 esta escrita la
operacion que los llevo a resolverla. El nimero 3306 es resultado de multiplicar
57x58 que son los azulejos del rectangulo, a esta cantidad se le suma 2, que son
los azulejos constantes y también se agregan 58 azulejos que son los de la hilera
superior. De esta sumatoria se obtiene 3366 que son el numero de azulejos para
hacer la pila 57.

La estudiante no logra escribir el procedimiento de forma algebraica y elige
la expresién n? + n+2 + 3 de las opciones que se le presentan en su hoja de
trabajo, pues no encuentra una expresion que se asemeje a su procedimiento. El
otro estudiante, a pesar de que no encuentra una que exprese su procedimiento
trata de modificar una de las opciones que se le presentan pero al final el mismo la

escribe. La cual es aceptable. Observe:

6. - Usando el modelo o la imagen directamente, describe con tus palabras al menos dos

maneras diferentes en las que podrias determinar el nimero de azulejos necesarios

para hacer la pila » en la secuencia.
SoaESas do s w0le ol ©X B XG0k \osjoa
<109 Y i A = 2 ! 2

8.- (Cudl de las expresiones para la pila  es una correcta? Sybrayala ¢y por qué crees
que es la correcta? & | Rove ve €5 paitn 1/] t

a) n+2n+3
b) n?+ n+2+3
c)n+2n+3

¢ d)[?l“j(mrl}@& 3
[CAMRNZY 2 = 1T N0 € K © nxnfl mas ni) +
2

Las siguientes son imagenes de los estudiantes de alto rendimiento en
matematicas resolviendo los problemas de generalizacibn de patrones en un

ambiente de lapiz y papel.
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3.3.2. ANALISIS DE LOS DATOS OBTENIDOS EN LA CUARTA FASE.
ACTIVIDAD DE LOS ESTUDIANTES EN EL AMBIENTE DIGITAL

Este apartado forma parte de la tercera seccion del capitulo, aqui se presenta el
andlisis de la resolucion de los estudiantes a los problemas sobre generalizacion
de patrones con la ayuda del manipulativo virtual usado en esta investigacion. El
analisis corresponde a la cuarta y Ultima fase del trabajo de campo, en ésta
participaron alumnos de primer grado de bajo rendimiento académico en
matematicas. Cada uno de los problemas de patrones, tal y como les fueron
presentados a los estudiantes en esta fase, se pueden consultar en el Anexo B.

El analisis de cada uno de los seis problemas se realiza de forma detallada
y en el orden en el que los estudiantes los resolvieron. En éste se da a conocer los
procedimientos a los que llegaron los alumnos en la cuarta fase y si estos guardan
alguna correspondencia con los que desarrollaron sus compafieros de alto
rendimiento en la tercera fase. Es decir, el analisis nos confirmara si las rutas de
aprendizaje que se generaron a través del andlisis de los procedimientos de
resolucién de los estudiantes avanzados cumplieron el objetivo de guiar a los
estudiantes de bajo rendimiento a la comprensién y resolucion de problemas del
mismo tipo. Asi también el analisis hace saber la pertinencia del uso del
manipulativo virtual como un mediador para facilitar el aprendizaje a estudiantes
de bajo desempefio en matematicas en tdpicos como el que aqui se puso en
juego.

Se adelanta al lector que los argumentos incluidos en nuestras hipotesis los
cuales tienen que ver con las ventajas de compartir el conocimiento entre pares,
particularmente de aquellos con mas capacidad en la comprension de problemas
matematicos para aquellos que requieren de otras formas de abordar los
problemas, han resultado idoneos para el propésito de hacer una clase de
matematicas mas inclusiva. En otras palabras, para que mas estudiantes lleguen a
la comprension de los problemas matematicos planteados por el profesor y en el

mejor de los casos consigan resolverlos.
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Para iniciar cada una de las actividades sobre la generalizacién de patrones el
estudiante ingresaba a la direccion electronica:

http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html la cual abre el manipulativo virtual. Las

instrucciones precisas estaban en las hojas de trabajo para que el estudiante
actuara de manera auténoma. Solo en algunos casos, por ejemplo, cuando se
cambiaba la seccién del manipulativo para usarse en otro problema y para ciertos
alumnos que requerian de instrucciones mas puntuales, se daban sugerencias o
recomendaciones breves en relacion al manejo del manipulativo para conocer y
usar las herramientas que les posibilitaran contestar los cuestionamientos que
darian solucion al patrén presentado.

Enseguida inicia el andlisis de los seis problemas de patrones resueltos
bajo un ambiente de aprendizaje virtual en el siguiente orden:
La Letra "V~
El Disefio de la Viga
Las Estampas en el Cubo
El Crecimiento de Azulejos |

El Crecimiento de Azulejos I

A T o

El Crecimiento de Pilas

El problema de LA LETRA “V”

El problema contenia ocho preguntas, las cuales tenian como objetivo que el
estudiante reconociera o identificara regularidades en el patron lineal, éstas le
permitirian discernir sobre la conformacion y la cantidad de bloques en cada Letra
V del patron.

Después de revisar las hojas de trabajo se encontré que casi todos los estudiantes
observan el aumento de blogues de una figura a otra, ésta es una primera
observacion que se debe considerar para avanzar en la resolucion del problema.
Para responder las primeras cuatro preguntas de las hojas de trabajo, los
estudiantes hacen listados a través de un conteo simple. Algunos estudiantes dan
continuidad a la tabla aumentando dos bloques a la secuencia iniciada en la tabla.

De los listados que realizan, casi todos culminan en la figura 15. Esto es porque
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mas adelante se les hace la pregunta de cuantos bloques tendra la fig. 15. Hasta
ese momento no parecian tener dificultades en dar respuesta a tal pregunta pero
no fue asi para otros que iniciaban la busqueda de un procedimiento mas practico,

el cual surge cuando comienzan a construir las primeras Letras V del patron.
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Hay dos cosas que suceden al construir las Letras V con el manipulativo. La
primera, para conformar las primeras cuatro Letras V o figuras del patron tienen
como referente las imagenes que estan en las hojas de trabajo, lo que les implica
observar y contar el nimero de bloques de éstas para construir figuras iguales con
el manipulativo y para continuar construyendo las figuras subsecuentes con las
caracteristicas que definen al patrén, ellos deben percatarse de cuanto aumentan

los bloques de una figura y la siguiente. Observe lo que dicen los estudiantes:

- “Aumenta porque la figura va aumentando”

- “Aumenta porque el patron aumenta de 2 en 2”

- “Aumenta porque asi es la secuencia, va aumentando de manera
proporcional”

La segunda, el construir con el manipulativo virtual las Letras V del patrén
cada vez mas grandes para saber cuantos bloques las conforman, ellos llegan a
un punto en que se ven obligados a buscar un procedimiento, sin necesidad de
construir todas las Letras V que anteceden a la que estad en cuestion, éste les
permita saber la cantidad exacta de bloques que forman cualquier Letra V del
patron. Entonces, ellos comienzan a observar mas detenidamente las Letras V

construidas, en otras palabras, buscan cosas comunes entre las Letras V
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construidas para reproducir esas caracteristicas en otras mas distantes en la
secuencia.

Para contestar las preguntas de cuantos bloques estaran en la fig. 15 o
Letra V nimero 15 y como saber la cantidad de bloques de cualquier Letra V del
patrén. Los estudiantes de la cuarta fase llegan a tres procedimientos, dos de
éstos fueron también encontrados por sus compafieros en la tercera fase
(alumnos avanzados). Enseguida se describen los tres procedimientos a los que
llegaron los alumnos de bajo rendimiento en matematicas usando el manipulativo

virtual.

1) Procedimiento a través del numero de figura antecesora.

Los alumnos inician la resolucion del problema realizando listados (ayudados por
la herramienta de conteo que tiene el manipulativo) para hallar el total de bloques
de una figura. Pero este ejercicio se vuelve inoperante cuando se trata de
encontrar una figura lejana en la secuencia, dado que se tendria que hacer una
lista extensa para llegar a saber la cantidad de blogues necesarios para
construirla.

Ellos saben que la cantidad de bloques de una figura a otra aumenta en
dos. Entonces tienen que conocer cuantos bloques tiene la Letra V anterior y sélo
aumentarle dos para obtener la cantidad de bloques de la figura deseada. Observe
lo que dijo un estudiante para el caso de la fig. 15: “29 bloques, porque fui
sumando de dos en dos porque cada figura va aumentando dos veces”. Esta
manera inicial de conocer la cantidad de bloques de una figura se transforma en
otra que resulta eficaz para resolver el problema de la Letra V y generalizar el
patron. Observe la respuesta de otro alumno a la misma pregunta de la fig. 15: “29
bloques porque es la sucesion, a la cantidad se le suma su antecesor 2+1 = 3”.
En esta respuesta, el joven se refiere a la Letra V nimero 2, a la cual le suma el
namero de figura antecedente que es 1, obtiene 3 que resulta ser la cantidad de
bloques para la Letra V numero 2. En otras palabras, si se quiere saber la cantidad
de bloques de cierta Letra V del patrén, lo primero es conocer su numero de figura

0 la posicion que ocupa en la secuencia y a éste nimero sumarle el nimero de
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figura anterior, el resultado de la sumatoria seré la cantidad total de bloques de
dicha la Letra V. Por ejemplo, si se quisiera saber la cantidad de bloques para la
Letra V nimero 72, entonces al 72 se le suma el nUmero de Letra V anterior que
es 71 y se obtiene 72+71 = 143, este resultado es la cantidad de bloques con los
gue se construiria la Letra V numero 72 en el patron. Este procedimiento deriva de
Sus conocimientos aritméticos previos, un recurso de primera mano, que encontré
su base en el numero de figura y el numero de figura antecesor, el cual
mateméaticamente se escribe: n + (n-1) donde n es el nimero de figura y la
expresion simplificada es: 2n-1.

En correspondencia con la categorizaciébn de Rivera, este tipo de

generalizacion algebraica recae en la de tipo constructiva- no estandar- aditiva.

2) Procedimiento a través de la separacion de la Letra V en dos partes

Este procedimiento también parte de listados de conteo simple (apoyados por la
herramienta del manipulativo) que evidencian el aumento de dos bloques de una
figura y la siguiente, pero sus observaciones van mas alla. Cuando construyen las
figuras en el manipulativo virtual ellos visualizan a la Letra V en dos secciones: los
bloques del lado izquierdo, seria una seccion y los bloques del lado derecho, la
otra seccion. Ellos se percatan que la cantidad de bloques que forman un lado (o
seccion) de la Letra V, de la que se esta tratando, es igual al numero de la
posicion que ocupa ésta en el patron y el otro lado tendra la misma cantidad de
bloques menos uno. Es decir, si la Letra V es la nUmero 47, uno de sus lados o
una seccion tendra 47 bloques y el otro lado se formara con 46 bloques. Las
respuestas que dan los estudiantes muestran este procedimiento para obtener el

total de bloques en el caso de la fig. 15, observe:

‘R =29 sumo por ejemplo: figura 15 son 15 de un lado y 14 del otro solo se
sumay ya”

Este procedimiento al igual que el anterior involucra el nimero de LetraV o
el nimero de posicién que ocupa en la secuencia para construir cualquier Letra V

y para saber cuantos bloques la conforman. La apropiacion de este procedimiento
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surgi6é de la construccion de las Letras V con el manipulativo, pues se tiene que
saber cuantos bloques colocar en cada lado de la Letra V y a su vez permite
deducir la relacion entre el numero de bloques de una lado y el nimero de figura,
la cual no es tan visible para muchos estudiantes cuando sélo se realizan listados
numéricos que muestran la cantidad de bloques de figuras consecutivas. Lo que
se quiere decir es que la manipulacion y visualizacion del objeto hace que se
hagan evidentes las caracteristicas que lo definen. En varios casos de
estudiantes, el procedimiento evoluciona haciéndolo més operacional. Observe la
imagen y las respuestas de alumnos cuando se les pregunta como podrian saber
la cantidad de bloques en cualquier Letra V del patrén:

- “por el numero de la figura x 2 menos 1, por ejemplo si tienes la figura 5,
del lado izquierdo pones 5 [bloques] y del otro [lado] 4, dan 9”
- “el numero de la fig. x 2-1”

Contador de bloques

! Figura 1, un bloque del lado izquierdo y

1 / ninguno en el lado derecho.
/
3 ‘) —1 Figura 2, dos bloques del lado izquierdo
.iﬁ- / y uno en el lado derecho.

0O p’*{-————-___
T
.-..E':P Figura 3, tres blogues del lado izquierdo

y dos en el lado derecho.

Figura 4, cuatro bloques del lado

ElO[ (b [N T

izquierdo vy tres en el lado derecho.

oo | o | no | |||

El visualizar la Letra V en dos secciones les permite traducirlas a un sentido
numérico. Es decir, una seccién es igual al numero de figura y la otra, es el
namero de figura disminuido en uno. En un sentido simbdlico, si n es el nimero de
figura, la cantidad de bloques para cada seccidn se expresaria como: n + (n-1)
para hallar los blogues de la figura n. Esta expresion se reduce a: 2n-1. Otra

ventaja para los estudiantes al visualizar la Letra V en dos secciones, aunque no
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necesariamente a través de ésta, es que una vez reconocida la asimetria de la
cantidad de bloques de cada lado de la Letra V que al ser sumados para obtener
el total, los lleva a detectar que el resultado es siempre un ndmero impar. Esta
caracteristica la utilizan para justificar el por qué no hay una figura o Letra V que
se construya con soélo 36 bloques y mucho menos que existan dos Letras V que
tenga un namero igual de bloques en la secuencia. Observe lo que contestan los

alumnos al respecto en las dos ultimas preguntas de la hoja de trabajo:

- “No, porque en cada linea vertical de la V hay una mas que otra y como 36
es par quedarian desiguales”

- “No, porque no son los mismos cuadritos de ambos lados”

- “No, porque de un lado seria mas grande por un lado”

- “No porque todos los resultados son impares”

El hecho de detectar que el total de bloques para construir cada una de las
Letras V del patron es un numero impar, también es detectado por casi todos los
estudiantes avanzados de la tercera fase.

En este procedimiento los estudiantes desarrollaron dos tipos de generalizaciones:
la constructiva- no estandar- aditiva (la mas recurrente) y la constructiva -no
estandar- multiplicativa. Algunos alumnos expresan, en un lenguaje no simbdlico,
el primer tipo de generalizacion asi: “El mismo nimero que piden [N° de Letra V]
en el lado izquierdo y uno menos del lado derecho y después se suma todo”. Para
el segundo tipo un estudiante escribié: “multiplicar x 2 la letra V que quieres y el

resultado le restas uno”.

3) Procedimiento a través de la separacion de la letra V en tres secciones
La visualizacién de la Letra V en tres secciones propicia un procedimiento que
pocos estudiantes realizan. Consiste en que al construir una Letra V, se considere
un bloque como base o vértice de sus lados, esto hace que haya una misma
cantidad de blogues para cada lado. Por ejemplo, la Letra V nimero 8. Cada lado
estaria conformado por 7 bloques y se agregaria un blogue que actda como

vértice de la figura. Observe las imagenes:
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Esta visualizacion implica varias consideraciones. La primera, existe una
simetria numéricamente hablando con respecto a los lados de la Letra V que
proviene de disminuir en uno el nimero (o posicion) de Letra V de la que se trate.
La segunda consideracion, es que al realizarse lo anterior se esta involucrando el
numero de Letra V en el patréon, dato que se ha considerado para desarrollar los
dos procedimientos anteriores, de manera que resulta ser relevante su empleo. De
modo que si se desconoce este dato, la construccion de la figura se imposibilitaria.
La tercera, el realizar una descomposicion de la figura en varias secciones implica
mas esfuerzo para expresar cada parte y luego reunirlas en una sola expresion,
gue de ser necesario, se tendra que simplificar. Pero para los fines de esta
investigacion, el procedimiento realizado por los alumnos es suficiente para
reconocer que se hizo una abstraccion de la generalidad del patréon. Dado que con
este procedimiento no sélo se puede construir sino saber cuantos bloques tiene
cualquier Letra V del patron.

Algebraicamente la expresién que representa a este procedimiento seria:
2(n-1), que son los lados de la Letra V, y se le sumaria “1” que es el bloque vértice
0 base que sostiene a los lados mencionados antes. Entonces la expresion
guedaria asi: 2(n-1)+1, luego de ser simplificada se llega a 2n-1. Desde la
tipologia de Rivera, la visualizacion del problema que se describié llevé a los
alumnos a una generalizacion constructiva- no estandar-multiplicativa y en algunos
casos la expresion que escribieron fue estandar, es decir, simplificaron la
expresion que proporcionaba la cantidad de bloques para cualquier Letra V del

patron.
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En general, la resolucién del problema de la Letra V por parte de los
estudiantes de bajo rendimiento en mateméticas con la mediacion del manipulativo
virtual fue benéfica, pues mas de la mitad de ellos lo resolvieron desde tres
distintas visualizaciones. Traducidas a tres procedimientos. Dos de éstos fueron
desarrollados por sus compafieros de alto rendimiento en matematicas en la
tercera fase. Es decir, visualizaron la composicion de la Letra V de otra manera
que aqui se describié como el segundo procedimiento (equivalente a los otros
dos). Es alentador que los estudiantes de bajo rendimiento hayan podido
encontrar distintas formas de visualizar el problema de la Letra V y llegar a
generalizar el patron bajo este ambiente de aprendizaje virtual. En otras palabras,
el construir las figuras del patron con el manipulativo, manejarlas y tener la
visualizacion de éstas influyo en el acercamiento e interés para generar maneras

mas practicas o eficientes de resolver problemas de este tipo.

El problema del DISENO DE LA VIGA

De los estudiantes que participaron en esta cuarta fase, mas de la mitad de ellos
resolvieron el problema del Disefio de la Viga con un procedimiento general. Las
observaciones que hacen les sirvieron para llegar a un procedimiento que
generaliza el patrén, comienzan con listados de conteo simple para determinar la
cantidad de barras necesarias para construir las primeras vigas del patron; hacen
dibujos de distintas longitudes de vigas en donde se aprecia que cuentan una y
otra vez las barras que las forman; utilizan colores para distinguir barras formando
conjuntos de un mismo color que son representados por un numero, una
expresion en lenguaje natural o semialgebraico. Estas observaciones avanzan
hacia otras con mas relevancia porque conducen a los alumnos a detectar
regularidades en el patrén. Por ejemplo, reconocer que cada que se incrementa la
longitud de la viga en uno, aumenta en cuatro la cantidad de barras de una viga, y
a su vez, el asimilar esta regularidad los conduce a desarrollar un procedimiento
de resolucién que generalice el patron. Otra regularidad es reconocer que las

barras de la base de cualquier viga son una mas que las barras superiores o dicho
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de otro modo, las barras superiores son una menos que las barras de la base de
cualquier viga.

Las primeras cinco preguntas de las hojas de trabajo tenian la intencion de
que el estudiante prestara atencion u observara estas regularidades que le
permitieran encontrar las relaciones que definen el patron como por ejemplo, la
relacién entre la longitud de la viga y las barras de la base. Después de revisar las
respuestas dadas por los estudiantes a tales preguntas se confirma que se logro la
intencion de éstas, pues los condujeron a la generalizacion del patrén.

En la tercera fase, en un ambiente de lapiz y papel, los estudiantes
avanzados llegaron a cuatro procedimientos de resolucion distintos, aunque
equivalentes. En esta ultima fase, en un ambiente digital, los estudiantes de bajo
rendimiento también llegaron a resolver el problema mediante tres de los cuatro
procedimientos. Lo destacable de la resolucion del problema entre éstas dos fases
es que en la tercera uno de los procedimientos de resolucion sélo lo llevaron a
cabo dos estudiantes y en la cuarta fase tal procedimiento fue al que mas alumnos
llegaron. Enseguida se describe éste y después se continla con los otros dos

procedimientos.

1) Procedimiento a través de una conformacion de triangulos
Este procedimiento que resaltamos se basa en visualizar a la viga como una

conformacién de triangulos unidos por las barras superiores.

La razdn de llegar a tal procedimiento tiene que ver con la forma en que se
construyen las vigas con el manipulativo virtual. Con éste no se pueden construir
las vigas desplazando barras individuales, es decir, colocar barra por barra para

formar una viga sino que se tienen que usar triAngulos equilateros pre-construidos
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por el manipulativo, unir uno con otro, y colocarlos en forma “invertida” para

conformar la viga tal como la establece el patron. Observe:

|
|

(il L Tl

La manera en que se construye la viga con el manipulativo hace que el
estudiante perciba a la viga como una composicion de triangulos, cada uno con
tres barras en su construccion. De tal manera que el estudiante sélo tiene que
observar la relacién entre el nimero de barras inferiores y las superiores. Tal
relacién es que la cantidad de barras superiores se obtiene restando una barra al
namero de barras inferiores o de la base y la cantidad de barras de la base es el
numero de longitud de la viga. En concreto, aqui el medio de aprendizaje influyo
para inclinarse hacia un procedimiento de resolucibn con estrecha
correspondencia a éste.

Ejemplos representativos de lo que hace la mayoria de los estudiantes
cuando llegan a este procedimiento son los siguientes: se le menciona al lector
gue después de leer las instrucciones de las hojas de trabajo, a los estudiantes se
les pedia construir con el manipulativo vigas de distintas longitudes. Esto les
permitid a casi todos los jovenes que encontraron este procedimiento, reconocer
gue la longitud de la viga les indicaba cuantos triangulos habia que colocar como
base de la viga. Observe la imagen de una viga de longitud 5, para la cual habra

de colocar 5 triangulos base:
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Veamos lo significativo de este punto. Ellos logran establecer la relacion
entre la longitud y el nUmero de tridngulos base, llevandolos un paso adelante. Se
toma como ejemplo la imagen de arriba para hacer comprensible la explicacion.
En un primer momento el razonamiento de este procedimiento sostiene como
conocimiento previo que cada triangulo se forma de tres barras. Lo segundo,
saber que es suficiente con multiplicar la longitud de la viga por tres para conocer
el total de barras que se necesitaron para la cantidad de triAngulos base.
Considerando el ejemplo, seria: la longitud de la viga que es 5, se multiplicaria por
3 y se obtiene 15, que representa las barras hasta este momento utilizadas,
porque faltan las barras superiores. En tercer lugar, para saber la cantidad de
barras superiores se debe encontrar la relacion con la longitud de la viga, la cual
es restar uno a la longitud de la viga para obtener la cantidad de barras
superiores.

Si seguimos el ejemplo de la viga de longitud 5, serian cuatro las barras
superiores. Sumamos 15+4 =19, entonces 19 es el total de barras para formar una
viga de longitud 5. Esta ultima relacion puede descubrirse cuando el estudiante
coloca los triangulos base equivalentes en niumero a la longitud de la viga y para
terminar la construccion de la viga en cuestion hace falta colocar las barras
superiores, esto ultimo implica colocar mas triangulos pero invertidos y para saber
cuantos triangulos invertidos colocar es necesario percibir la diferencia en la
cantidad de triangulos colocados como base para luego establecer dicha relacion.
Ademas hay que tener cuidado de no contar las barras sobrepuestas al unir los
triangulos invertidos con los de base. Esta descripcion de la abstracciéon que
hacen los estudiantes permite saber como llegaron a generalizar el patron del
disefio de la viga. Enseguida se muestran evidencias de tal procedimiento.

Un estudiante desde el inicio de su hoja de trabajo contesta a la pregunta de
si para una viga de longitud 4 se necesitan 15 barras, él dice que si “porque haces
multiplicacion y sumas las de arriba”. Observe su dibujo en donde coloca nimeros
del 1 al 5 en cada triangulo y agrega uno mas que corresponde a la viga de

longitud 5:
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Las vigas son diseﬁac.las COmMo un soporte para puentes. Las vigas son construidas
usando barra.s. La longitud de la viga es determinada por el niimero de barras necesarias
para construir la base de la viga. Abajo esta una viga de longitud 4, esta necesitaria 15

barras jestas de acuerdo? 5 ¥ (Por qué?_pmr 4 -

haeL 41,{/1,’/”05 b
4 Suvnog (6§ AL ana ba £}

g -t
Base de la Viga de 4 barras

El dibujo ayuda a la comprensién de la regla o formula a la que él llega:

9. Escribe una regla o formula para encontrar el nimero de barras necesarias para
hacer una viga de cualquier longitud. S
Ay uut vl @9 J o Yean v lusea
N g { N FATy o ? « e J t
aldrayv lo e Vo VG | -t \o euas e 5Ufo o S8 NG
~ % v %] 5 % .

? - v o 9

B Yend B 19 AL sahLWo Y& o i ftvabicusvome.
Explica por queé tu regla o formula funciona para todos los casos. ¢ \Q
-4 G 5G

El escribio: “Ay que multiplicar por 3 la viga y luego restarle a la viga 1y lo que te
salga se lo sumas a lo que te salio de la multiplicacion y asi sale”

Cuando dice: “Ay que multiplicar por 3 la viga...” se refiere a multiplicar la
longitud de la viga por tres. La longitud de la viga indica cuantos triangulos son y
se multiplica por 3, que son las barras que conforman cada triangulo. Luego dice:
“...y luego restarle a la viga 1...” esto quiere decir que a la longitud de la viga hay
gue restarle 1 para obtener la cantidad de barras superiores. Termina diciendo: “y
lo que te salga se lo sumas a lo que te salié6 de la multiplicacion y asi sale”. La
indicacion es clara, hay que sumar las dos cosas, primero, el resultado de
multiplicar a longitud de la viga por 3 y segundo, el resultado de la longitud de la
viga menos 1. El resultado de esta suma es el total de barras que se necesitan
para una viga de cualquier longitud. Otros estudiantes mencionan lo siguiente al

responder la pregunta 9:

- ‘longitud x 3(triangulos) mas las de arriba (una menos)”

- “La longitud se multiplica por 3 al resultado se le suman las de arriba”

- “primero multiplico la cantidad de las barras y después + [sumo] las barras
de arriba”
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Un estudiante no escribié su férmula o regla pero respondio a la pregunta 6

mostrando el procedimiento que consiste en multiplicar la longitud de la viga por 3

y luego le suma la longitud de la viga menos 1 (barras superiores). Observe la

imagen:
! ) 4. Y para una Viga de longitud 3 jcudntas barras noccmo"_l‘
¢Cudntas barras hay en la base de la Viga de longitud 3? 5 v {cudntas hay en
1a parte supérior deJa Viga? __
\“}){ + J boug Las cantidades 102 y 228 son los
Uip 27 7 b C e s A oy ko o resultados de multiplicar 34 por 3 'y

\}qu—fHO“HOJ

¥
\l 2a de longitud Z ylade Ilorgllud 3? <\ [e'e1T16}

6. ¢Cuintas barras son necesarias para I 1ccr una viga de long

Ut lJ [ 7 ‘O‘lnlDelongnuds“ ) il o X 7 ¢ I t d 1
De ! d 107 X<
U +19 e o 3 /5&0“ %5?5; superiores (longitud menos 1).
,, ¢De longitud 342 1 "
ﬂ Cq 4 Z6 e longitud 767 2 TS /@j‘ z57
)" }‘27 7 (ml as barras son nacesarias para una viga de longitud 2% ! 3D N h

3 oD e presHan e

\igo?” )

76 por 3 respectivamente y a estos
resultados se les suman las barras

Otro estudiante fue especifico al escribir su regla o formula y explicarla.

“El numero de viga lo multiplico por 3y a lo que te salga lo sumas al nimero de la
viga pero a este numero le quitas 1 barra porque las de arriba es una menos que
las de abajo”

Y escribio su férmula asi: “Viga x 3 + viga — 1 = total”. Aunque no esta
escrita en un lenguaje algebraico (no es la intencidon de esta investigacion que lo
haga), resulta que su férmula o la descripcion de arriba expresa la generalidad del
patron para hallar el niumero de barras necesarias para diseflar una viga de
cualquier longitud.

La visualizacion elaborada por los estudiantes para llegar a la
generalizacion del patron a partir de la conformacion de triangulos estuvo asociada
directamente a la herramienta del manipulativo virtual. Esto es, por el
inconveniente del manipulativo de no ofrecer segmentos individuales, que
fungieran como barras para construir la viga, éste ofrecia triAangulos que al ser
dispuestos convenientemente se obtenia la viga deseada. La visualizacion se
expresa como 3n+n-1 que corresponde al tipo de generalizaciébn constructiva-
estandar- multiplicativa. Se recuerda que el procedimiento descrito es al que mas

estudiantes llegan.
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2) Procedimiento a través de separar a la viga en tres conjuntos
Este procedimiento consiste en separar a la viga en tres partes o en tres conjuntos
gue son: las barra de la base, las barras en diagonal y las barras superiores.

Observe la imagen de una viga de longitud 3:

Barras superiores

/ \/ \ / E Barras en diagonal

Barras de la base

Es muy probable que este procedimiento fuera conducido por las preguntas
1 a la 4 que enfatizan la observacion de las barras de la base y las superiores, que
puede dar pie a descubrir la diferencia en cuanto a cantidad de los dos conjuntos
de barras. De modo que solo les queda averiguar como hallar la cantidad de
barras en diagonal. Pero esto ultimo no fue dificil para los estudiantes porque
llegan a establecer la relacion entre la longitud de la viga y las barras diagonales.
Esta relacion surge de observar que sobre cada barra de la base se sostienen dos
barras en diagonal, entonces ellos multiplican el nimero de barras de la base
(longitud de la viga) por dos para obtener la cantidad total de barras en diagonal.

En resumen, para saber cuantas barras hay en la base, sélo basta saber la
longitud de la viga. Luego para saber cuantas hay en medio o en posicion
diagonal, sélo hay que multiplicar la longitud de la viga por dos y para conocer
cuantas son las superiores hay que restar uno a la longitud de la viga. Si ya se
tienen estos tres datos: numero de barras de la base, nimero de barras en
diagonal y las barras superiores, hay que sumarlos para obtener el total de barras
de cualquier viga. Para desarrollar este procedimiento se vuelve una condicién
necesaria saber la longitud de la viga.

Un estudiante escribe lo siguiente cuando se le pregunta por una regla o

férmula para generalizar el patrén:

9. Escribe una regla o formula para encontrar el nimero de barras necesarias para
acer una viga de cualquigr longitud.
30 Junautha s gromedican sepe] nuMese doba voaes
PECOSP, M’Dr’\\p\\v" G‘fﬁﬂﬁv’\c@é\ﬂ Moo\ Cala, Q%n
YToQuEMede SCare<ier Jeso MQ ¥ B\ Ngo MiResoTy adn

Explica por qué ti regla o fo1mula func1ona para todos los casos.
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El estudiante dice: “La longitud que me digan son el numero de barras pero sé que
arriba hay uno menos, multiplico lo de abajo y lo que me dé de arriba lo sumo y
bingo mi resultado”.

Interpretando su explicacion, cuando él dice: “La longitud que me digan...” se

refiere a la longitud de la viga dada en la hoja de trabajo; “...son el nimero de
barras...” quiere decir que el numero de longitud de la viga es la cantidad de
barras de la base; “...pero sé que arriba hay uno menos...”, tiene claro que las
barras superiores son una menos que las barras de la base; “...multiplico lo de
abajo...” él no es explicito en esta frase por cuanto multiplica pero al revisar su
hoja de trabajo, en las operaciones que él hace descubrimos que multiplica la
longitud de la viga por dos; “...y lo que me dé de arriba...”, él habla de las barras
superiores las cuales ya sabe que hay que restar uno a las barras de a base; “...lo
sumo y bingo mi resultado”, es decir suma los tres valores para encontrar las
barras totales de la viga en cuestion. Otras respuestas de estudiantes son las

siguientes:

- “Se suma la longitud [de la viga] con lo superior [barras superiores], es
longitud -1[aclara como obtener las barras superiores] y las barras de en
medio por 2 [longitud de la viga por dos]”

- “Porque sumamos lo de arriba [barras superiores] con lo de abajo[barras de
la base] y lo de abajo[longitud de la viga] lo multiplicamos x lo de en medio
[por dos barras] y lo que me salga [total de barras en diagonal] lo vuelvo a
sumar con los de abajo y lo de arriba [se suma a las barras superiores y a

las de diagonal]”

Este procedimiento lo expresaron los estudiantes con mas nociones algebraicas
en los siguientes términos n + 2n + n-1, otros lo hicieron en un lenguaje natural
como se mostr6 antes. Aunque el procedimiento no esté expresado
algebraicamente se puede tipificar como una generalizacion constructiva-no

estandar- multiplicativa.
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El problema de LAS ESTAMPAS EN EL CUBO

De los alumnos participantes que desarrollan la actividad en un ambiente de
aprendizaje digital, un 83% resuelve el problema de las estampas en el cubo con
un procedimiento que generaliza el patron. El resto de ellos no llega a un
procedimiento general o no termina de contestar las hojas de trabajo por
inasistencia al plantel. Del 83% de alumnos que llega a la generalizacion del
patrén, el 78% llega a la solucion a través de visualizar a la barra de cubos
acoplados como un entero de cuatro lados. Los restantes (5%) lo resuelve al
separar a la barra en dos secciones.

Las dos visualizaciones son equivalentes y generalizan el patrén, pero el
procedimiento que encuentra la mayoria lo hemos considerado como una etapa
avanzada del otro. Es decir, éste se origina de una visualizacion simplificada del
procedimiento al que llega la minoria de alumnos, el de ver a la barra en dos
secciones. Por este motivo, no se describiran los dos procedimientos por separado
sino que se hara la descripcion como un unico procedimiento que evoluciona de
una etapa a otra.

Desde la perspectiva de esta investigacion, el que mas de tres cuartas
partes de los estudiantes hayan encontrado un procedimiento de resolucion del
problema en su version simplificada o en su expresion mas simple, hace constatar
nuestras hipotesis acerca de que el medio de aprendizaje virtual influye en forma
determinante en el razonamiento del estudiante y el acercar la tecnologia como
mediadora en el aprendizaje de las matematicas escolares de manera que
estudiantes considerados de bajo rendimiento en la materia avancen en la
comprension de problemas matematicos y formen parte de una mayoria en su
grupo que paulatinamente resuelve problemas con sentido matematico.

Lo que se quiere decir con esto es que el trabajo de los estudiantes da
evidencia del potencial del medio ambiente de aprendizaje digital usado aqui y en
parte se concreta el objetivo del uso de la tecnologia digital como mediadora en el
aprendizaje de las matematicas, en particular en el tema de generalizacion de

patrones en el que se centrd la investigacién que aqui se reporta.
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Ahora bien, hace falta puntualizar algunos aspectos a considerar en el

analisis del problema de las estampas en el cubo. Primero, decir que es el tercero
de seis que se implementaron en la cuarta fase del trabajo de campo. Para este
momento, los alumnos ya eran capaces de acceder al manipulativo virtual sin
dificultad. Otra de las caracteristicas de los estudiantes, en general, que
participaron en esta fase es que ademas de ser de bajo rendimiento académico en
mateméticas, eran alumnos que presentaban mala conducta. Sin embargo, no hay
duda que el medio ambiente digital en que se desarrollaron los problemas
matematicos, mermd su comportamiento en las sesiones de trabajo en el aula
digital.
Fue estimulante para ellos la manipulacion de objetos para realizar
construcciones, usando la computadora, en este caso sucesiones de figuras. Pero
el punto mas importante en este contexto fue que ellos se descubrieran capaces
de resolver problemas matematicos por si mismos, y ademas el saber que esos
problemas también habian sido resueltos por sus compafieros de alto rendimiento
de su grupo, los hacia percibirse estar al mismo nivel cognitivo que ellos.

En realidad lo estaban pues habian tenido éxito en la resolucién de
problemas de este tipo. Se hace mencion de esto porque para la resolucion del
problema de las estampas en el cubo se cambié a otra seccion del manipulativo
virtual que les brinddé herramientas adecuadas que les permitieron construir,
visualizar desde diferentes angulos y avanzar en la comprension y solucion del
problema. Las herramientas eran atractivas, tanto que al final de la sesién, y de
posteriores, las utilizaban para construir figuras de su interés. En particular, fueron
dos herramientas las que influyeron para desencadenar el procedimiento al que
mas estudiantes llegaron, el cual mas adelante se describe.

La primera herramienta del manipulativo virtual, les permitia colocar o unir
un blogue (cubo) donde el usuario lo deseara y ver a través de éste. Es decir, sus
caras se vuelven transparentes, conservando sélo las aristas que lo conforman.
De manera que si se coloca el cubo a la orilla de la barra o en medio de otros, se

pueden ver sus caras Yy también las de los otros cubos. Observe las imagenes:
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Con la segunda herramienta, se puede rotar (360°) y mover la barra de
cubos acoplados en diferentes direcciones de modo que la visualizacién de sus
caras sea completa. Para ser mas precisos, la barra de cubos no se deforma ni se
desarma, los cubos se mantienen unidos, giran o se mueven en la direccion que el
usuario quiera al hacer un clic sostenido.

Es justamente esta forma de manipular el objeto lo que hace que el alumno
perciba a la barra de cubos como un entero de cuatro lados, en cuyos lados estan
contenidas una cantidad de caras que equivalen a la longitud de la barra. Observe

las imagenes:

Longitud 7

Tal manipulacion originé el procedimiento de resolucién del problema, en el
gue se visualiza a la barra de cubos como un entero de cuatro lados, pero este
procedimiento tiene una etapa de razonamiento previo, la cual también se puede
considerar como un procedimiento de resolucion que generaliza el patrén

(presentado como tal en el capitulo de metodologia en la seccién 3.5.3 y en este
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capitulo en la seccidén 4.3.1 que corresponde al andlisis de la tercera fase). Es
conveniente hablar de dicha etapa y lo que hemos considerado su evolucion.

Al contestar la primera pregunta de las hojas de trabajo los estudiantes se dan
cuenta que hay un aumento de cuatro estampas por cada cubo que se anexa a la
barra. Esta observacion fue detectada cuando los alumnos construyeron con el
manipulativo virtual las barras de cubos de las distintas longitudes solicitadas pues
realizan un conteo simple para dar las respuestas a la pregunta. Los estudiantes
saben de antemano que la longitud de la barra es igual a la cantidad de cubos
acoplados. Algunas de sus respuestas son las siguientes:

- “En la computadora puse los cubos que me pedian y contaba sus caras”

- “Le fui poniendo en la computadora cubo por cubo y los fui sumando de los
que estan expuestos y ya”

- “Porque van aumentando de 4 en 4 y a cada resultado yo le iba sumando 4”

La segunda pregunta de las hojas de trabajo buscaba confirmar que el
estudiante habia reconocido que en las caras donde se unen los cubos la maquina
no coloca estampas. No ignorar esta accién de la maquina es el primer paso para
encontrar regularidades en el patron. El paso siguiente fue razonar sobre cuantas
estampas se colocan en cada cubo acoplado de una barra. La lectura que se hace
a las respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo nos revela que los
estudiantes no pasaron por alto esta caracteristica y ademas expresaron que son
dos las caras a las que no se les colocan estampas en cada unién de cubos.

Para aproximarse al segundo paso que se mencioné arriba, se plantearon las
preguntas 3, 4 y 5. Con la intencion de que los alumnos observaran que al primero
y ultimo cubo de una barra la maquina les coloca la misma cantidad de estampas
a cada uno y que esto los hace diferentes al resto de los cubos. Es decir, hay una
diferencia en la cantidad de estampas que tiene un cubo del extremo de la barra
(primero o ultimo) y un cubo intermedio. Respuestas a las mencionadas preguntas
dan cuenta que los estudiantes percibieron y reconocieron el valor de estas
caracteristicas para el desarrollo de un procedimiento general del patréon, observe

algunas respuestas:
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Preg. 2:

“No porque la maquina sdélo pone las estampas en las caras que no estan
pegadas”

Preg. 3:

“5, porque se resta una cara por cada unién con otro cubo”

- “5, porque una cara no se muestra de cada cubo”

Preg. 4:

“4, porque lo puse en la compu y lo arme y lo conté”
“4, porque 2 de sus caras no se ven”
“4 porque de cada cubo intermedio no se muestran 2 caras de 6 que tiene”

Preg. 5:

- “Si, porque siempre los de en medio van a tocar a 2 cubos”
- “Si, porque 2 de sus caras no se ven, por ser las que se juntan”

“Si, se muestran sélo 4 caras”

Los datos encontrados en las hojas de trabajo nos permiten enunciar las

consideraciones previas que tuvieron los alumnos para dirigirse a la generalizacion

del patron:

A un cubo, la maquina le adhiere seis estampas pues tienen expuestas sus 6
caras.

A una barra de longitud 2, la maquina le coloca 10 estampas dado que la barra
se forma al unir dos cubos y justo donde se unen, la cara de cada cubo queda
sin que se le adhiera una estampa.

A partir de una barra que tiene por longitud tres cubos, al primero y ultimo
cubo, la maquina les adhiere cinco estampas a cada uno. A los cubos
intermedios solo les coloca cuatro estampas, la razén es porque al unirse con
los otros cubos quedan dos caras ocultas, lo cual imposibilita a la maquina
colocarles las estampas. (Esta idea ya es una abstraccion de la generalizacion
del patron, idea que es precisamente la que denominamos al iniciar el analisis

de este problema como etapa previa).

La tercera consideracion nos remite a pronunciar que los estudiantes

visualizaron una barra de cualquier longitud en dos conjuntos. El primero

corresponde a los cubos de los extremos de la barra. El segundo conjunto son

todos los cubos intermedios de la barra.
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Primer conjunto

SRS S TS,

Segundo conjunto

Los cubos de los extremos tienen expuestas cinco caras cada uno, razon
por la cual la maquina siempre le adhiere cinco estampas a cada cubo del
extremo, la cara que no es visible estd unida a los cubos intermedios. Estos
ultimos tienen expuestas cuatro caras cada uno, de modo que la maquina coloca
Unicamente cuatro estampas a cada cubo intermedio debido a que dos de sus

caras se unen a los cubos que tienen al costado izquierdo y al derecho.

/S

Los estudiantes separan simbodlicamente el primero y dltimo cubo de una

barra, teniendo en mente que a cada uno la maquina le colocara cinco estampas,
lo cual hace un total de diez, que corresponden al primer conjunto, para cualquier
longitud que tenga una barra.

Ahora bien, lo que hacen los estudiantes para calcular la cantidad de
estampas que tendra que colocar la maquina en el segundo conjunto (cubos
intermedios) es, en principio, determinar cuantos cubos intermedios tiene una
barra de cualquier longitud.

Para saber este dato, ellos restan a la longitud de la barra el numero 2, el
cual representa los cubos de los extremos (primer conjunto). Una vez que se
conoce cuantos son los cubos intermedios y sabiendo que cada uno de estos tiene
cuatro caras expuestas, ellos multiplican la cantidad de cubos intermedios por
cuatro, lo que indica la cantidad total de estampas que les seran colocadas por la

maquina. Al final, ellos suman las 10 estampas del primer conjunto a la cantidad
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de estampas del segundo conjunto para obtener el total que colocara la maquina
en una barra de cualquier longitud.

La expresion algebraica que representa esta visualizacion seria: 4(n-2)+10,
donde “n” es la longitud de la barra. El tipo de generalizacién en la que se ubica en
la tipologia de Rivera es una constructiva-no estandar-multiplicativa. Ahora, si se
simplifica la expresion quedaria como 4n+2, lo cual corresponde a una
visualizacién de la barra de cubos de modo méas simple. Esta forma de visualizar
la viga es justamente a la que llegd la mayoria de los estudiantes la que les
permite encontrar un procedimiento que generaliza el patron.

Con el manipulativo virtual, los alumnos podran separar o0 mover los cubos
de una barra en cualquier momento y también, como se mencioné antes, podran
girar la barra completamente en cualquier direccion y es precisamente esta
manipulacion del objeto lo que les hace avanzar en su razonamiento. Es decir, ya
no ver a la barra como dos conjuntos sino como uno solo en el que todos los
cubos se considerarian, simbolicamente, intermedios. De los cuales, se sabe que
cada uno tiene cuatro caras expuestas para que le sean colocadas las estampas,
entonces para obtener el total de estampas solo hay que multiplicar la longitud de
la barra por las cuatro caras expuestas de cada cubo. Pero los estudiantes no
olvidan que hay dos caras expuestas a los costados de la barra que no se han
contado y que hay que agregar al resultado de la multiplicacién anterior. Lo cual
quedaria expresado asi 4n+2, donde “n” es la longitud de la barra multiplicada por

las 4 caras y 2 las caras de los costados. Observe la imagen:

7. (Cudntas estampas necesitas para una barra de longitud 1372 550 y ¢De longitud
213?2€ X4 Explica como determinas estos valores.

lo muHPRGwr /a7 XU = BYglz— 550

of e wg%% 2] XU = B2 2N =52

Algunas de las respuestas que dan los estudiantes cuando se les pide
encontrar el nUmero de estampas que tendrian barras de longitudes mayores que
dificilmente encontraran por conteo simple son los siguientes:

Para la barra de longitud 20 y 56:
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- “Si son 56 caras que estan de un lado por caras que se ven mas las 2
que estan a los extremos da el valor que necesitamos”
- “Si la longitud lo multiplique por 4 y lo sume 2”

Para la longitud 137 y 213:
- “Multiplique 137x4 y le sume 2”
- “Multiplique 213x4 y le sume 2”

Casi al finalizar sus hojas de trabajo se les pide explicar su regla o férmula
del procedimiento con la cual se puede obtener el nimero de estampas para
cualquier longitud de barra. En la revisién de sus hojas, la evidencia indica que
hubo una comprensién total del problema reflejada en su procedimiento. Algunas
de sus reglas o formulas se expresan en lenguaje natural y en otros casos seria

algebraico. Observe estas respuestas:

- “Equis x 4+2 [equis es la longitud de la barra], a las equis cubos se le
multiplica por 4 y se le suma 2 siempre”

- “La longitud x4+2”

- “Pues se muiltiplica el nuimero de caras que se muestra por los cuatro lados
mas dos que son los de los extremos”
- “Pones la barra de longitud, si es 300 se multiplica por 4 y se suman 2. Seria
300x4+2=1202"

En resumen, el procedimiento al que llegan casi todos los estudiantes
corresponde a la visualizacion que les ofrecio el manipulativo virtual concibiendo a
la barra de cubos como un entero de cuatro lados en donde cada lado contenia un
namero de caras igual a la longitud de la barra en cuestion. Cabe decir que este
procedimiento descrito solo es eficaz cuando se conoce la longitud de la barra de
cubos.

Antes de iniciar el analisis de los Ultimos tres problemas que se resolvieron en
la cuarta fase del trabajo de campo: Crecimiento de Azulejos I, Crecimiento de
Azulejos 1l y Crecimiento de Pilas, se van a describir cinco caracteristicas que
tienen en comun y al mismo tiempo éstas marcan la diferencia con los primeros

tres problemas:
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1) Los primeros tres problemas: la Letra V, el Disefio de la Viga y las Estampas
en el cubo son del tipo lineal. Es decir, las expresiones algebraicas que
generalizan el patrén son de primer grado (ninguno de sus términos tiene un
exponente mayor a uno) En cambio los problemas de crecimiento de azulejos I, Il
y de pilas son de tipo cuadratico. Lo que quiere decir que un término de la
expresion algebraica que representa el patrén esta elevado a la segunda
potencia.

2)  En los problemas de crecimiento de azulejos | y Il se les presentan cuatro
opciones de expresiones algebraicas. S6lo dos de ellas generalizan el patron,
escritas de manera diferente pero equivalentes. Los estudiantes deben elegir la
gue mejor represente su procedimiento o la que crean conveniente para encontrar
el nimero de azulejos de cualquier pila del patron. El dltimo problema del
crecimiento de pilas ya no se les presentan opciones de expresiones algebraicas
sino que se les pide escribir una formula o regla para encontrar el numero de
azulejos de cualquier pila del patron y ademas decir el significado si uso letras en
su regla o formula.

3) En estos tres problemas se les pide explicar como se puede encontrar el
numero de azulejos de cualquier pila del patrén, pero en sélo dos se les menciona
el término “n” ya que las expresiones algebraicas que se les presentan para elegir
contienen a “n” representando al numero de pila. Ademas, el enésimo término
resulta poco comprensible para los estudiantes pues es nuevo para muchas de
ellos, asi se observé en las anteriores fases del trabajo de campo. Pero a pesar
de esto, algunos alumnos captan al parecer el sentido que tiene y lo usan para
expresar sus formulas. Por esta razon se decide incluirlo y observar el alcance de
los estudiantes para usarlo.

4) Se plantearon dos preguntas con una caracteristica peculiar en cada hoja de
trabajo de los tres dltimos problemas. La caracteristica es que la peticion tiene
una estructura en sentido inverso. Es decir, con anterioridad se les plantearon
preguntas donde se les solicitaba hallar el namero de azulejos de un namero de
pila dado, ahora se les solicita hallar el nUmero de pila mas grande que hay que

se pueda construir usando una cantidad de azulejos dada. El invertir el orden de
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la peticién requiere un esfuerzo cognitivo mayor por parte del estudiante, qué
recursos y como los utilizan para proporcionar una respuesta correcta resulta
interesante saberlo, en particular los estudiantes de bajo rendimiento usando el
manipulativo virtual.

5) Dos herramientas del manipulativo virtual usado que estan a disposicion del
usuario fueron conveniente para facilitar la resolucion de éstos Ultimos tres
problemas a los estudiantes. La primera es que el manipulativo indica la cantidad
de bloques (azulejos) que se van colocando cuando se construye una figura (ver
figura de la izquierda). Es decir, en la pantalla aparece un contador de bloques
cuando se ponen o se quitan de la figura cuando estd dentro del recuadro de
conteo, pero también realiza el conteo cuando se ha construido la figura por fuera,
se selecciona ésta y se introduce al recuadro, el manipulativo nos indica cuantos

azulejos se usaron.
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El ejercicio del conteo simple, es una de las primeras acciones que
hacen los estudiantes (asi se observo en fases anteriores del trabajo de campo) al
resolver este tipo de problemas. La segunda herramienta permite cambiar el color
a un azulejo o un grupo de azulejos seleccionando. El uso del color para distinguir
conjuntos de azulejos en una misma pila fue una de las estrategias, mas usadas
por los estudiantes en el ambiente de lapiz y papel para desarrollar sus
procedimientos de generalizacion. Sugerencia que se les hizo a los estudiantes

gue resolvieron los problemas con el manipulativo virtual.
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El problema de CRECIMIENTO DE AZULEJOS |

El 90% de los estudiantes encontré un procedimiento general que consiste en
dividir la pila de azulejos en tres partes. En un inicio la palabra “pila”, como se
nombré a cada figura del patron, causaba un poco de distraccion en el sentido
reconocer tal palabra como una acomodacion o acoplamiento de piezas como
sucede con el término: apilar. Mas adelante esta palabra se incorpor6é al
vocabulario, usandola para responder en las hojas de trabajo. Aunque en sentido
estricto “pila” define bien el acomodar los azulejos, palabra que también, en el
contexto del problema, tuvieron que apropiar para referirse a cada cuadrado o
bloque que confirmaba la pila.

Los estudiantes inician la resolucién del problema del crecimiento de azulejos |
construyendo con el manipulativo las primeras cuatro pilas del patron, mismas que
son presentadas en la primera pagina de sus hojas de trabajo. Se les pide cambiar
el color de los azulejos proporcionando un ejemplo*® hecho con el manipulativo.

Por otro lado, el manipulativo les permitié agrupar todos los bloques (azulejos)
gue conformaban una pila, de modo que podian mover a la pila completamente a
cualquier parte del area de trabajo. Con esta herramienta los estudiantes
colocaban en orden de menor a mayor las pilas que iban construyendo, pero
ademas los alumnos utilizaban el contador de bloques para saber cuantos habia

en cada pila.

13 . . - - . - -
El ejemplo no se present6 a los estudiantes a color sino en escala de grises en sus hojas de trabajo
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Con respecto a lo mencionado hasta este momento se hace necesario puntualizar
sobre los logros de los estudiantes cuando realizaron dichas acciones. Primero, la
simple construccion desde la pila 1 hasta la 4 (por lo menos) y las siguientes ya
implica el reconocimiento, o conlleva a éste, de la estructura comun que guardan
las pilas del patron. Se percataron del notable aumento de azulejos de una pila y
Su consecutiva. Segunda, si a lo anterior le agregamos que el estudiante hace una
distincién usando colores para conjuntos de azulejos en una misma pila, entonces
esto nos indica que han identificado regularidades en el patron lo que hace que
ellos tengan un criterio para establecer tales conjuntos de azulejos. Tercero, las
primeras dos preguntas de la hoja de trabajo perseguian la intencion de hacer que
el estudiante observara en las pilas los azulejos que permanecian constantes y lo
gue cambiaba de una pila a otra. La intencién se consigue, pues las respuestas

gue dan los estudiantes a esas dos preguntas asi lo demuestran. Observe las

SIgUIenteS:
Observe el siguiente patrén de Pilas
; 8
(7] LA T} O\
(W: 7 ()
i I Ve
Pilal ) S v|=]= =T
g = FIEE ez lad (6 /
Pila2 | . o e el B, 0 P 2(\'
: Pila3) (I BEEVESTY ) g ~d
e "'1‘
Pila’d) = 5
Apdvate del manimidadog virnial oo 2
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Construccion de Pilas con el manipulador virtual:

¢) Haz clic en el icono del cuadrado para
obtener los azulejos que te permilirdn
construir las pilas de nuestro patrén.
Cambia el color a los azulejos, tal como se
muesira en la pantalla,

el Rl

= T e S e
BRI - IR 3 B £ 202 i

iAhora si, estds listo para responder (o que se te soficital

" 1. ¢Qu¢ observas que permanece igual en las pilas de éste patrén? SGuRn
OPenat Yguales los dos coadio &) de Oua:cf(‘) g g(*l i

E. ;Qué observas que cambia, de una pila a otra, en éste patrén?

Odos 105 coedios d& ali®Vy o o5 JECAREdS \

3. Explica como le harias para dibujar la pila 5. .XQn_n’\ 'y & e Ph (‘»‘].(‘(;\/ /
—O¥522S g son s AR, emedio 1ueGo B o Co i@ od,
(190 dom b8y [6 Candi.dVs 4 (& eomdll (Q

46y 2 cofial g - @54day sCroJof I G

Construccion de Pilas con el manipulador virtual:

¢) Haz clic en el icono del cuadrado para
obtener los azulejos que te permitirin
construir las pilas de nuestro patrén.
Cambia el color a los azulejos, tal como se

muestra en la pantalla. i
// =

e

iAhora si, estds [isto para responder lo que se te solicita!

\
1. ;Qué observas que permanece igual en las pilas de éste patrén? l QS 2 é’ 8.9
Q04 g0

3. ¢ observas que cambia. do una o] Ao 6n? d U T ihe gin?
2. ¢Qué observas que cambia, de una pila a otra, en lec’pauén. av e _ N
2SO P GLe  Nol Sefdro Y 105 de oXiha T

3. Explica como le harias para dibujar Ia pila 5. & W] ¢ n +AY S
ol b oo | m 24,0 VoVl iy ndag B v tey oS

A modo de confirmar que ellos han identificado regularidades en el patron. Es
decir, lo que permanece igual y lo que cambia en las pilas, se plantearon
preguntas en las que se les pedia explicar como construir ciertas pilas del patron.
Las explicaciones escritas de los alumnos revelaron que hubo un total
reconocimiento de las regularidades del patron. En seguida se explican tales

regularidades que hallaron los estudiantes.
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Ellos visualizaron a la pila en tres secciones para determinar la cantidad de
azulejos que su construccion requeria. La primera seccion, corresponde a lo que
permanece igual o es constante en el patrén, que son dos azulejos ubicados en la
esquina inferior izquierda de las pilas. Las otras dos secciones representan lo
cambiante en el patron. Una de éstas son los azulejos que forman un cuadro
central, el cual tiene por medida de lado el nimero de la pila que se trate
representado por azulejos. Por ejemplo, si la pila es la nimero 6, entonces el
cuadrado central tendra como medida de lado seis azulejos lo cual hace que el
cuadrado este conformado por 36 azulejos. La otra seccion cambiante son una
columna de azulejos que se levantan sobre la esquina superior derecha del
cuadrado central, la cantidad de azulejos que la conforman se determina por el
numero de pila que se trate. Utilizando el ejemplo anterior, la columna tendria 6

azulejos. Observe la imagen para comprender esta descripcion:

La identificacion de estas regularidades en el patron no es tarea facil, sobre todo
reconocer y establecer las relaciones entre sus componentes. Ellos logran forjar
dos relaciones pertinentes que tienen su base en el conocer el nimero de pila,
pues si se ignora este namero pierden sentido ambas relaciones.

Ahora bien, la primera relacion vincula al nimero de pila con el nimero de
azulejos que representan la medida del lado del cuadrado central, que al calcular
su area se obtienen la cantidad de azulejos que confirman al cuadrado. Tal
cantidad representa la mayoria de azulejos que conforman la pila. Este valor
numérico se vuelve trascendental para responder otras preguntas, de orden
superior, en sus hojas de trabajo. La segunda relacién tiene que ver con el nimero
de pila y la columna de azulejos que forman la columna de la esquina superior

derecha del cuadrado central.
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Las relaciones que ellos establecen no fueron tan evidentes aun para los
estudiantes avanzados en la tercera fase que lo lograron a lapiz y papel, pero una
vez encontradas fue mas facil y r4pido resolver los cuestionamientos. La ventaja
para los estudiantes de la cuarta fase es justamente el uso del manipulativo virtual
para lograr establecer dichas relaciones. Observe las siguientes respuestas que
dan cuenta del establecimiento de las relaciones mencionadas mismas que
encaminaron a un procedimiento que generaliza el patron de crecimiento de

Azulejos:

4. Explica cémo le harfas para dlbujax ﬁa pila 18. rm > H» plieatia !%2) X §8
qmo‘ r?*"jﬁ}f@io* SO s 08 cordias ot’% f«immf‘n’

3. Explica como le harias para dibujar la plla 5.9 cuctde Fos  mr (B
\é ')_ (uar)rl G5 o&runer /a #C\f:}'“& w € el contye
em Loy orcle o clo e *" cueade s 5 de ', wda \nde

ALK EY i LI} N 5 &

7. Explica cémo le haces para encontfar el numero de azulejos cuadrado de
cualquier pila (“n”) del patrén. pnG Vv plicad i 0’ m*r hs)
YasG veéoltado S30mnma /n ] van D Qg0

7. Explica como le haces para encontrar el numero de azulejos cuadrados de
cualquier pila (“n”) del patron @\\; \ N atrn ol
Cilo cor0on AamneS favvwaea ol S

000 Ao N (e s e e U

Dos preguntas (5 y 6) que consideramos de orden superior por el esfuerzo
cognitivo que representa para el estudiante responderlas, son las planteadas en
orden inverso. Los resultados que se obtuvieron en la revisibn de los datos
muestran que los estudiantes no realizan un procedimiento inverso al que ellos
desarrollaron. Es decir, si su procedimiento consiste en multiplicar el nUmero de
pila por si mismo para obtener la cantidad de azulejos del cuadrado central luego
a ésta cantidad se le agrega un nimero de azulejos igual al nUmero de la pila para
formar la columna y al final se le suman dos azulejos que permanecen constantes.
Luego, dada una cantidad de azulejos ellos deben encontrar el nimero de pila

mayor que se puede construir con dicha cantidad. Entonces el procedimiento
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inverso seria, primero restar 2 y luego restar el nimero de pila a la cantidad dada,
al resultado de esto se debe obtener la raiz cuadrada. Si se obtiene como cociente
un namero con parte decimal, solo se considera la parte entera, la cual sera el
namero de pila mayor que se busca y habra azulejos sobrantes

Ninguno de los estudiantes efectu6 un procedimiento inverso, lo que ellos
hicieron fue probar con niumeros distintos que representaron el nimero de pila y
hacer los calculos segun su procedimiento original para obtener el nimero de
azulejos totales para ese numero de pila. Es decir, su procedimiento consistia en
aproximaciones al numero de pila tratando de acercarse a la cantidad de azulejos
dados comprobando a través de usar su procedimiento ordinario. Para ello
utilizaban la calculadora de la computadora. En general, los estudiantes
proporcionan respuestas correctas a las dos preguntas de orden inverso, su
recurso mas proximo fue su propio procedimiento. Se recuerda que los
estudiantes tienen escasos conocimientos algebraicos.

Por otro lado, al final de la hoja de trabajo se les pedia elegir la expresion
algebraica que consideraba correcta para encontrar el numero de azulejos para la
pila “n”. La expresion que eligen todos los estudiantes es: nxn+2+n, la cual cada
término esta en correspondencia con su procedimiento, considerando la “n” como
el numero de la pila. Un estudiante proporciona una expresion que es la siguiente:
“‘PxP+P+2” en donde “P” es el numero de pila. Esta expresién es igual a la que se
da como opcidn s6lo cambia la literal usada. S6lo un estudiante elige la expresion:
‘n“+n+2”, aunque en sus respuestas él nunca menciona elevar al cuadrado el
numero de la pila sino “multiplicar el nimero de pila por si mismo”.

De modo que podemos deducir que tenia cierto conocimiento al saber que un
numero multiplicado por si mismo es igual a elevar al cuadrado ese numero. Pero
esto no garantiza realmente tal conocimiento. Lo importante es que cualquiera de
las dos expresiones a las que llegan los estudiantes representan al procedimiento
hallado y estas generalizaciones son del tipo constructivas- no estandar-
multiplicativas.

En resumen, la resolucién del problema del crecimiento de azulejos | se hizo a

través de encontrar solo un procedimiento que generalizara al patrén. La
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visualizacion de la composicién de las pilas fue la misma que tuvieron los
estudiantes avanzados en la tercera fase. Las herramientas del manipulativo como
el contador de elementos (en este caso los azulejos), el cambiar el color de los
azulejos de manera conveniente y una calculadora integrada, facilitaron el avance
en el reconocimiento de regularidades que permitieron establecer relaciones entre
los elementos del patron, fundamentales para crear un procedimiento que

generalizara al patron.

El problema de CRECIMIENTO DE AZULEJOS I

En este penudltimo problema sobre patrones participan 39 estudiantes, de los
cuales 24 (64%) logran encontrar un procedimiento que generaliza al patron de
azulejos y un 15% inicia otro que tiende hacia la generalizacion pero no lo
consiguen, por errores en conceptos matematicos como confundir area con
perimetro.

Para iniciar la resolucién del problema se les pide, por lo menos, construir
con el manipulativo virtual las primeras cinco pilas del patron. Las cuatro primeras
pilas se presentan en sus hojas de trabajo. Se les sugiere modificar los colores
como ellos consideren conveniente de modo que les permita visualizar

caracteristicas que encuentren comunes en todas las pilas.
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Las respuestas a las primeras dos preguntas nos confirman el
reconocimiento de los azulejos que permanecen igual y de los que cambian o

aumentan. Observe algunas de las siguientes respuestas a las preguntas 1y 2.
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Preg. 1:
- “que los rojos [azulejos] siempre van a estar, no importa si el nimero de pila
es 207
‘los cuadros que se encuentran en las esquinas”
Preg. 2:
- “los cuadros del centro van aumentando”
- “lo mismo que en el gjercicio anterior [Azulejos I] se va aumentando los
cuadros del centro pero tiene uno mas”

Ellos estan reconociendo como constante en el patrén los cuatro azulejos de
las esquinas de cada pila y como la parte cambiante a un cuadrado conformado
por cierta cantidad de azulejos. Este es el primer paso para avanzar hacia lo
general.

Verbalmente se les solicita continuar la construccion de las pilas siguientes,
usando el manipulativo virtual, con el fin de consolidar sus hipotesis de lo
constante y lo cambiante en las pilas. Al observar directamente las pantallas de las
computadoras en el momento en que realizaban sus construcciones nos
percatamos que ellos habian encontrado ya una manera de saber cuantos y como
colocar azulejos para construir pilas consecutivas. Utilizaban la herramienta de
conteo de azulejos que proporciona el manipulativo. No hubo necesidad de que
hicieran todas las pilas hasta llegar a la pila nimero 16 para poder responder
cuantos azulejos se necesitan para construirla y mucho menos hacer las pilas
namero 45 y la 72 que corresponden a la pregunta 5. Las siguientes respuestas

nos dan evidencia de tal comprension, obsérvelas:

Preg. 3:
“el numero que te pide [pila 5] le aumentas uno, es decir, 6 y multiplicas 6x6
y solo le aumentas 4 que son los de las esquinas”
- “pondria un cuadrado de 36 cuadritos, mas los 4 de las esquinas”
Preg. 4.
“Multiplicando 17x17=289 y a ese resultado le suma 4 = 293 cuadritos”
- "7x17 lo multiplico y eso es lo de en medio y después las esquinas, le
sumo 4”
“Se le suma 1y son 17x17 +4=293”

Ellos ponen el cuadrado central de un color y los azulejos de las esquinas de

otro color o de distintos. Ellos observan una regularidad en el cuadrado central,
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éste tiene por medida de lado el nimero de pila aumentado en uno, de modo que
para saber de cuantos azulejos se conforma sélo hay que obtener su &rea. Por
ejemplo, si la pila es la #8 entonces, el lado del cuadrado central mide nueve
azulejos y se conformaria por 81 azulejos. Después de que los estudiantes hacen
estos calculos sélo agregan los cuatro azulejos constantes para obtener el total de
azulejos de la pila #8.

La observacién que hacen de los azulejos que aumentan al centro, no es
cualquiera, sino que ellos encuentran la relacién entre el nimero de pila y la
medida del lado del cuadrado central. Cabe decir que para este momento de la
resolucion del tipo de problemas planteados a los estudiantes, ya hay una
familiarizacion. Porque ellos ya buscan las relaciones que pudiera haber entre los
componentes del patron, principalmente aquellos que involucren al nimero de pila
o figura del patron.

Méas adelante se les plantearon dos preguntas en sentido inverso a las
anteriores, en su hoja de trabajo, con la intencién de conocer la solidez de su
procedimiento. Casi todos los estudiantes dijeron cual era el nUmero mayor de pila
gue se podia construir con la cantidad de azulejos dada. Hubo estudiantes que
equivocaron sus respuestas aun teniendo un procedimiento correcto para
responder, debido a que colocaron como respuesta el numero de pila aumentando
en len lugar de restarle uno. Por ejemplo, en la pregunta 6 la respuesta es la pila
#11. Ellos dan como respuesta la pila #12, explican que multiplicaron 12x12 que
resulta 144 y a esto le suman 4 azulejos obteniendo 148 azulejos que son justo la
cantidad de azulejos que se les dan. El error esta en que olvidan que el nimero 12
representa el nUmero de pila aumentado en uno, entonces su respuesta debe ser
el nimero de pila pero sin aumentarle uno.

El procedimiento que ejecutan para dar respuestas correctas a las
preguntas 6 y 7 es a través de aproximaciones. Es decir, prueban con distintos
nameros multiplicandolos por si mismos hasta acercarse a la cantidad de azulejos
dados en la pregunta, a modo de que con los azulejos que queden ya no se pueda
construir otra pila mas grande. Estos niumeros (con los que prueban) representan

el nidmero de pila aumentado en uno y el resultado de su multiplicacién
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corresponde a la cantidad de azulejos que conforman el cuadrado central. Al final
s6lo agregan los cuatro azulejos constantes. Los estudiantes no pierden de vista
gue el niamero que multiplican por si mismo es el nimero de pila aumentado en
uno, por esta razon ellos restan uno a éste numero para proporcionar el nimero
de pila real en el patron. Se puede decir que ellos utilizan el mismo procedimiento
que les permite conocer la cantidad de azulejos para cualquier pila de patrén pero
el uso que le dan es distinto, aqui sirvié para comprobar que el nimero de pila que
daban por respuesta era realmente la mas grande que se podia construir con la
cantidad de azulejos dados. Usan este procedimiento pues es Su recurso mas
cercano. Adelante se muestran algunas respuestas a las preguntas que dan

cuenta de este hecho:

Preg. 6:
- “La[pila] 11, primero lo intenté con la 13 y luego la 12 y me sali6é 11”
“Ipila] 11. Multiplicar 12x12=144 +4 de las esquinas”
Preg. 7:
- “Ipila] 11. Multiplicando 12x12 +4 y les sobran 17 azulejos”
- “Pila 11. Multiplique 12x12= 144 + los cuatro de las esquinas 148, sobran
177

Hay que mencionar que tres estudiantes intentaron un procedimiento inverso para
hallar el nUmero de pila mas grande. Observe sus respuestas:

- “Resté 148-4 y me sali6é 144, luego busqué un numero y me dio 12”

- “Encontré el numero 11+1= 12 y lo multiplique x si mismo y le sume 4
cuadros que permanecen igual”

- “Primero puse 148, le quité 4 y después puse 12x12 y me salio 144 y
después le sume 4”

Invertir su procedimiento seria por ejemplo, para la pregunta 6 que les da 148
azulejos para construir la mayor una pila posible. El estudiante tendria primero que
restar cuatro a los 148 azulejos, de esto resulta 144, namero al cual hay que
obtener su raiz cuadrada por ser la operacién inversa de elevar un namero al
cuadrado o de multiplicarlo por si mismo. La raiz cuadrada de 144 es 12 éste
resulta ser el nimero de pila aumentado en uno entonces, hay que restarle uno

para obtener el verdadero niamero de pila en el patron que es 11. Lo que quiere
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decir que con 148 azulejos se puede construir la pila #11 sin que sobren ni falten
azulejos. En el mejor de los casos los alumnos harian este procedimiento pero
ellos recurren a su recurso matematico mas cercano. Estas accion es totalmente
comprensible y acorde a su nivel.

Casi al final de su hoja de trabajo ellos explican cuél es su procedimiento al
gue llegaron para encontrar la cantidad de azulejos que se necesitan para
construir cualquier pila del patrén, lo cual manifiesta la solidez de su hallazgo,
observe:

- “es el numero de la pila sumandole uno y lo multiplico por ese mismo
numero y sumo mas 4”

- “Multiplicando el numero de pila + 1 por si mismo teniendo el resultado se le
suman 4 + que son los de afuera. [La férmula que elige es (n+1)? +4]”

- “El numero de pila mas +1 y lo multiplicas por si mismo y luego le sumas +4
y te da P+1 x P+1 =4" [P = # de pila]

- “Si te dan un namero [de pila] cualquiera como el 16; le aumentas 1 =17y
lo multiplicas por si 17x17 y cuando te da el numero solo le aumentas 4 y
ya. 16 = 17x17= 289+4 = 293"

Los estudiantes tienen claro como encontrar la cantidad de azulejos de
cualquier pila en el patron. Al final de las hojas de trabajo se les pide elegir una
formula que sirva para encontrar la pila n en el patrén. La eleccion de los
estudiantes entre las expresiones (n+1) (n+1) + 4 y la (n+1)? +4 recae en la
primera sin ser mucha la diferencia en el numero de estudiantes que la eligen. La
razon es porque visualmente refleja la operacion de multiplicar por si mismo el
numero de pila aumentado en uno, justamente lo que ellos hacian.

La resolucion del problema de azulejos Il a través de un procedimiento que fue
expresado como (n+1) (n+1) +4 y (n+1)? +4 en total correspondencia con su
visualizacion de las pilas del patron. Desde la tipologia de Rivera la generalizacion
a la que llegan los estudiantes es constructiva- estandar y no estandar-
multiplicativa.

En general, la resolucion del problema de Crecimiento de Azulejos Il rebasé
lo esperado. Se tiene toda la certeza de que la construccién y visualizacién en el
manipulativo virtual facilita la comprensioén y deteccion de regularidades del patron

lo que conlleva a encontrar formas de resolver este tipo de problemas.
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El problema de CRECIMIENTO DE PILAS

Este ultimo problema tiene peticiones que lo hacen distinto a los anteriores y son
las siguientes: las imagenes del patron que se les presentaron en sus hojas de
trabajo son la numero 2, 3y 4 y se les pide dibujar la pila cero; luego se les solicitd
dibujar las dos pilas previas y las dos siguientes. Ademas de dibujarlas las tenian
gue construir con el manipulativo; y también se les pidié describir otras formas o
procedimientos para encontrar el nimero de azulejos para la pila n del patron.

Después de las instrucciones para poder usar el manipulativo en la seccién
correspondiente, se les pide construir dos pilas anteriores a la pila nimero 2 (la
cero y la uno) y también dos pilas después de la nimero 4. Casi todos los
estudiantes construyen sin dificultad la pila ndmero 1, 5y 6 pero la pila numero
cero causo confusion en su construccion, algunos pensaron que no existia y otros
la construyeron errbneamente, aunque hubo quienes hicieron una construccion
correcta. La sugerencia que se les hizo fue construir primero las pilas a partir de la
namero 2 en adelante con la intencibn de que observaran cémo estaban
estructuradas y luego poder construir con esa misma estructura las pilas cero y
uno. Esta estrategia funciond para muchos estudiantes dado que respondieron
bien cuantos azulejos tienen las pilas numero 0, 1, 5 y la 6. Ademas se ayudaron
con la herramienta del manipulativo que cuenta los bloques (azulejos) usados en
cada pila.

Enseguida se les pide decir como le hacen para dibujar la pila numero 10,
muy pocos no contestan esta pregunta. Los estudiantes primero la construyen con
el manipulativo, sin que hayan hecho todas las pilas que le anteceden y después
dan su explicacion, ésta es muy breve y consiste en mostrar los célculos que
hicieron para obtener la cantidad total de azulejos que requiere la pila niamero 10.
Las respuestas que dan la mayoria de los estudiantes manifiestan ya un
procedimiento que les permite saber la cantidad de azulejos que tienen las pilas
aun cuando el manipulativo les indica el total de azulejos empleados. Pero ellos
saben que el manipulativo solo indica este dato cuando se construye la pila pero
cuando se trata de un numero de pila muy grande el construirla con el

manipulativo no resulta practico, asi que buscan una forma distinta de encontrar la
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cantidad de azulejos sin tener que construir una pila de gran tamafio o cualquiera
que sea.

Tal procedimiento expresado numéricamente se clara en la descripcion que
dan al responder la pregunta de cuantos azulejos se necesitan para hacer la pila
namero 57 y ademas se corrobora su funcionalidad pues los alumnos no
construyen dicha pila en el manipulativo, sélo hacen operaciones utilizando la
calculadora de la computadora para obtener los resultados de ésta y otras
preguntas. En la revisibn mas puntual de esta pregunta en las hojas de trabajo se
detectaron tres procedimientos para resolver el problema del crecimiento de pilas.
Dos de éstos fueron también hallados por los estudiantes en la fase anterior, el
otro lo descubrieron en esta cuarta fase y es equivalente pero distinto o mas bien
una variante mas. Enseguida se hara una descripcion de estos tres

procedimientos.

Primer procedimiento
Es el que mas estudiantes desarrollan en esta fase y la anterior. Consiste en
visualizar a la pila en tres secciones. La primera seccion es una fila de azulejos en
la parte superior de la pila que tiene una cantidad de azulejos igual al niumero de
pila aumentado en uno. La segunda seccion, es un cuadrado ubicado al centro de
la pila que se conforma por una cantidad de azulejos igual al nimero de pila
elevado al cuadrado. La ultima seccion, es una fila de azulejos en la parte inferior
igual al numero de pila aumentado en dos. Si se suman los azulejos de cada una
de estas secciones se obtiene el total de azulejos de la pila en cuestion. Los
estudiantes usan la herramienta del manipulativo que permite poner color a los
azulejos, de manera que cada seccion tiene un color diferente para hacer notoria

cada una. Observe la imagen:
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Ahora bien, para definir estas tres secciones, ellos establecieron relaciones
sumamente importantes basadas en el numero de pila. Si se desconoce este dato
su procedimiento pierde sentido. Establecer estas relaciones no es facil pero con
los antecedentes de los problemas anteriores ellos ya buscan este tipo de
relaciones para hallar un procedimiento que los lleve a saber el niumero de
azulejos necesarios para cualquier pila del patréon. La expresion algebraica que
representa esta visualizacion es: n + (n+1) + (n+2) donde n® es el cuadrado
central; n+1, la fila superior y n+2, la fila inferior. Observe estas respuestas que

muestran las tres secciones que visualizan los estudiantes:

Preg. 3:
- “Es 10x10 y se le suman arriba méas 1 o sea 11 y luego abajo es 10+2 = 12
= 123 [azulejos]”
- “Poner 100 cuadros en el centro, arriba 11 y abajo 12”
Preg. 4:
“3366, pues en el centro hay 57, multiplicas 57x57 y le sumas 59 y 58 y te
sale”
‘3366, multiplique 57x57 y me dio 3249, después le sumé 117que es el
resultado de sumar las dos barras [filas] 59 + 58 y ya”

Una estudiante fue puntual al escribir los céalculos de su procedimiento cuando se

le pregunta como dibujar la pila #10, ella hizo lo siguiente:

WZizi 272 7
, T iL i
Coloca un circulo de color ‘ i
diferente para especificar la ~ 5] ]
seccioén de azulejos a la que se | i | ‘
refiere, misma que estd g i o e i) =t L
coloreada en la plla' 2. - ;Cuéntos azulejos se necesita paraconstruircqg{auna de éstas pil%_s,?
Pilad= Pila 1= Z Pilas5=_3% Pila6=_%5)

3. Expl¥a cémo le harias para dibujar la pila 0. jpxlQ = QO

0 + iz 4
——>eo/w0}t92 ;2 TRV -
3266

4. ;Cuantos azulejos se necesi <r la pila 57?

Al final hace una sumatoria o e 3 T piosta?

de todos los resultados

nimero de azulejos que se
requieren para la pila #10

: TIACF = 5294
obteniendo 123, que son el @ 52 +) - 5% 2279 F 5% 157 = 3364
L8512 4+2 54 i

5. Tengo una caja con 289 azulejos, ;qué nmimero de pila serfa la més grandg que se
podria hacer usando estos azulejos y siguiendo el patron? )
¢Como le hiciste para llegar a tu respuesta?

RIS 20T

1 x 1€ 25¢C
8 /-2y )3 s+l - 1€
a[(’?z ki1 b B o 2 13-

ey a0

2
=
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La férmula que escribe es:

Si llegaste a una formula o regla que permita encontrar ficilmente el nimero de:
azulejos necesarios para construir cualquier pila del patrén, escribela y si usaste letras di
qué siggiﬁw ca'da. una.

Viia X i
o +1

-3 pilas-

A muchos estudiantes les es dificil describir con sus palabras en sus hojas de
trabajo su procedimiento, en su lugar escriben las operaciones mateméaticas que
realizan para llegar al resultado. Los estudiantes llegan a establecer férmulas

como las siguientes:

- “N° de pila® (al cuadrado) + hi (hilera inferior) + hs (hilera superior) =
Numero de azulejos”

T4 Al 4+ D"

- “nxn+n+1+n+2”
Estas expresiones de los estudiantes son del tipo constructivas- no estandar-
multiplicativas en la categorizacion de Rivera.

Es alentador que los estudiantes hayan progresado hasta el punto de utilizar n
como un numero general y lograr establecer una formula o expresion algebraica
con esta caracteristica, considerando que son estudiantes de primer grado con

Mmuy pOcCosS recursos algebraicos.

Segundo procedimiento
Los alumnos parten de visualizar las pilas en tres secciones, sélo una seccion es
igual a la del procedimiento anterior que es la conformacién del cuadrado central
gue tiene una cantidad de azulejos que se obtiene de elevar al cuadrado el
namero de pila. Una segunda seccion son dos filas de azulejos, una en la parte
superior y otra en la inferior de la pila. Cada fila se forma con una cantidad de
azulejos igual al numero de pila. La tercera seccién son tres azulejos que

permanecen constantes en cada pila.
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Este procedimiento también fue desarrollado en la tercera fase y llegaron a la
misma expresion pero la visualizacion fue diferente, enseguida mostramos las

imagenes que muestran la diferencia en la visualizacion. Observe:

En la tercera fase, el estudiante
hace una transformacion de la
pila. Mueve un azulejo ubicado
en la esquina inferior derecha
hacia la esquina superior derecha.

— »
5

2| m

=

B

2

&
bl

Lt | e | e | [ T
ERES - IO ExreErerre|

Enseguida se muestra lo que hizo una estudiante para obtener la cantidad de
azulejos de la pila #57.

“‘Multiplique 57x57 =3249 después le sumé 114 que es el resultado, hay que
sumarle las 3 barras [azulejos]”

Ella multiplica “57x57=3249”, esto corresponde a la primera seccién que
visualiza como el cuadrado central. Luego dice “después le sume 114 que es el
resultado”, ella obtiene 114 cuando suma 57+57, cada numero 57 representa los
azulejos colocados en cada una de las filas de la segunda seccion. Y cuando dice:
‘hay que sumarle las 3 barras”, se refiere a los 3 azulejos que permanecen

constantes. Otro estudiante expresa asi este procedimiento:

“Multiplicando el numero de pila por si mismo, simale el n [nUmero] de pila 2
veces y luego sumale 3”

La descripcién del procedimiento nos lleva a la férmula o expresion: n?+2n +3 que
es equivalente a la expresién del primer procedimiento pero en la forma mas

simple de expresar la generalidad del patrén.

El tercer procedimiento
Lo encontré sélo un estudiante y aunque no lo culmina debido a que lo cambia por
el primer procedimiento descrito aqui, su procedimiento también conducia a

generalizar el patrén. El construye con el manipulativo virtual las pilas 6, 5, 1y 0,
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ademds de otras, y en su hoja de trabajo dibuja las pilas 6, 5y 1 en ellas hacen
marcas que distinguen las diferentes partes de las pilas, pero no logra traducirlas
de manera matematica para obtener el total de azulejos de cada pila. Observe lo
gue hace en su hoja de trabajo:

El estudiante secciona la pila. Una seccidn corresponde a un cuadrado en
el centro formado por azulejos, de manera que el lado del cuadrado tiene una
cantidad de azulejos igual al nimero de pila. La segunda seccién corresponde a
una fila de azulejos en la parte superior que se forma con una cantidad de azulejos
igual al namero de pila disminuido en uno y otra fila en la parte inferior tiene una
cantidad de azulejos acoplados en cada una de las filas mencionadas antes, éstos
cuatro azulejos permanecen constantes en todas las pilas. Observe las pilas
dibujadas por el estudiante en su hoja de trabajo:

Ejemplo de la pila #5:

1. Construye con el manipulador virtual la pila5y 12'1 6. Luego lalyla0.
Ahora dibuja sobre el papel cuadriculado estas mismas pilas.

,l’af’h?;’f vANZVA.

V4% A7y §s Ly Pl &3: 5
DYl H"H | é/’ 174 74 ﬁ: L4
R ; \&:’ , .

2. - ;Cuantos azulejos se necesitan para construir cada una de_ éstas pllgs'{ﬁ

Pila0=__5 Pila 1= (; Pilas5=_2 2 = Pila6 =
- ’ 3 s ;f- ] y ; '
3. Explica camo le harfas para dibujar la pilaJlO.n'\ 100 %en & L centyd
Brohd 8+ \02: 203

Las secciones pueden interpretarse simbodlicamente de la siguiente manera.
La cantidad de azulejos del cuadrado central se obtiene elevando al cuadrado o
multiplicando por si mismo el nimero de pila. Si denominamos n como el niumero
de pila, entonces se expresaria asf: n? 6 n-n. La representacion de la fila superior

seria: n-1 y la fila inferior seria: n. La seccién de azulejos constantes soélo es el
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ndmero cuatro. La expresién que reline estos términos quedaria como n? +n-1 +n

+4, al simplificarla se llega a: n?+2n+3. Observe la imagen de su construccion:

ix
is

eI IRNL Y]

—————" =)
TN | [ |

™ oncargar Hvwvs Version Gratua 351 J

e

Aunque el estudiante resuelve el problema con otro procedimiento equivalente que
se origina de una visualizacién distinta, éste no deja de ser menos valioso.

La manera de resolver la pregunta en sentido inverso, la cual les
proporciona 289 azulejos para construirla mayor pila posible, fue a través de
ensayo y error o de aproximaciones. Se consideran correctas dos respuestas. Si el
alumno contesta que es la pila #16, le faltarian 2 azulejos, pues se necesitaran
291 para esta pila. Si contesta que es la pila #15, le sobrarian 31 azulejos de los
289 dados. Desde nuestra perspectiva ésta seria la respuesta mas acertada. Los
estudiantes no revierten su procedimiento para llegar al nimero de pila, sino que
lo usan como una manera de comprobar que los nimeros con los cuales intentan
llegar al numero de pila utilice el mayor niumero de azulejos posibles que se les
dio.

Esta es su mejor estrategia, su recurso mas proximo y efectivo. Por ultimo,
ellos no describen otros procedimientos distintos al que desarrollaron. Algunos
describen nuevamente su procedimiento y escriben una regla o formula que lo

representa, esto es relevante porque utilizan la literal “n” para expresarla, observe:

- ‘nxn+n+1+n+2”
- ‘pila x pila + pila+1 + pila +2 = resultado”
- “nxn + (n+2) + (n+1)”
- NxN+ N+1+ N+27
Centro Arriba Abajo
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En resumen, los estudiantes resolvieron el problema con menos dificultad,
su observacion en el patron se volvid6 mas fina. Es decir, tratan de hallar
regularidades de una pila a otra. Buscan formas mas simples de ordenar lo que es
constante y lo cambiante en cada pila. Utilizan los colores que proporciona el
manipulador para distinguir las secciones que estructuran la pila segun su criterio
de visualizacién, la herramienta del color en los azulejos resultd una buena

estrategia porque cada seccion coloreada representa una regularidad en el patrén.

Mas adelante se presentan dos tablas que muestran por separado un panorama
general del tipo de generalizaciones algebraicas que desarrollaron los alumnos
participantes en la tercera y cuarta fase en las seis actividades de generalizacion
de patrones. Cabe recordar que las actividades en la tercera fase fueron resueltas
por estudiantes de alto rendimiento en matematicas en un ambiente de lapiz y
papel y en la cuarta fase por estudiantes de bajo rendimiento en un ambiente
virtual. Se clasificaron las respuestas de los estudiantes con respecto a la tipologia
de Rivera (plantillas visuales), esto implico analizar la eleccion de unidad de
medida que consideraron pertinente en cada patron.

La unidad de medida elegida por el estudiante tiene que ver con su
pensamiento aditivo o multiplicativo en relacion a la interpretacion que dieron a la
estructura general del patron. Esto es, cada estudiante visualiza los patrones de
manera distinta y esto depende fundamentalmente de cdmo conceptualiza sus

unidades de medida.

La Tabla 1 muestra la produccién de generalizaciones algebraicas que
construyeron los participantes de alto rendimiento. En primer lugar todas las
generalizaciones recaen en platillas visuales del tipo multiplicativo, lo que indica un
nivel de abstraccién superior si se compara con el de tipo aditivo. Luego, en
especifico son constructivas no estandar lo que quiere decir que los estudiantes al
visualizar la estructura del patron no superponen las partes de las figuras que lo
conforman y ademas los términos de la expresion que utilizan para generalizar el

patron no estan en forma simplificada, mas sin embargo hubo alumnos (un menor
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namero) que expresaron la generalizacién en su forma méas simple. Esto ultimo no
se esperaba pues implica conocimientos algebraicos mas avanzados (suma de
términos semejantes, exponentes, escritura algebraica, etcétera.) por lo menos
para el primer grado de secundaria.

Finalmente, en el sexto problema (de mayor complejidad) se aprecia un
gran numero de procedimientos de resolucion que responden a una plantilla visual
de tipo multiplicativo pero ademas en éstos los alumnos mueven, reorganizan las
piezas y transforman una figura del patron en otra que tenga una estructura
familiar para ellos, por ejemplo un cuadrado o un rectangulo en particular para
este problema y para los otros, un triangulo equilatero, un prisma o cubos por decir

algunas de los que los estudiantes usaron.

En la Tabla 2 muestra la produccién de generalizaciones algebraicas que
construyeron los participantes de bajo rendimiento. Es notorio que casi un total de
los alumnos realizaron generalizaciones que se sostienen en platillas visuales del
tipo multiplicativo de caracter constructivo no estandar, muy cercano los resultados
a los de sus compaferos avanzados aunque las producciones son menores,
algunas son distintas y no por eso menos validas. Lo valioso es que estos

estudiantes rebasaron la expectativa de la investigacion.
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TABLA 1. Clasificacion de las generalizaciones algebraicas que desarrollaron los estudiantes en la
tercera fase de la investigacion. Ambiente: Lapiz y papel

TIPOS DE -
DISENO DE LA ESTAMPAS EN CRECIMIENTO CRECIMIENTO CRECIMEINTO DE
GENERALIZACIONES/ LETRAV
PATRONES VIGA EL CUBO DE AZULEJOS | DE AZULEJOS II PILAS
Estdndar constructiva
aditiva
No estandar n+(n-1)
constructiva aditiva
2 2
Estandar constructiva n-4+2 n"+n+2 (n+1)"+4
multiplicativa
No estandar 2(n-1)+1 4(n-1)+3 4(n-2)+10 (nxn)+n+2 (n+1)(n+1)+4 n2+(n+2)+ n+1
. 3n +(n-1) 4(n-1)+6 n(n+l) +n-1+4
constructiva 2
— [n-1]+[nx2]+[n] n“+(n+1)+n+4 nxn +n2 +3
multiplicativa
n(n+1)+ n+1 +2
Deconstructiva
Constructiva n- 31 4n-1
impulsada por [La realizd un [Multiplicativa-
auxiliar o alumno] estandar]
deconstructiva
(n+1)(n+1)+2
(n+2)(n)+3
[n+2:n]+3
(n+2)(n)+3
Constructiva basada nxn 42n +3
en la transformacion
o deconstructiva (n-1)[(n-1)x(n+2)]+2
(n-1)(n-2)+(n+1)+4
[Todas son: No
estandares-
multiplicativas]
2 4 3 1 2

OBSERVACIONES

Procedimientos

procedimientos

procedimientos

procedimiento

procedimientos

8 procedimientos
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TABLA 2. Clasificacién de las generalizaciones algebraicas que desarrollaron los estudiantes en la
cuarta fase de la investigacion. Ambiente: virtual

TIPOS DE
GENERALIZACI LETRA V DISENO DE LA ESTAMPAS EN EL | CRECIMIENTO DE | CRECIMIENTO DE | CRECIMEINTO DE
ONES/PATRON VIGA CuBO AZULEJOS | AZULEJOS 11 PILAS
ES
Estandar
constructiva
aditiva
El problema lo
responden
verbalmente vy
la expresion
matemadtica que
representa  su
respuesta es:
No estindar | " T ("Y
const.rl.Jctwa El problema lo
aditiva
responden
verbalmente
con otro
procedimiento y
la expresion
matemdtica que
lo representa
es: n+n-1
Estandar n’+2n+3
constructiva
multiplicativa
El problema lo nx3 + n-1 nx4 + 2 (nxn)+n+2 (n+1) (n+1)+4 | nxn +n+1+ n+2
responden n+2n+(n-1) pXp +p +2 n+lx ntl+4 n’ +(n+1)+ (n+2)
No estandar verbalmente . ,y 2
constructiva la elx[:)resmn n“+n-l1+n+4
s matematica que
multiplicativa
representa  su
respuesta es: 2
(n-1)+1
Deconstructiva
Constructiva
impulsada por
auxiliar o
deconstructiva
Constructiva 4(n-2)+10
basada en la [No estandar-
transformacion multiplicatival
o
deconstructiva
3 2 2 1 1 3

OBSERVACIONES

Procedimientos

procedimientos

procedimientos

procedimiento

procedimiento

procedimientos
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Las siguientes imagenes muestran a los estudiantes resolviendo los problemas usando el

manipulativo virtual en el aula digital de su escuela.
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CAPITULO IV
CONCLUSIONES

En esta tesis se abordd el tema del razonamiento algebraico a través de la
generalizacion de patrones mediada por un manipulativo virtual. Mostramos una
manera de fomentar el razonamiento inductivo, al cual se le da poco espacio en el
programa de estudio de matematicas de secundaria. La generalizacion de
patrones ha sido estudiada y empleada como una via para introducir el algebra a
la educacion bésica.

Nuestra propuesta gira en torno a la generalizacion de patrones de figuras,
tema que ha sido investigado en nuestro pais por la comunidad matematica. Sin
embargo, el nimero de investigaciones se reduce cuando la tematica se vincula a
un ambiente de aprendizaje virtual. EI manipulativo virtual que se utilizé para esta
investigacion provee de herramientas a los estudiantes desaventajados en
matematicas. Este permite la experimentacion de acciones matematicas
importantes como la abduccion e induccion (base en los procesos de
generalizacion algebraica) y les brinda mayores posibilidades de avanzar hacia la
comprension y generalizacion de problemas relacionados con patrones de figuras.

La Trayectoria Hipotética del Aprendizaje (THA) fue el fundamento teorico
de la metodologia utilizada en esta investigacion (Simon, 1995). Se partié de
indagar cuéles eran las nociones algebraicas de los estudiantes; se planificaron
actividades para abordar el tema de generalizacion de patrones; se seleccionaron
tareas que proporcionaron herramientas para promover el aprendizaje de dicho
tema; se instrumentaron fases de trabajo que en el transcurso se les incorporaron
modificaciones, para ello fue necesario apropiarse de las estrategias de resolucion
gue generaron los estudiantes avanzados trabajando en ambientes de lapiz y
papel. Dichas estrategias se tradujeron en guias pedagodgicas, su disefio
incorpor6 la utilizacion de dispositivos digitales en el aula, y fueron la expresion
concreta de la concepcién de una trayectoria hipotética de aprendizaje que
permitid trabajar con los estudiantes desaventajados en la resolucién de tareas de

generalizacion.
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En esta investigacion se resuelve de manera creativa la tension que existe
en cuanto a la meta del aprendizaje del tema curricular algebraico de patrones y
ecuaciones (la cual es que el estudiante debe de formular, utilizando el lenguaje
algebraico, la formula general que subyace al patrén) y la recuperacién del
pensamiento matematico generado por los estudiantes en este tipo de situaciones.
En particular, se generan dos ciclos completos de ensefianza del tema de
patrones y ecuaciones (SEP 2011, p. 16) para dar respuesta, mediante el disefio
de guias pedagdgicas y la incorporacién de herramientas virtuales, al tipo de
pensamiento y dificultades que caracterizan a los estudiantes desaventajados en
esta clase de situaciones, de tal manera, que estos Ultimos estén en igualdad de
condiciones (cognitivas) al téermino de determinada instruccion escolar.

Tales estudiantes se pueden caracterizar por encontrarse normalmente en
situaciones de desventaja en la escuela, ya sea por falta de desarrollo de
habilidades, o de recursos adecuados. Esto es, sin la ayuda de mediadores mas
eficaces como los que se proporcionan con el acceso a dispositivos digitales
(como los de la biblioteca de manipuladores virtuales de la Universidad de Utah)
este tipo de estudiantes dificilmente logra resolver las tareas de generalizacion de
patrones con figuras o patrones figurales. Esto ultimo fue lo que pudimos constatar
durante la primera fase del trabajo empirico, pues en realidad este tipo de
estudiantes cuando se resuelven tareas de este tipo, utilizando solamente lapiz y
papel, normalmente quedan al margen de la actividad, sin recursos y a la espera
de las iniciativas de los estudiantes mas avanzados.

Para efectuar el analisis de los datos recabados del trabajo de campo, nos
acercamos a las propuestas de Mason (1985) y Rivera (2010). Mason propone a
la generalizacion como una via apropiada para acceder al pensamiento
algebraico, él establece un proceso por el cual se transita para llegar a ésta con
respecto a tareas matematicas. Este proceso consiste en pasar de lo especifico a
lo general, él lo denomina Ciclo de la Generalizacion y se desarrolla en cuatro
etapas bien definidas.

Una parte del analisis consistié en identificar estas etapas en la resoluciéon

de los problemas sobre patrones de figuras que efectuaron los estudiantes. Se
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logré a través de la revision de entrevistas y la resolucion escrita en sus hojas de
trabajo. Esta labor contribuy6 en el redisefio del planteamiento de los problemas
para ser presentados a los estudiantes desaventajados para su resolucion en un
ambiente de aprendizaje virtual. Especificamente se observé que los estudiantes
transitaron por los dos principales tipos de acciones mencionados por Rivera, a
saber, la accion aditiva-inductiva sobre los objetos y la accién simbdlica.

Con ayuda del manipulativo virtual, los estudiantes desaventajados
pudieron establecer hipétesis acerca del numero de elementos que conformaban
figuras que no aparecian en el patrén figural dado (etapa abductiva en el proceso
de generalizacion, de acuerdo con Rivera), y pudieron avanzar en la prueba o
confirmacion de sus hipotesis (establecimiento de la etapa inductiva segun el autor
antes referido), de tal manera que pudieron confirmar la validez de una regla o
procedimiento que define al patron . De acuerdo con Rivera, ambas etapas forman
parte del proceso de generalizacion de patrones figurales, via la visualizacion de
las plantillas figurales convenientes, segun las propias estrategias de resolucion
gue decidan los estudiantes implementar.

El trabajo de Rivera aportd significativamente al analisis de los datos
obtenidos en esta investigacion. Su trabajo da evidencia empirica de la existencia
de Plantillas Visuales en las tareas sobre generalizacion de patrones, de tales
plantillas surgen tipos de generalizaciones algebraicas. Su investigacién se enfoco
en la generalizacion de patrones, en enfatizar la visualizacion y en el pensamiento
multiplicativo que de ahi se desprende. El autor se centro en tres tipos de plantillas
visuales: aditiva, multiplicativa y pragmatica, y las implicaciones cognoscitivas de
éstas. Dichas plantillas exaltan el papel del ojo como un érgano legitimo de
descubrimiento e inferencia.

En el andlisis de los datos se identificd la relevancia de la visualizacion
otorgada por los estudiantes en la resolucion de los problemas de generalizacion.
Esta form6 parte de sus estrategias para detectar regularidades en el patron y
ademas se vincula con la primera etapa del proceso de generalizacion enunciada
por Mason. Parte de este analisis fue el reconocimiento de plantillas visuales que

generaron ambas poblaciones de estudiantes participantes. Al respecto diremos
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gue se confirma lo que Rivera asume acerca de la visualizacién de plantillas al
resolverse tareas sobre generalizacion de patrones de figuras con estudiantes de
secundaria. En circunstancias similares con respecto a edad de los alumnos,
ambiente de aprendizaje (lapiz y papel) y tareas mateméaticas (patrones de
figuras), nuestros alumnos aventajados resolvieron este tipo de problemas de
manera semejante a los estudiantes que colaboraron en el trabajo de Rivera.

Para nuestros estudiantes desaventajados, la visualizacion representd el
punto de partida para identificar regularidades en el patron. Ellos seccionaron las
figuras para hacer evidente lo que permanecia constante y lo cambiante en cada
una de éstas, para después de varios intentos traducirse en una expresion que
representara la generalidad del patron. Las plantillas visuales que generaron estos
estudiantes incurrieron en las de tipo multiplicativo. El que los estudiantes lleguen
a una generalizacion algebraica de tipo multiplicativa, indica un nivel mayor de
abstraccion, el cual ubica a esta operacion de pensamiento en un orden superior,
segun nuestro autor.

Al comprobar que la visualizacion contribuyé que los estudiantes
desaventajados pudieran llegar a instrumentar estrategias de resolucién, en torno
de las tareas propuestas, similares a las de los estudiantes avanzados. Los
estudiantes en desventaja privilegiaron la asociacion de una unidad de medida con
el numero de la figura, pudieron avanzar en el establecimiento de hipotesis y en la
prueba o verificacion de las mismas. Es decir, que en efecto los estudiantes
evidenciaron la realizacion de acciones del tipo abductivo e inductivo, base del
proceso de generalizacion.

El manipulativo virtual como mediador para la visualizacion contenia las
caracteristicas idoneas para potenciarla en los estudiantes, las cuales sin duda les
permitieron ampliar sus posibilidades de comprension y resolucién a un nivel
similar a los estudiantes avanzados, pues el tipo de plantillas al que llegaron se
ubican, casi por igual, entre las del tipo multiplicativo.

A diferencia del trabajo de Rivera en esta tesis el utilizar la tecnologia en el
aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en la educacién basica fortalece

los argumentos que hasta ahora se han dado en torno del uso de la tecnologia
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para que grupos en desventaja estén en igualdad de condiciones al concluir
determinada instruccion escolar.

Se hace preciso enfatizar la mediacion del manipulativo virtual como un
facilitador que potencializo la capacidad de visualizacion de los estudiantes menos
aventajados y es justamente esta funcién, entre otras, la que debe desempenfar la
tecnologia en la escuela. Vista como un medio, no un fin.

En general, la instrumentacion del ciclo de ensefianza a lo largo de todas
las fases del trabajo empirico y en particular a partir de la utilizacion de las guias
pedagdgicas y de los manipulativos virtuales, permiti6 que la mayoria de los
estudiantes alcanzaran la explicitacion de una formula algebraica subyacente al
patron figural en cuestion y se avanzo hacia una formulacion sincopada (i.e. en
una combinacion de lenguaje algebraico y natural) de la regla subyacente en las
configuraciones en juego.

El soporte brindado por el manipulativo fue, entre otras cosas, el de exaltar
la visualizacion, determinante para la identificacion de regularidades del patréon. En
tal reformulacion intervino la decision del profesor/investigador para modificar
asertivamente los cuestionamientos del problema matematico para guiar
pedagdgicamente al estudiante menos aventajado hacia la comprension y
resolucién del problema.

Por supuesto habra y falta mucho por hacer en cuanto a encontrar formas
en las que el estudio de las matematicas, en el nivel basico, logre ser del interés
de los adolescentes actuales; en donde el profesor consiga la comprension y
desarrollo de ideas matematicas por parte de sus alumnos a través de la
constante busqueda de herramientas pedagogicas que se viertan en su practica
diaria y los estudiantes le tomen sentido a esta area del conocimiento que estara
presente en casi todas sus actividades; e incorporar a la tecnologia en el aula, no
para suplir al maestro sino para ser una mediadora entre él, el conocimiento y sus
alumnos.

Finalmente este trabajo de investigacion puede ser Uutil en practicas
cotidianas cuando se estudian las matematicas en la escuela secundaria. Le

proporciona al profesor guias pedagogicas en relacion al tema de la
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generalizacion de patrones de figuras, ademas brinda evidencia del potencial que
tiene el uso de un manipulativo virtual para nivelar el aprendizaje de estudiantes
en desventaja académica en matematicas. Se propicia entonces clases mas
inclusivas de mateméaticas y el planteamiento de metas de aprendizaje mas
elevadas. Que no baste con la sola comprension, sino que se llegue a la
resolucion de problemas matematicos. Este logro significa la formacion de
individuos competentes matematicamente aptos para transitar a niveles

educativos subsecuentes.
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ANEXO A

HOJAS DE TRABAJO PARA
ESTUDIANTES DE LA TERCERA FASE

(ALTO RENDIMIENTO ACADEMICO)
Ambiente: Lapiz y papel

La Letra V

El Disefo de la Viga

Las Estampas en el Cubo
Crecimiento de Azulejos |
Crecimiento de Azulejos Il

Crecimiento de Pilas



=

N

4.

ACTIVIDADES DE EXPLORACION

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

El problema de la letra “V”
Instrucciones: Observa con atencién lo que enseguida se presenta y responde lo que se

te pide.
Observa las figuras

TR AT

Fig.1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

¢Si el patron continua, cuantos bloques negros estaran contenidos en la siguiente letra
V?

¢Cuantos bloques estaran en la figura 15 en la secuencia? ¢Cémo llegaste a tu
respuesta?

Tengo una caja con 36 bloques ¢puedo hacer una letra V' que siga ese patron?
¢Me sobrarian o faltarian bloques?

¢Cuantos bloques habria que tener para hacer la figura 21 o la figura 63?

¢Cual de las figuras tiene exactamente 100 bloques?




6. ¢Como podrias saber el nUmero de blogques para cualquier letra V en este patrdn?

7. ¢Cudl de las expresiones siguientes crees que sea correcta para la figura “n”?
Subrayala. ¢Y por qué crees que lo es?

an+n+1l
b) n*-1
c) n+n-1
d) 2n-1

8. ¢Puedes crear un problema de patrones interesante para el resto de tus compafieros?
Muestra como seria.

Referencia: Education Development Center, 2008.



ACTIVIDADES DE EXPLORACION

Grado: Fecha:

Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

El problema del disefio de la Viga

Instrucciones: Lee con atencidn lo que enseguida se presenta y responde lo que se te
pide. (Siéntete libre de hacer anotaciones, esquemas, notas, etc.).

Las vigas son disefiadas como un soporte para puentes. Las vigas son construidas
usando barras. La longitud de la viga es determinada por el nimero de barras necesarias
para construir la base de la viga. Abajo esta una viga de longitud 4.

N\ /S

Base de la Viga de 4 barras

1.- ¢Cuantas barras son necesarias para hacer una viga de longitud 5? ¢De
longitud 8? ¢De longitud 10? ¢De longitud 20?
¢De longitud 34? ¢De longitud 76?

2.- ¢Cuantas barras son necesarias para una viga de longitud 143?

3.- Tengo 436 barras, ¢qué tan grande podria ser la longitud de la viga?
¢Me faltarian o sobrarian barras?

4.- ;Qué viga tiene exactamente 267 barras?

5.- ¢Como le dirias a alguien como dibujar una viga de una longitud cualquiera?




5.- (Cuantas barras son necesarias para hacer una viga de longitud “n”?

6.- ¢(Cudl de las expresiones siguientes crees que sea correcta para encontrar el nimero
de barras en una longitud “n”? Subréyala ¢Y por qué crees que lo es?

a) 4n-1
b) nx4-1
c) 3n+n-1

d) n(4-1)

Referencia: Lannin, J. (2003). Developing Algebraic Reasoning Through
Generalization. Mathematics teaching in the middle school. Vol. 8, N° 7. pp. 342-348.



ACTIVIDADES DE EXPLORACION

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:

Sec. Téc. N°;

El problema de las Estampas en el Cubo il

Instrucciones: Lee con atencion lo que enseguida se presenta y responde lo que se te
pide. (Siéntete libre de hacer anotaciones, esquemas, notas, dibujos, etc.).

Una compafiia produce barras acoplando cubos y usando una maquina estampadora para
colocar estampas “‘sonrientes” sobre las barras. La maquina coloca exactamente una
estampa sobre cada cara expuesta de cada cubo. Todas las caras expuestas de cada cubo
tienen que tener una estampa, por ejemplo, en esta barra de longitud 2, se necesitarian
10 estampas ¢estas de acuerdo? ¢Por qué?

7T © 60 %

Barra de longitud 2 (dos cubos)

1.- ¢Cuantas estampas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 10?

De longitud 1 = De longitud 6 =
De longitud 2 = De longitud 7 =
De longitud 3 = De longitud 8 =
De longitud 4 = De longitud 9 =
De longitud 5 = De longitud 10 =

Explica como encontraste estos valores.

2.- ¢Cuantas etiquetas necesitas para una barra de longitud 137? y ¢De
longitud 213?

3.- Tengo una caja con 105 estampas de caras sonrientes, ¢qué tan grande puedo hacer
una fila de cubos acoplados con éstas estampas? ;Me faltarian o sobrarian estampas?




4.- ;Qué longitud de barra tiene exactamente 450 estampas sonrientes?

5.- ¢Como le dirias a alguien como saber cuéntas estampas se necesitarian para
cualquier longitud de la barra?

6.- (Cuantas estampas necesitaria para hacer una barra de longitud “n”?

7.- Escribe una regla que pueda permitirte encontrar el nUmero de estampas necesarias
para una barra de cualquier longitud. Explica tu regla.

8.- ¢Cudl de las expresiones crees que sea la correcta para encontrar el nimero de
estampas para la longitud “n”? Subrayala ¢y por que crees que esta sea la correcta?

a) 4n+2
b) (n-2)4 + 10
c) 4xn-2

d) 4L +2

Referencia: Lannin, J., Barker, D. & Townsend. (2006). Why, Why Should | Justify?
Mathematics teaching in the middle school. Vol. 11, N° 9. pp. 438-443.



ACTIVIDADES DE EXPLORACION

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

El problema del Crecimiento de Azulejos |

Instrucciones: Lee con atencion lo que enseguida se presenta y responde lo que se te
pide. (Siéntete libre de hacer anotaciones, esquemas, notas, etc.).

Observe las siguientes Pilas

Pila 1 |

Pila 2

Pila 3

Pila 4
¢Qué esta cambiando o variando en esta secuencia?

¢Qué permanece igual en la secuencia?

¢Cémo le harias para dibujar la siguiente pila?

¢Cbémo le harias para dibujar la décima pila?

¢Cbémo le harias para dibujar la 182 pila?




Tengo una caja con 218 azulejos cuadrados ¢Qué tan grande podria hacer una figura del
patron?

¢Cudl figura tiene exactamente 382 azulejos cuadrados?

¢Como le explicarias a alguien coémo dibujar cualquier pila del patrén?

Escribe una regla o formula que te permita encontrar el nimero de azulejos cuadrados
de cualquier pila.

¢Cudl de las expresiones para la pila “n” es la correcta? Subrayala ¢y por que crees que
es la correcta?

a) n+ 2 +2n
b) 2 + 2n?
c) N’ +n+2

d) 2n+n?

Referencia. Beigie, D. (2011). The leap from patterns to formulas. Mathematics
Teaching in the Middle School. Vol. 16. No.6. NCTM.



ACTIVIDADES DE EXPLORACION

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

El problema del Crecimiento de Azulejos 11

Instrucciones: Lee con atencion lo que enseguida se presenta y responde lo que se te
pide. (Siéntete libre de hacer anotaciones, esquemas, notas, etc.).

Observe las siguientes pilas

Pila 1 Pila 2 Pila 3 Pila 4

¢Qué esta cambiando o variando en esta secuencia?

¢Qué es lo que permanece igual en la secuencia?

¢Cdémo le harias para dibujar la siguiente pila?

¢Cdmo le harias para dibujar la 162 pila?




Tengo una caja con 165 azulejos cuadrados ¢Qué tan grande podria hacer una pila del
patron?

¢Cuéntos azulejos cuadrados podria tomar para hacer la figura 10, 19 o la 72?

¢Cudl figura tiene exactamente 148 azulejos cuadrados?

¢Como le dirias a alguien cdmo dibujar cualquier pila del patron?

Escribe una regla o formula que te permita encontrar el nimero de azulejos cuadrados
de cualquier pila.

¢Cual de las expresiones para la figura “n” es la correcta? Subrayala ¢Por qué crees que
esa es la correcta?

a) n’+ 4+n

b) (n+1)*+4
2

C) n“ +4n

d) n+4n?

Referencia. Beigie, D. (2011). The leap from patterns to formulas. Mathematics
Teaching in the Middle School. Vol. 16. No.6. NCTM.



ACTIVIDADES DE EXPLORACION

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

El problema del Crecimiento de Pilas

Instrucciones: Lee con atencion lo que enseguida se presenta y responde lo que se te
pide. (Siéntete libre de hacer anotaciones, esquemas, notas, etc.).

Examine el siguiente Patron de “Pilas”

|| [] [ |

Pila 2 Pila 3 Pila 4

1. - Esboza y etiqueta la quinta, sexta, primera, y la pila 0 sobre papel cuadriculado.

2. - ¢Cuantos azulejos cuadrados se necesitan para construir cada una de éstas pilas?

3. - ¢Como le harias para dibujar la décima pila?

4.- Tengo una caja con 289 azulejos ¢Qué tan grande podria hacer una pila del patron?




5.- ¢Cuéntos azulejos podria tomar para hacer la pila 57?

6.- ;Como le dirias a alguien como dibujar cualquier pila del patron?

7. - Usando el modelo o la imagen directamente, describe con tus palabras al menos tres
maneras diferentes en las que podrias determinar el nimero de azulejos necesarios
para hacer la pila n en la secuencia.

8.- Si tu todavia no lo has hecho, entonces, escribe una regla o formula que coincida con
cada una de las maneras que tu describiste en el punto 7. Cada regla (representacion
simbdlica) debe permitirte determinar facilmente el niUmero de azulejos necesarios
para hacer la pila p en la secuencia. Si usaste letras di qué significa cada una.

9.- ¢Cual de las expresiones para la pila n es una correcta? Subrayala ¢y por qué crees
que es la correcta?

a) n+2n+3

b) n+ n+2+3
c) n+2n +3

d) n? +n+1+n+2

Referencia: Cap. 20 “Explorando la generalizacion a través de patrones de crecimiento
pictorico” del texto: Algebraic Thinking in School Mathematics. NCTM. (2008). P.
284.



ANEXO B
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Ambiente: Virtual

La Letra V

El Disefo de la Viga

Las Estampas en el Cubo
Crecimiento de Azulejos |
Crecimiento de Azulejos Il

Crecimiento de Pilas



ACTIVIDADES DE EXPLORACION
CON MANIPULABLES VIRTUALES

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

El problema del disefio de la Letra “V”

Observa las imagenes

TR T T

Fig.1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Apdyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 8 que aparecen
abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el
manipulador virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (f)) que te
permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccién electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecerad en la pantalla la imagen de la

izquierda.

M b s oo ctoneer 31 2 bk

b) Haz click para elegir el idioma Espafiol y luego haz click en la fila de Algebra y en la
columna de grado 6-8.

-1V-
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c) Enseguida
apareceran todos los
manipulativos de esta
seccion. Haz click en
el que dice “Bloques
de Patrones” y
aparecera la imagen
de la derecha.

d) Luego haz click en el icono de
“Actividades” aparecera una columna a la
derecha donde debes elegir la actividad llamada
“Partes de los Enteros” la cual utilizaremos para
resolver el Problema de la letra “V”.

Blo |y e 0P |

@
L o)
ICECNEC S e | |

Construccion de la letra “N” con el manipulador
virtual:

e) Haz click en el icono del cuadrado para obtener
la figural de nuestro patrén. Nuevamente haz click
las veces sean necesarias para obtener los bloques
que formaran la figura 2 del patron. Para desplazar
los blogues, haz click sobre ellos, sin soltar, para
desplazarlos a la posicion que desees.

e

i)
e N

I T

ey
| e | o | | | (B

£

f) Debes hacer click en el icono de “Instrucciones” para saber como puedes utilizar las
herramientas que te ofrece, por ejemplo: Afiadir un blogue al &rea de trabajo, Rotar un

bloque, Cambiar el color de un blogue, Remover un bloque, Agrupar blogue, Clonar un

blogue, Limpiar el area de trabajo y Acercar y Alejar

jAhora si, estds listo para responder lo que se te solicita!

1. Vuelve a observar con atencion las figuras del patrén de la letra “V”. ;Qué es lo que

notas en €l? ;Qué puedes decir acerca de él?

2. Continta respondiendo la siguiente tabla

N° de figura 1

N
w

N° de bloques 1 3

-2V-



http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t1
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t2
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t2
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t3
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t4
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t5
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t6
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t6
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t7
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t8

3. ¢Si el patron continua, cudntos bloques negros estardn contenidos en la siguiente

letra VV?
4. ;Aumenta o disminuye el numero de bloques de wuna figura y la
siguiente? ¢Por qué?

5. ¢Cuantos bloques estaran en la figura 15 en la secuencia? ;Cémo llegaste a tu
respuesta? Explica

6. (Cémo podrias saber el nimero de bloques en cualquier letra V en este patron?
Explica

7. ¢Puedes construir una letra V que siga ese patrén y que tenga solo 36 bloques?
Justifica tu respuesta

8. ¢Habria alguna letra V en este patrén que tuviera un nimero igual de blogues?
¢Por qué si o por quée no?

Referencia: Cap. 20. “Explorando la generalizacidn a través de patrones de crecimiento
pictorico” del texto: Algebraic Thinking in Schcol Mathematics. NCTM. (2008). P 280.

From the Mathematics in Context curriculum (National Center for Research in
Mathematical Sciences and Freudenthal Institute 1998. P.6)

-3V-



ACTIVIDADES DE EXPLORACION
CON MANIPULABLES VIRTUALES

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec Téc. N°:

El problema del disefio de la Viga

Las vigas son disefladas como un soporte para puentes. Las vigas son construidas
usando barras. La longitud de la viga es determinada por el niimero de barras necesarias
para construir la base de la viga. Abajo esta una viga de longitud 4, esta necesitaria 15
barras ¢estas de acuerdo? ¢Por qué?

Base de la Viga de 4 barras

Apdyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 9 que aparecen
abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el
manipulador virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (f)) que te
permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccion electronica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecerd en la pantalla la imagen de la
izquierda.

I
- Pioma e Sepmisde Meawerss s @e " @ Tkt acl e My s W f - o Pigrm e tegaded s rereectm - e "

/. Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales

Vi

Biblioteca  Informacin  eNLVM Comprart

e
Descargar Nueva Version Gratulta 3.01

b) Haz click para elegir el idioma Espafiol y luego haz click en la fila de Algebra y en la
columna de grado 6-8.
-1B-
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c) Enseguida
apareceran todos

() e s s * los manipulativos -

o G de esta seccion. r

:‘w,u.[e..wﬁu... Haz click en el E
que dice “Bloques =

"""" de Patrones” y = o

apareceré la L | b | | IJJJMIIJ
imagen de la Sl
derecha.

d) Luego haz clic en el icono de “Actividades”
aparecera una columna a la derecha donde podras
elegir la actividad que en este caso nos
detendremos en la llamada “Partes de los Enteros”
la cual utilizaremos para resolver el Problema del
disefio de la Viga.

Construccién de la Viga con el manipulador virtual:

e) Haz dos veces click en el icono de un triangulo para obtener los primeros dos bloques
para formar la Viga del ejemplo. Para girar uno de los triangulos haz click en un vértice
(aparecerad un punto negro) y sin soltar gira en la direccion que desees hasta conseguir la
posicion exacta del bloque.

] .
a a|
O ol
= i) ==l 2
=) W emm i m (| eimm

f) Debes hacer click en el icono de “Instrucciones” para saber como puedes utilizar las
herramientas que te ofrece, por ejemplo: Afiadir un blogue al &rea de trabajo, Rotar un
blogue, Cambiar el color de un bloque, Remover un blogue, Agrupar blogue, Clonar un
blogue, Limpiar el area de trabajo y Acercar y Alejar

jAhora si, estas listo para responder lo que se te solicita!

1. ¢Para una Viga de longitud 1, estas de acuerdo en que se necesitarian 3
barras? ¢Por qué?

2. Para una Viga de longitud 2 (cuantas barras necesito? (Por qué?

-2B-


http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t1
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t2
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t2
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t3
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t4
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t5
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t6
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t6
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t7
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t8

3. ¢Cuantas barras hay en la base de la Viga de longitud 2? y ¢cuéntas hay
en la parte superior de la Viga?

4. Y para una Viga de longitud 3 ¢cuantas barras necesito?
¢Cuéntas barras hay en la base de la Viga de longitud 3? y ¢cuéntas hay en
la parte superior de la Viga?

5. ¢Cuantas barras de diferencia hay para formar la Viga de longitud 1 y la de longitud
27 y ¢cuéntas barras de diferencia hay para formar la
Viga de longitud 2 y la de longitud 3?

6. ¢Cuéntas barras son necesarias para hacer una viga de longitud 5?
¢De longitud 8?
¢De longitud 10?
¢De longitud 20?
¢De longitud 34?
¢De longitud 76?

7. ¢Cuantas barras son necesarias para una viga de longitud 223?

8. Y ¢(Cuéntas barras de diferencia hay para formar la Viga de longitud 412 y la de
longitud 413? ¢Por que?

9. Escribe una regla o férmula para encontrar el nimero de barras necesarias para
hacer una viga de cualquier longitud.

Explica por qué tu regla o férmula funciona para todos los casos.

Referencia: Lannin, J. (2003). Developing Algebraic Reasoning Through
Generalization. Mathematics teaching in the middle school. Vol. 8, N° 7. pp. 342-348.
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ACTIVIDADES DE EXPLORACION
CON MANIPULABLES VIRTUALES

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

El problema de las Estampas en el Cubo

Una compafiia produce barras acoplando cubos y usando una maquina estampadora para
colocar estampas “‘sonrientes” sobre las barras. La maquina coloca exactamente una
estampa sobre cada cara expuesta de cada cubo. Todas las caras expuestas de cada cubo
tienen que tener una estampa, por ejemplo, en esta barra de longitud 2, se necesitarian
10 estampas ¢estas de acuerdo? ¢Por qué?

7T © 60 %

Barra de longitud 2 (dos cubos)

Apdyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 8 que aparecen
abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el
manipulador virtual. Enseguida se te dan las instrucciones (de la (a) a la (i)) que te
permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccion electronica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecerd en la pantalla la imagen de la

izquierda.

/. Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales

e

H

Biblioleca  Informacin  eNLVM

Comprart
e
Descargar Nueva Version Gratulta 3.01

b) Haz click para elegir el idioma Espafiol y luego haz click en la fila de Algebray en
la columna de grado 6-8.
-1C-
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c) Enseguida apareceran todos los manipulativos de esta seccion. Luego haz click en el
que dice “Bloques Espaciales” y aparecera la imagen de la derecha.

/. Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales yseate &
: Nmcpe | TERmme

Biblioleca lnformacién  eNLVM Comprart =
" Descargar Nueva Version Gratuits 301 |

d) Luego haz clic en el icono de “Actividades” aparecera una columna a la derecha
donde podras elegir la actividad, que en este caso, nos detendremos en la llamada
“Construye figuras con el area especificada” la cual utilizaremos para ayudarnos a
resolver el problema de las estampas en el cubo.

Usando este manipulador virtual podras:

e) Anadir bloques

Afade bloques al area de trabajo haciendo clic y
arrastrando los bloques desde el icono de
blogues en la esquina superior derecha del area S
de trabajo. Wy

f) Mover bloques

Puedes mover los bloques haciendo clic y arrastrando los bloques a cualquier espacio en
el area de trabajo donde no hay bloques.

-2C-



g) Conectar bloques

Podrés conectar un bloque amarillo a uno azul =] [l
arrastrando el bloque amarillo cerca del bloque 5 -
azul hasta que veas uno de los lados del bloque B ~

azul cambiar a color rojo. Luego suelta el bloque -

amarillo y éste se pegara al lado rojo en el L]

blogue azul. Para despegar un bloque, haz clic
sobre el bloque y arrastralo lejos del otro bloque.

h) Algunas veces es dificil ver dénde estés (T T
colocando un bloque. Presiona la tecla Shift [la .

tecla con la flechat] mientras arrastras el bloque Ny )
para asi poder ver a traves de éste y a la vez ver
mejor donde colocas el bloque.

i) También puedes aumentar o disminuir el tamafio de los objetos desplazandote por la
barra de Zoom, asi también puedes quitar del area de trabajo los objetos que nos desees
haciendo clic sobre ellos y desplazandolos hacia el contenedor de basura o borrar todos
los elementos del area de trabajo haciendo clic en la tecla de Borrar. Todos estos
elementos te facilitaran la visualizacion para resolver el problema de las estampas en el
cubo.

jAhora si, estds listo para responder lo que se te solicita!

1. ¢Cuéntas estampas necesitas para barras de longitud desde 1 hasta 6?

De longitud 1 = De longitud 2 =
De longitud 3 = De longitud 4 =
De longitud 5 = De longitud 6 =

Explica como encontraste estos valores

2. ¢Al juntar cubos para formar barras, cuentas las estampas donde se unen los
cubos? ¢Por qué?

3. ¢Cuando formas barras de una longitud de 2 o0 mas cubos, cuantas estampas colocara
la méaquina sobre los cubos de los extremos, es decir sobre el primero y el
altimo? (Por qué?

-3C-



4. ¢Cuéntas estampas coloca la maquina en los cubos intermedios de cualquier barra
(los cubos intermedios son todos los cubos que estan en una barra excepto el primero y
el Gltimo)? ¢Por qué?

5. ¢La maquina coloca siempre el mismo numero de estampas en los cubos
intermedios? ¢Por qué?

6. ¢Cuantas estampas necesitas para una barra de longitud 20? y ¢De longitud
567
Explica coémo encontraste estos valores.

7. ¢Cuéntas estampas necesitas para una barra de longitud 137? y ¢De longitud
213? Explica como determinas estos valores.

8. Escribe una regla o férmula que te permita encontrar el nimero de estampas
necesarias para una barra de cualquier longitud.

Explica tu regla.

Referencia: Lannin, J., Barker, D. & Townsend. (2006). Why, Why Should | Justify?.
Mathematics teaching in the middle school. Vol. 11, N° 9. pp. 438-443.
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ACTIVIDADES DE EXPLORACION
CON MANIPULABLES VIRTUALES

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

Crecimiento de Azulejos |

Observe el siguiente patrén de Pilas

Pila 3

Pila 4

Apoyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 8 que aparecen
abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el
manipulador virtual. Enseguida se te dan las instrucciones [de la a) a la e)] que te
permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccién electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecera en la pantalla la imagen de la

izquierda.

@ et el Mardores Vises a8 o e et @ " @ Dkt Kacen e Ko Wutes 8- 8 o - sigra s Sepaiad = rverectes 6

/) Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales ysiare &

2
Biblioteca  Informacion  aNLVM Comprart \Busear )

b) Haz clic para elegir el idioma Espafiol y luego haz clic en la fila de Algebra y en la
columna de grado 6-8.

-1 Azulejos I-
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derecha.

d) Debes hacer clic en el icono de
“Instrucciones” para saber como puedes
utilizar las herramientas que te ofrece,
por ejemplo: Afiadir un blogue al &rea de
trabajo, Rotar un bloque, Cambiar el
color de un blogue, Remover un bloque,
Agrupar bloque, Clonar un bloque,
Limpiar el area de trabajo y Acercar y

Alejar .

c) Enseguida
apareceran todos los
manipulativos de esta
seccion. Haz clic en el
que dice “Bloques de
Patrones” y aparecera
la imagen de la

Blo |y e 0P |

ey
| e | o | | | (B

£

Cemar

Bloques de Patrones

Usando este manipulsdor vitual podrés

O

A

4

-

a

O

o]

i | @J
o | _pows | | | T |

BT vels]e]elE

LA A WA X I e SR ::;_-2

Construccion de Pilas con el manipulador virtual:

e) Haz clic en el icono del cuadrado para
obtener los azulejos que te permitiran
construir las pilas de nuestro patron.
Cambia el color a los azulejos, tal como se
muestra en la imagen.

)
>

(&)
s

g | e | e |

sle(@[e]

i
| I [

Smac . @

jAhora si, estds listo para responder lo que se te solicita!

1. ¢Qué observas que permanece igual en las pilas de este patron?

2. ¢Que observas que cambia, de una pila a otra, en este patron?

3. Explica como le harias para dibujar la pila 5.

-2 Azulejos I-


http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t1
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http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t2
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http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t4
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t5
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t6
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t7
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t8
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t8

4. Explica como le harias para dibujar la pila 18.

5. ¢Qué numero de pila tiene exactamente 382 azulejos cuadrados?
¢Como le hiciste para llegar a tu respuesta?

6. Tengo una caja con 218 azulejos cuadrados, ¢qué nimero de pila seria la mas
grande que se podria hacer usando estos azulejos y siguiendo el patron?
¢Como le hiciste para llegar a tu respuesta?

7. Explica como le haces para encontrar el nimero de azulejos cuadrados de
cualquier pila (“n”) del patron.

Si tienes una férmula o regla escribela

8. ¢Cudl de las expresiones de abajo crees que es la correcta para encontrar el
numero de azulejos para la pila “n”? Subrayala.

a) NXn+2+n
b) 2n+n’

c) n’+n+2

d) 2n?+2

-3 Azulejos I-



ACTIVIDADES DE EXPLORACION
CON MANIPULABLES VIRTUALES

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

Crecimiento de Azulejos 11

Observe el siguiente patrdn de pilas

Pila 1 Pila 2 Pila 3 Pila 4

Apoyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 9 que aparecen
abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el
manipulador virtual. Enseguida se te dan las instrucciones [de la a) a la e)] que te
permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccion electronica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecerad en la pantalla la imagen de la

izquierda.

|9 B R e RTG, = T T T ———
@ Bt el Mardobres i B-8 P R @ et s et 5 - R e

\ : ;
/- Biblioteca Nocionalde Manipuiadores Virtusies eagyye /G (@ Bvctecn Naclonal e Maniputadorss Victinios puugey, i

b) Haz clic para elegir el idioma Espafiol y luego haz clic en la fila de Algebra y en la
columna de grado 6-8.
-1 Azulejos I1-
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c) Enseguida

apareceran todos los Al |

manipulativos de esta g |

seccion. Haz clic en el ﬂ \

que dice “Bloques de C |

Patrones” y aparecera ﬂ N ‘

la imagen de la Sy wE

derecha. :
d) Debes hacer clic en el icono de e  E— “eer
“Instrucciones” para saber como puedes F—
utilizar las herramientas que te ofrece, por %
ejemplo: Afiadir un bloque al &rea de r |
trabajo, Rotar un bloque, Cambiar el color = |
de un blogue, Remover un bloque, Agrupar ol
blogue, Clonar un bloque, Limpiar el area =)
de trabajo y Acercar y Alejar . @,

TR N |
T clslelelm] '

Construccion de las Pilas con el manipulador virtual:

e) Haz clic en el icono del cuadrado para
obtener los azulejos que te permitiran A
construir las pilas de nuestro patron. 2
Cambia el color a los azulejos, tal como se =
muestra en la imagen. -

.

=

| @J
| ] e | N | uem
[elale[@[m=]

jAhora si, estds listo para responder lo que se te solicita!

1. ¢Qué observas que permanece igual en las pilas de este patron?

2. ¢Que observas que cambia, de una pila a otra, en este patron?

3. Explica como le harias para dibujar la pila 5.

-2 Azulejos I1-
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http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t5
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t5
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t6
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t7
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t7
http://nlvm.usu.edu/es/applets/doc/patternblocks/help.html#t8

4. Explica como le harias para dibujar la pila 16.

5. Cuantos azulejos cuadrados se necesitan para hacer la pila 45 y
la73?

6. ¢Qué nimero de pila tiene exactamente 148 azulejos cuadrados?
¢Como le hiciste para llegar a tu respuesta?

7. Tengo una caja con 165 azulejos cuadrados ¢qué nimero de pila seria la méas
grande que se podria hacer usando estos azulejos y siguiendo el patron?
¢Como le hiciste para llegar a tu respuesta?

8. Explica como le haces para encontrar el nUmero de azulejos cuadrados de
cualquier pila del patron.

Si tienes una férmula o regla escribela

9. ¢Cudl de las expresiones de abajo crees que es la correcta para encontrar el
numero de azulejos para la pila “n”? Subrayala.

a) (n+l) (n+l) +4
b) n*+4n

C) nxn+4

d) (n+1)® +4

-3 Azulejos I1-



ACTIVIDADES DE EXPLORACION
CON MANIPULABLES VIRTUALES

Grado: Fecha:
Nombre: Edad:
Sec. Téc. N°;

Crecimiento de Pilas

Observe el siguiente Patron de pilas

| ]

o [ ]

Pila 2 Pila 3 Pila 4

Apoyate del manipulador virtual para responder las preguntas 1 a 6 que aparecen
abajo.

Antes de empezar a resolver el problema seria conveniente aprender a manejar el
manipulador virtual. Enseguida se te dan las instrucciones [de la a) a la d)] que te
permitiran usarlo.

a) Introduce la siguiente pagina de internet en la barra de direccién electrénica:
http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html y te aparecera en la pantalla la imagen de la

izquierda.

e ——— B v sepie s @ " @ Pt il s B0 -2 6ty iyl tvwenr @

"= !
/. Biblioteca Nacionl de Manipuladores Virtuales e /. Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales wohstae 3

b) Haz clic para elegir el idioma Espafiol y luego haz clic en la fila de Algebra y en la
columna de grado 6-8.

-1 Pilas-


http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html

c) Enseguida

apareceran todos los Al

manipulativos de esta g

seccion. Haz clic en el ﬂ

que dice “Bloques de a

Patrones” y aparecera % 9
la imagen de la Ty N
derecha.

Construccion de las Pilas con el manipulador virtual:

d) Haz clic en el icono del cuadrado para obtener los azulejos que te permitiran
construir las pilas de nuestro patrén. Cambia el color de los azulejos. Enseguida se
muestran diferentes opciones (muestran las pilas 2, 3y 4).

Imagen 1 Imagen 2
ﬂ A
5 t - t [
= = 2| =
al -
O O
[oma | |
@ -
1 J I
s | o |_ e | | | | W) W |
RS - MER | TR elalel@lm] _ OOTRCOEGE
Imagen 4

o . ) s e n-g-

Al A
a -
O O
o =
i
o -
oy | s | i | | I | _tipm | e | e | [T
clalalE]e=] QN = n-c - st XIS - 1 E B o oaec]

e

P
e | b | | | | |
[clale[@]m] ___ TReOEOue

-2 Pilas-




jAhora si, estds listo para responder lo que se te solicita!

1. Construye con el manipulador virtual la pila5yla6. LuegolalylaO.
Ahora dibuja sobre el papel cuadriculado estas mismas pilas.

2. - ¢Cuantos azulejos se necesitan para construir cada una de estas pilas?
Pila0 = Pila 1= Pilab = Pila6 =

3. Explica como le harias para dibujar la pila 10.

4. ¢Cuantos azulejos se necesitan para hacer la pila 57?
¢Como le hiciste para llegar a tu respuesta?

5. Tengo una caja con 289 azulejos, ¢qué numero de pila seria la mas grande que se
podria hacer usando estos azulejos y siguiendo el patron?
¢Como le hiciste para llegar a tu respuesta?

6. Usando las imagenes directamente, describe con tus palabras al menos dos
maneras diferentes con las que podrias encontrar el nimero de azulejos
necesarios para hacer la pila “n” del patron.

Si llegaste a una formula o regla que permita encontrar facilmente el nimero de azulejos
necesarios para construir cualquier pila del patron, escribela y si usaste letras di qué
significa cada una.

-3 pilas-




ANEXO C

DIRECTORIO DE LAS ESCUELAS SECUNDARIAS TECNICAS PARTICIPANTES DEL DISTRITO FEDERAL

Secundaria Técnica #08

Carlos B. Zetina #32. Col. Ex hipédromo Condesa. Del.
Cuauhtémoc.

Turno Vespertino.

Tels. 55153092 0 551545 15

Dir. Mtra. Alicia Ochoa Berrospe

Horario de sesiones: Lunes de 14:00 a 3:40

Secundaria Técnica #14

Av. Coyoacdn y Angel Urraza. Col. Del Valle
Del. Benito Judrez

Turno Matutino

Tel. 55 59 66 80

Dir. Lic. José Gilberto Espinoza Alvarez
Horario de sesiones: Lunes de 11:30a 13:10

Secundaria Técnica #43

Tenoch y Sargento 22 Gustavo Salazar Bejarano. Esq. Pedro
Sainz de Baranda. Col. Los Cipreses. Del Coyoacan.

Turno Matutino

Tel. 56 77 35 67

Dir. Lic. Armando Romero Barcenas

Horario de sesiones: Jueves de 9:30 a 11:30

Secundaria Técnica #72

Parcela s/n. Esg. Carbonero. Col. Lomas de San Bernabé
Ocotepec. Del. La Magdalena Contreras.

Turno Vespertino

Tel. 55 8599 88

Dir. Anterior: Lic. José de la Cruz Patifio Garcia

Dir. Actual: Cir. Dent. Ma. de Lourdes Escobar Martinez

Secundaria Técnica #109

Camino Real a Sta. Cecilia s/n. Col. San Andrés Ahuayucan. Del.
Xochimilco.

Turno Matutino

Tel. 5548 10 63

Dir. Med. Cir. Gonzalo Trujillo Gonzalez




ANEXO D

OFICIOS DE PRESENTACION A LAS
ESCUELAS SECUNDARIAS
TECNICAS PARTICIPANTES



anos
: 19271 - 2011
Dxreccuon General de Educacion Secundana Técnica
Direccién Técnica “2011, Afo del Turismo en México”
Oficio: AFSEDF/DGEST.1/1365/2011

Meéxico, D.F., a 27 de Septiembre de 2011

PROFRA. ALICIA OCHOA BERROSPE
Directora de la E.S.T. No. 8

Presente

Por instrucciones superiores. me permito presentarle a la C. Guadalupe Rodriguez Ruiz quien ademas
de ser Maestra de nuestro Silbgistema es doctorante de la Universidad Pedagdgica Nacional en
Educacion en la linea de Eduéacién Matematica, para quien solicito su amable y valioso apoyo a fin
de implementar durante un periodo aproximado de 18 semanas el proyecto denominado “Desarrollo
del Razonamiento Algebraico en Estudiantes de Secundaria con la Mediacién de T ecnologias

Digitales”.

Este proceso tiene como finalidad recabar informacién sobre las maneras de razonar de los
estudiantes de secundaria cuando usan las propiedades fundamentales de la aritmética en actividades
encaminadas a desarrollar el razonamiento algebraico, informacién que por otra parte nos serd de

mucha utilidad en la ensefianza de las matematicas con el uso de la tecnologia digital.

%

En tal sentido la Mtra. Rodriguez Ruiz, le explicara con detalle la estrategia y progtama de trabajo

que realizara en su escuela.

Atentariente
A.F.S.E.D.F. : :ixSTRAv;oN FE
o : DER4L
Ing. Apftonio Nevarez Espmoza ms"e‘;‘?;é‘:;‘;‘.?gcﬁia BB !f}{gfrgoggghvos
Director Técnico , DIRECCICN TECNIGA Sy LEAAL

c.c.p.- Lic. Manuel Salgado Cuevas.-Director General.-Edificio
¢ c.p.- Mtro. Carlos Chimal Fuentes.-Subdirector Académico- .Edificio
c.c.p.- Expediente

JANE/ka

Fray Servando Teresa de Mier No. i35, 6° Pisd, Méxiéo, DF
Tel. 5588 2375 | 3003 6000 ext. 13307 www. sepdf.aob.mx



1621 - 2011
Direccion General de Educaciéon Secundaria Técnica
Direccidn Técnica “2011, Ao del Turismo en México”

Oficio: AFSEDF/DGEST. ]/1366/201 I

México, D.F., a 27 de Septiembre de 2011

LIC. JOSE GILBERTO ESPINOSA ALVAREZ
Director de la E.S.T. No. }4

Presente '

Por instrucciones superiores. mé permito presentarle a la C. Guadalupe Rodriguez Ruiz quien ademas
de ser Maestra de nuestro Subsistema es doctorante de la Universidad Pedagdgica Nacional en
Educacion en la linea de Educacién Matematica, para quien solicito su amable y valioso apoyo a fin
de implementar durante un periodo aproximado de 18 semanas el proyecto denominado “Desarrolio

del Razonamiento Algebraico en Estudiantes de Secundaria con la Mediacion de Tecnologias

Digitales”.

Este proceso tiene como finalidad recabar informacién sobre las maneras de razonar de los
estudiantes de secundaria cuando usan las propiedades fundamentales de la aritmética en actividades
encaminadas a desarrollar-el razonamiento algebraico, informacién que por otra parte nos sera de

mucha utilidad en la ensefianza de las matematicas con el uso de la tecnologia digital. ;

En tal sentido la Mtra. Rodriédez’Ruiz, le explicara con detalle la estrategia y programa de trabajo

que realizara en su escuela. [

Atentaimente

A.F.5.E.D.F.

Ing. Direccion Genersl de Educacion

ng tonio Nevarez Espmoza aria Tacnica
Director 1'écnico DIRECCION TECNICA

/

cc.p.- Lic. Manuel Salgado Cuevas -Director General -Edificio
c.c.p.- Mtro. Carlos Chimal Fuentes.-Subdirector Académico- Edificio
c.c.p.- Expediente 5
JANE/ka -

Fray Servondo'Tereso de M'ier No.K 135, é° Piéo, México, vDF 4
Tel. 5588 2375 | 3003 6000 ext. 13307 www.sepdcf.gob.mx




<.

anos
_ 1921 - 2011 .
Direccion General de Educacién Secundaria Técnica
Direccion Técnica g

Oficio: AFSEDF/DGEST. 1/1367/2011

“2011, Afio del Turismo en México”

México, D.F., a 27 de Septiembre de 2011

LIC. ARMANDO ROMERO BARCENAS
Director de la E.S.T. No. 43 *

Presente

Por instrucciones superiores. me permito presentarle a la C. Guadalupe Rodriguez Ruiz quien ademas
de ser Maestra de nuestro Subsistema es doctorante de la Universidad Pedagdgica Nacional en
Educacion en la linea de Educ:a‘c;'ién Matematica, para quien solicito su amable y valioso apoyo a fin
de implementar durante un periodo aproximado de 18 semanas el proyecto denominado “Desarrollo
del Razonamiento Algebraico en Estudiantes de Secundaria con la Mediacion de Tecnologias

Digitales”.

Este proceso tiene como finalidad recabar informacién sobre las maneras de razonar de los
estudiantes de secundaria cuando usan las propiedades fundamentales de la aritmética en actividades
encaminadas a desarrollar el razonamiento algebraico, informacion que por otra parte nos sera de

mucha utilidad en la ensefianza de las matematicas con el uso de la tecnologia digital.

En tal sentido la Mtra. Rodriguez Ruiz, le explicard con detalle la estrategia y programa de trabajo
B0y

que realizara en su escuela. : f

Atentaliiente

\ A.F.S.ED.F CATNMF' y Tﬁ \
. . - eccion General de Educacid YT EN EL DisTRITO B L \

Ing. Jugn Anfonio Nevarez Espinoza Secundaria Técnica UELA SeCunDARi rEcmcF,E%i Q

Director Tgenico DIRECCION TECNICA 09DSTog4zy v

c.c.p.- Lic. Manuel Salgado Cuevas.-Director‘GeneralA-Ediﬁcio
¢.c.p.- Mtro. Carlos Chimal Fuentes.-Subdirector Académico-.Edificio
c.c.p.- Expediente

JANE/ka

Fray Servando Téresdde Miér No. ‘,,35’ &6° ‘Pisdg Mékico, DF
Tel. 5588 2375 | 3003 6000 ext. 13307 www.sepdf.aob.mx ks




1921 - 2011
Direccién General de Educacion Secundarla Técnica N )
Direccién Técnica “2011, Afo del Turismo en México”

Oficio: AFSEDF/DGEST.1/1 3@8/201 .

México, D.F., a 27 de Septiembre de 2011

LIC. JOSE DE LA CRUZ PATINO GARCIA
Director de la E.S.T.No.72  °

Presente i

Por instrucciones superiores. me permito presentarle a la C. Guadalupe Rodriguez Ruiz quien ademas
de ser Maestra de nuestre Subsistema es doctorante de la Universidad Pedagdgica Nacional en
Educacién en la linea de Educacién Matematica, para quien solicito su amable y validbso apoyo a fin
de implementar durante un peg@ao aproximado de 18 semanas el proyecto denominado “Desarrollo
del Razonamiento Algebraico en Estudiantes de Secundaria con la Mediacion de Tecnologias

Digitales”.

Este proceso tiene como finalidad recabar informacién sobre las maneras de razonar de los
estudiantes de secundaria cuando usan las propiedades fundamentales de la aritmética en actividades
encaminadas a desarrollar el razonamiento algebraico, informacion que por otra parte nos sera de

mucha utilidad en la ensefianza de las matematicas con el uso de la tecnologia digital.

En tal sentido la Mtra. Rodriguez Ruiz, le explicard con detalle la estrategia y programa de trabajo

que realizara en su escuela:

. ) A.F. 8. E. D.FR

Ing. Juan Antonio Nevarez Espinoza Direccion General de Educacién
J 5 ¢ Secundaria Técnica

Direc ;' sLnico DIRECCION TECNICA

c.c.p.- Lic. Manuel Salgado Cuevas.-Director General -Edificio
c.c.p.- Mtro. Carlos Chimal Fuentes.-Subdire¢tor.Académico- Edificio
c.c.p.- Expediente

L

JANE/ka

Fray Servando Teresa de Mier No. 135, 6° P/iso, México, DF
N Tel. 5588 2375 | 3003 6000 ext. 13307 www.sepdf.gob.mx
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S 1921 -~ 2011

Direccion General de Educacién Secundaria Técnica

Direccion Técnica .. “2011, Afo del Turismo en México”

Oficio: AFSEDF/DGEST.1/1369/2011

Meéxico, D.F., a27 de Septiembre de 2011

MED. CIR. GONZALO TRUJILLO GONZALEZ
Director de la E.S.T. No. 109

Presente

Por instrucciones superiores. me permito presentarle a la C. Guadalupe Rodriguez Ruiz quien ademas
de ser Maestra de nuestro Subsistema es doctorante de la Universidad Pedagdgica Nacional en
Educacion en la linea de Educacién Matematica, para quien solicito su amable y valioso apoyo a fin
de implementar durante un periodo aproximado de 18 semanas el proyecto denominado “Desarrolio
del Razonamiento Algebraico en Estudiantes de Secundaria con la Mediacién de Tecnologias

Digitales”.

Este proceso tiene como finalidad recabar informacién sobre las maneras de razonar de los
estudiantes de secundaria cuando usan las propiedades fundamentales de la aritmética en actividades
encaminadas a desarrollar el razonamiento algebraico, informacion que por otra parte nos serd de

mucha utilidad en la ensefianza de las matematicas con el uso de la tecnologia digital.

En tal sentido la Mtra. Rodriguez Ruiz, le explicara con detalle la estrategia y programa de trabajo

que realizard en su escuela.

Atentajnente —

e
4

e C X
/ AES.EDFE N ————-\
Direccion General de Educacién

ndaria Técpica

Ing. Juan Agtonio Nevarez Espinoza
' CION TECNICA

Director Técnico
/

/
¢

B,

c.c.p.- Lic. Manuel Salgado Cuevas.-Director General -Edificio SERCIS a3
A

c.c.p.- Mtro. Carlos Chimal Fuentes.-Subdirector Académico-.Edificio
c.c.p.- Expediente &

JTANE/ka

Fray Servando Teresa de-Mier No. 135, 6° Piso, México, DF
Tel. 5588 2375 | 3003 6000 ext. 13307 www sepdf.gob.mx




ANEXO E

OFICIOS DE CONCLUSION DE
ACTIVIDADES EN LAS ESCUELAS
SECUNDARIAS TECNICAS
PARTICIPANTES



Direccion General de Educacidon Secundaria Técnica
Subdireccion de Escuelas Secundarias Técnicas en el D. F.
Escuela Secundaria Técnica No. 8

“QGuillermo Gonzalez Camarena”

Clave: 09DST0008S

A QUIEN CORRESPONDA,
Presente.

Por medio de la presente hago CONSTAR que la Profra. GUADALUPE
RODRIGUEZ RUIZ, desarrolld6 actividades relacionadas a su proyecto doctoral,
denominado “Desarrolio _del Razonamiento Algebraico_en Estudiantes de Secundaria
Mediado por las Tecnologias Digitales”, con alumnos de primer grado, mismas gue fueron
realizadas en los periodos que se mencionan a centinuacion:

Primer periodo Segundo periodo
(10 de octubre al 8 de diciembre de 2011) (16 de abril al 15 de junio de 2012)
Alumnos con ALTO rendimiento Alumnos con BAJO rendimiento
académico académico

Marcos Martinez Sanchez
José Refugio Antonio Casso
Cecilio Trejo Angel Emmanuel
Bernardo Gabino Ismael
Miguel Angel Mejia Contreras

Luis Alberto Martinez Rodriguez
Valeria Monserrat Vargas Hernéandez
Karina Laguna Ortega

Oscar Alejandro Venancio Molina
Liliana Morales Gutiérrez

Joanna Alcantara Rodriguez
Gustavo Yair Varela Gonzalez

La presente se extiende para los fines legales que convengan a la interesada, a los cinco
dias del mes de diciembre del afio dos mil doce.

ATENTAMENTE.

DRA. ALI ERROSPE, joinic

‘ ISTRAGION FEDERAL
DIRECTORA DEL NTEL. 1G10S EDUCATIVOS
VEL DISTRITO FEDERA

vl
E.8.7. No. 8

i 3 A R
Carlos B Zetina No. 32, Colonia Ex Hipédromo Condesa. Delegacion Cuauhtémoc, ¢.p.06170, México, D.F.
Teléfonos: 55 15 30 92y 55 15 45 15. Email. est8.guillermoglzcamarena@gmail.com




 SECRETARIA DE
~ EDUCACION PUBLICA

Direccion General de Educacion Secundaria Técnica
Subdireccion de Escuelas Secundarias Técnicas en el D. F.
ESCUELA SECUNDARIA TECNICA 14

“CINCO DE MAYO”

‘AFSEDF/DGEST.E-14/0903/2017.

México. D.F. a 28 de noviembre de 2012.

A QUIEN CORRESPONDA:
Presente.

Por medio de la presente se hace constar que la relacion de alumnas que se presenta a continuacion
participaron en el proyecto doctoral: “Desarrollo de razonamiento algebraico en estudiantes de
secundaria mediado por las tecnologias digitales”.

En su primera fase con participantes de alto rendimiento del 10 de octubre de 2011 al 8 de diciembre
de 2011

En la segunda fase del 16 de abril de 2012 al 15 de junio de 2012 con alumnos de bajo rendimiento

I-studiantes participantes:

CEnla primeirziiif‘use (ah()‘rchdim Enoﬁ En la segunda (hs:cﬁ(vbajor rendimiento):
‘
‘ e Mariana Torrentera Tapia e Castro Torres Allan L.eonardo
5 ¢ Omar Ocaia Patino e Meza Servin Fernando
e Ismael Hernandez Zurita e = Obregon Martinez Ana Laura
e Luisa Fernanda Medina Banuelos e Jiménez Tobon Carlos Danicel
| ¢ Mauricio Estrada Figueroa ‘ e Lscobar Villa Vanessa
‘ ¢ Tatana Sanchez Phillips e Guzman Ortiz Rogelio
, e Araceli Pedro Ceron ¢  Cruz Malvido Aranza
e Llsa Carolina Argueta e  Garcia Reves Carla
e Abraham Omar Rodriguez Gonzalez e De Leon Gabino Mario Sebastian
e Hannah Aguilar Castaneda | e Bueno Tinoco José de Jesus 1
e Llizabeth ZaragozayRamirer \ ¢ Ugalde Acosta Sergio Aldair 1

- A - o] i

Sin otro particyar por el ;nomento, reciba un cordial saludo.

ATENTA

\

|

1
SPINOSA ALVAREZ

o
™

LIC. JOSE GI
DIRECTOR

ADMINIS
SERVICI

>

Angel Urraza SIN, Esq. Con Av. Coyoacan; Colonia del Valle, Codigo Postal 03100,
Delegacion Benito Juarez, Teléfono 55 59 66 80, México, D.F.



Direccién General de Educac
Subdireccion de Escuelas Secundarias Técnicas en el D. F.
Escuela Secundaria Técnica No. 43

“Luis Enrique Errg”

Oficio No. AFSEDF/DGEST E-43/1061/2012
México D.F. a 28 de noviembre de 2012

A QUIEN CORRESPONDA:
PRESENTE.

Por medio de la presente se hace constar que la relacion de alumn@s que se presenta a continuacion
participaron en el proyecto doctoral:’Desarrolio de razonamiento algebraico en estudiantes de secundaria
mediado por las tecnologias digitales”.

En su primera fase con participantes de alto rendimiento del 10 de octubre de 2011 al 8 de diciembre de 2011.
En la segunda fase del 16 de abril de 2012 al 15 de junio de 2012 con alumnos de bajo rendimiento.

Estudiantes participantes:

En la primera fase (alto rendimiento): En la segunda fase (bajo rendimiento):

Daniela ichel Dorantes Esparza
ltalia Joselle Castillo Aguilar
Gerardo Marquez Andrade
Byron Valdés Rodriguez
Ricardo Arriaga Reyes

Edgar Ricardo Noriega Avilés
Brenda Dayana Mercado Lépez
Elsa Beatriz Medina Cruz
Diego Olin Cabanfas

Alejandra Garcia Colin

Diego Cabrera Martinez
Leonardo Joel Sosa Lara
Jassen Aguilar Israel Aardn
Salma Almanza Hernéandez
Abster Rivera Miranda
Alberto Bernal Suantz

Ana Isabel Godinez Colin
Carla Daniela Chavez Chéavez
Joe Kevin Vazquez Martinez
Elisa Hernandez Soto

e 6 © @ © & © ¢ ¢ ¢
@ ©¢ © ¢ © e o e o e

Sin otro particular por el momento, reciba un cordial saludo.

S . E L ] F!
ADMINISTRACION FEDERAL
DE SERVICIOS -
EDUCATIVOS £ EL DISTRITO FEDERAL RECTOR
ESCUELA SECUNDARIA TECNICA No. 43
0805 TG




SEP

Administracion Federal de Servicios Educativos en el Distrito Federal

Direccion General de Educacion Secundaria Técnica
Escuela Secundaria Técnica 72
“Manuel Maria Contreras”
09DSTO072T
“2013, Afio de la Lealtad Institucional y Centenario del Ejército Mexicano”.

SECRETARIA DE
EDUCACION PUBLICA

Oficio: AFSEDF/DGEST. E.072/548/2013
México, D. F. a 13 de Agosto de 2013.
A QUIEN CORRESPONDA:

Por medio de la presente se hace constar que la Mtra. Guadalupe Rodriguez Ruiz desarrollé
sus exploraciones como parte de su proyecto doctoral denominado: Desarrollo del
Razonamiento Algebraico en Estudiantes de Secundaria Mediado por las Tecnologias Digitales,
con estudiantes de nuestro plantel con las caracteristicas que demandaba su estudio que
enseguida se enlistan:

Estudiantes participantes de primer grado del turno vespertino:
En la primera fase (alto rendimiento en | En la segunda fase (bajo rendimiento en
matematicas): matematicas):
e Mario Alexis Pabello Pina e Gonzalez Herndndez Juan Carlos
e Erika Morales Hernandez e Ocampo Olvera Enrique
e Arturo del Pilar Morales e Aguilar Esquivel Bryan Jesus
e José Sebastian Rubio Ruiz e Gbmez Pérez Victor Manuel
e Valeria Benitez Rojas e Saldafa Ramirez Daniel Alejandro
e Carlos Eduardo Rojas Valadez e Sanchez Abad Angel
e Andrea Mufioz Téllez e Tenorio Resendiz Omar Alejandro
e Carlos Ortiz Garcia e Alvarez Enriquez Andrea
e Hernandez Lépez Mariana Michelle
e Hernandez Ortiz Orlando

El proyecto fue realizado en dos fases: La primera fase se llevé a cabo del 10 de octubre de
2011 al 08 de diciembre de 2011. La segunda fase inicié el 16 de abril de 2012 y termind el 15
de junio del mismo afio.

DIRECTORA

/
o Calle Parcela S/N Esquina Carbonero, Col. Lomas de San Bernabé,

A Delegacion La Magdalena Contreras C.P. 10350 México D.F.
& Teléfono 55 85 99 88




;{;i Ty _ e Administracién Federal de Servicios Educatives en el Distrito Federal
i - b Direccion General de Educacién Secundaria Técuica
‘ S S Subdireceién de Escuelas Secundarias Téenivasenel DE.

Escuela Secundania Téenica No 109,

“2014_ Afiede Oclavio Paz”

Oficio nfuncro AFSEDF/DGEST/AEST-1092452014

México, D.F., 03 de abril de 2014,

A QUIEN CORRESPONDA
PRESENTE

Por medio de fa presente se hace constar que la Mtra. Guadalupe Rodriguez Ruiz desarrolié sus
exploraciones de campo como parte de su proyecto doctoral Desarrollo del razonamiento
algebraico en estudiantes de secundaria mediado por las tecnologias digitales, con estudiantes de
primer grado de nuestro plantel en el turno matutino con las caracteristicas que demandaba su
estudio.

£1 proyecto fue realizado en dos fases: 12 primera se flevd a cabo del 10 de octubre al 08 de
diciembre de 2011 v la segunda fase inici6 el 16 de abrit de 2012 y termind ef 15 de junio del mismo
afo.

Los estudiantes participantes se enlistan enseguida:

Estudiantes de la Primera fase (alto | Estudiantes de la Segunda fase (bajo
rendimiento académico en matematicas) en | rendimiento académico en matematicas) en |

un ambiente de {apiz y papel. un ambiente computacional.
« Osiris Martinez Gonzalez s Juan Carlos Corrales Bucio
s AxelRivera Rubio s Yoaliltzel Capultitia Gonzalez
s Artemio Segura Posadas ¢ Jazmin Cano Cruz
e Valeria Alferez Barajas e Michael Castro Zagursky
e Anaid Reyes Bautista e Rosa Sarai Garcia Garcia

Sin otro particular, reciba un cordial saludo.

Atentamentie.

Gonzalo Gonzalez.
Director
GTG/ tdhm.

Canmine Real a Santa Cecilia, San Andrés Ahuayucan, C.P. 16810 Del. Xochimileo, México, DF.
Tel 55 48 1063, Correo Electinico  est-109@live commx



	1-PORTADA--INDICE--INTRODUCCIÓN- 
	2-TESIS DOCTORADO-CAPITULADO 
	3-ANEXOS

