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PRESENTACION DEL PROYECTO

Tenoch Cedillo Avalos
OBJETIVOS

La serie Ensefianza de las Mateméticas se desarrolla en el marco del Proyecto de
Tecnologiay Educacion a Distancia en América Latina y el Caribe; esta serie tiene
como proposito central fortalecer el conocimiento de las matematicas escolares
y las practicas de ensefianza de los profesores que se desempefian en el nivel
de educacion secundaria (7°-9° grados, 13-15 afios de edad). En este propésito
subyace la hipétesis de que un mejor desempefio de los docentes se reflejard en
aprendizajes mas s6lidos y de mayor calidad en los alumnos.

Pretendemos que la discusién y andlisis de los materiales que incluye esta
serie, permitan a los maestros reflexionar sobre sus concepciones y practicas de
ensenanza, y que esta experiencia les proporcione elementos para responder
preguntas como las que planteamos a continuacion:

¢ ;Cree que sus estudiantes no pueden resolver problemas a menos que usted
les haya ensefiando previamente cémo hacerlo?

e ;Cree quesiles pide a sus alumnos que resuelvan un problema ellos lo haran
en formas muy similares?

e ;Creequepuede emplearlassoluciones que desarrollan sus estudiantes como
fuentes para enriquecer sus estrategias de enseflanza? ;C6mo?

e ;Cree que es conveniente propiciar oportunidades para que sus alumnos
resuelvan problemas usando sus propias estrategias? ;Por qué?

e ;Cree que es conveniente pedir a sus estudiantes que le informen cémo
razonaron para resolver un problema dado? ;Por qué?

e ;Cree que es conveniente exigir a sus educandos que usen los proce-
dimientos que les ensend y que usted asuma la reproduccién de esos
procedimientos como sinénimo de comprension?



También nos proponemos que la serie Ensefianza de las Mateméticas proporcione
experiencias que permitan a los profesores desarrollar concepciones y practicas
de ensenanza como las que mencionamos enseguida.

Que el maestro:

e (Genere un ambiente de trabajo que favorezca que sus estudiantes desarrollen
habilidades matemdticas y destrezas operativas.

e Aproveche la evolucion del pensamiento matemadtico de sus alumnos para
planear el desarrollo del programa escolar.

e Genere oportunidades para que sus estudiantes resuelvan problemas sin
necesidad de instrucciones explicitas.

e Utilice las formas en que sus estudiantes razonan para disefiar mejores es-
trategias de ensenanza.

e Desarrolle el curso en consonancia con lo que sus alumnos van aprendiendo.

e Sea capaz de proponer problemas distintos a cada equipo de trabajo, y en
ocasiones a cada estudiante, de acuerdo con los intereses y capacidades de
ellos.

e LEvalte el desempefio de sus estudiantes con base en las habilidades mate-
maticas que ellos desarrollen.

e Valore el potencial de la técnica de aprendizaje cooperativo como un recurso
fructifero en la clase de matemadticas.

MATERIALES

Esta serie ofrece un conjunto de materiales dirigidos a profesores de matemadticas
en servicio y a formadores de los futuros docentes de matemadticas, que se de-
sempenardn en el nivel de educacién secundaria. La estrategia que proponemos
para el logro del propdsito antes mencionado, es brindar un programa de profe-
sionalizacién docente que se basa en un analisis critico de la préctica en el aula
con la finalidad de enriquecerla. La investigaciéon que hemos realizado en este



campo, ratifica enfaticamente que la experiencia que los profesores adquieren
mediante el analisis de las précticas de ensefianza de otros se refleja de manera
favorable en sus concepciones y conocimientos sobre la disciplina, el aprendizaje
y la docencia (Cedillo, 2003).

Los materiales que presentamos se describen brevemente en el esquema que
se muestra a continuacion.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Alumnos, en las que se presenta evi-
dencia de las capacidades y limitaciones
de los estudiantes en la resolucion de
ciertos problemas matemaéticos.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Maestros, en las que éstos resuelven los
mismos problemas que se propusieron a

los estudiantes.

Videos de Sesiones de Profundizacién,

en las que los docentes analizan critica-

mente lo que ellos lograron en el mar-
co de los logros de los alumnos.

Propuestas didécticas en versiones impresa y digital, donde se aborda con mayor de-
talle los episodios presentados en 1os videos, se incorporan los materiales empleados
en las sesiones de trabajo con alumnos y con profesores, y se incluye una seccién
para ampliar el horizonte de los temas matematicos que se tratan en cada sesion.



SUJETOS QUE PARTICIPAN EN LAS SESIONES DE TRABAJO

Ademds del decidido apoyo otorgado por las mds altas autoridades de las insti-
tuciones que patrocinaron este proyecto, asf como de la invaluable colaboracion
del equipo técnico de television, participaron estudiantes de secundaria, maestros
en servicio, profesores que condujeron las sesiones de trabajo en el aula, y un
docente que estuvo a cargo de la produccioén y la direccién académica de todas
las actividades del programa.

Los grupos escolares que participaron en el proyecto, cursan el segundo grado
desecundaria (8° grado, 13-14 afios de edad) en dos escuelas publicas de la ciudad
de México que se destacan por su organizacion, compromiso de sus profesores y
el buen desempeno de sus estudiantes. Los jévenes que se observan en los videos
son alumnos promedio de esas instituciones, no fueron seleccionados por poseer
cualidades especiales. El grado escolar de los educandos se eligié en consonancia
con los conceptos y conocimientos matematicos que se abordan en las actividades
de aprendizaje que se les propusieron. La intervencion de esos grupos escolares,
en esta serie, se debe a la colaboracién de las autoridades educativas y de los
directivos de las escuelas secundarias publicas que nos permitieron trabajar con
sus estudiantes. La participacion de los alumnos se organizé de acuerdo con los
horarios de clases de su respectivo plantel, por esta razén, a lo largo de los videos,
se pueden observar diferentes grupos de educandos y de maestros.

Todos los docentes que colaboraron en esta serie prestan suservicio en escuelas
secundarias publicas ubicadas en la ciudad de México. Es necesario mencionar
que los profesores que conducen las sesiones de trabajo, no son los maestros que
normalmente dirigen a los grupos que se observan en los videos. La razon de
esto es que las sesiones de trabajo con alumnos incluyen temas y actividades
que no necesariamente tienen previstas los maestros de los grupos escolares, en
los momentos en que este proyecto lo requerfa, por lo que fue indispensable
contar con docentes especificamente asignados al proyecto con la finalidad de
que dispusieran del tiempo y los recursos para preparar y conducir las sesiones
de trabajo en el aula.

o



El hecho de que los profesores que condujeron las sesiones no hayan sido los
docentes regulares de los grupos, presenta ventajas y desventajas, por ejemplo,
nos parece importante mencionar que nuestros maestros no conocfan a los estu-
diantes, situacion que, por supuesto, no ocurre entre éstos y su maestro habitual.
No obstante, los logros de los alumnos que se pueden observar en los videos,
sugieren que la planeacién y puesta en prdctica de las actividades de aprendizaje
son factores que influyen sensiblemente en un rdpido establecimiento de una
buena relacién alumno-profesor, independientemente del tiempo que hayan
tenido para relacionarse entre si.

EL TRABAJO EN EL AULA

En los videos, se presentan episodios tal como ocurrieron en el aula; los videos
muestran un acercamiento a la ensefianza que tiene como propésito poner en
préctica los preceptos del constructivismo social, empleando la técnica del apren-
dizaje cooperativo, asi como un enfoque del aprendizaje basado en la resolucién
de problemas. Utilizamos deliberadamente el término “sesiones de trabajo”,
en lugar de “clase modelo”, para distinguir el enfoque de ensefianza que aqui
mostramos del esquema tradicional que rdpidamente se identifica con la cdtedra
del profesor, en la que éste “entrega” sus conocimientos a unos alumnos que
estdn atentamente escuchdndole para “recibirlos”. Estos conceptos se discuten
mas adelante con mayor amplitud.

En los videos de las sesiones de trabajo con los estudiantes y con los profeso-
res, podran observarse los aciertos, errores y momentos de incertidumbre que
usualmente se suscitan en el proceso de resolucién de problemas matemdticos
no triviales, y en las vicisitudes propias de la conduccién de una sesién de tra-
bajo, cuyo éxito o fracaso depende esencialmente de la participacién de cada
uno de los integrantes del grupo con el que se estd trabajando. En los videos, se
observa un esfuerzo sostenido por parte del profesor que conduce la sesién para
desempenarse como un promotor del desarrollo del pensamiento matemdtico de



sus estudiantes, y no como un expositor que presenta una brillante cétedra a un
auditorio atento y pasivo. Las sesiones de trabajo se centran en las participaciones
de los alumnos, porque es a partir de sus respuestas que el profesor propiciard
que se dé el siguiente paso en el avance de sus aprendizajes. Las intervenciones
del maestro que conduce una sesion, se enfocan en la coordinacion del trabajo del
grupo, empleando todos los recursos que tiene a su alcance, en ese momento,
para recuperar y enriquecer las participaciones de los estudiantes y, con base en
esto, dar un horizonte mds amplio al contenido matemdtico que se estd explo-
rando. En los videos podra observarse que el maestro tenfa preparado un guién
para la clase; pero también se percibe que siempre estuvo atento a las respuestas
de los alumnos para ir haciendo ajustes al guién de trabajo previsto y, de este
modo, poder aprovechar de la mejor manera posible los aciertos y errores de los
estudiantes, los cuales empleaba como puntos de partida en la busqueda de una
secuencia de ensefianza que estuviera en mejor consonancia con las distintas
formas de razonamiento de sus alumnos.

CONTENIDOS MATEMATICOS

Para seleccionar los contenidos matemadticos de esta serie, se hizo una revision
de los programas de estudio para la escuela secundaria que se ofrecen en los
pafses de América Latina y el Caribe, a partir de esta consulta se eligieron algu-
nos temas de aritmética, dlgebra y geometrifa, definiéndose, asi, las ramas de las
matemadticas escolares en que se ubicarfan dichos contenidos. Posteriormente,
se acudio a la literatura de investigacién sobre aprendizaje de las matemadticas,
con base en ésta fueron seleccionados los temas especificos dentro de cada rama
de acuerdo con los siguientes criterios:

e Larelevancia que les da la investigacion por las dificultades que presentan
para su enseflanza y aprendizaje.
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e Laimportancia que les da la investigacién por su trascendencia como temas
propedéuticos, sobre los que descansa la evolucién del curriculo escolar en su
trénsito al curriculo de matemdticas en los niveles de educacién superior.

Finalmente, en el marco determinado por los alcances de este proyecto, se deci-
di6 abordar tres temas en aritmética y geometria, y cuatro en dlgebra, quedando

distribuidos como se muestra en el siguiente cuadro.

Aritmética Algebra

Patrones numéricos

Muiltiplos y divisores N
y generalizacién

Juegos y regularidades

Méximo comun divisor .
algebraicas

Minimo comun muiltiplo Ecuaciones de primer grado

Lectura y construccién
de graficas cartesianas

ORGANIZACION Y PRESENTACION DE LOS CONTENIDOS

Videos

Geometria

Medicién y semejanza de
triangulos

Medicién y razones
trigonométricas

Areas y teorema de Pitdgoras

Eldesarrollo de cada tema constituye un mddulo que estd formado por dos videos
yuna Propuesta diddcticaimpresa. Cada tema se inicia con una cdpsula de video
que se preparé para presentar de forma amena y clara la informacion relevante
del problema que se propone para que los alumnos lo resuelvan, y también se
emplea para centrar la atencién de los alumnos en el tema a tratar. Esa cdpsula
puede ser usada por los profesores que la consideren util en su tarea docente.
Algunas cdpsulasincluyen recursos electrénicos de la geometria dindmica, o tablas
con datos que pueden ser utilizadas en las clases que preparen los maestros que

reciben estos materiales.



El primer video de cada mddulo incluye las dos sesiones de trabajo que se
emplearon con alumnos para desarrollar el tratamiento del tema correspondiente,
cada sesién se tiene una duraciéon maxima de 50 minutos. El tema se aborda
a partir de la resolucién de uno o mds problemas matematicos; estas sesiones
de trabajo se realizan con la participacién activa de un grupo de estudiantes. El
nticleo en el estudio de un tema es la resoluciéon de problemas que representan
un reto para el intelecto de los alumnos, por esto, sus intervenciones nunca con-
sisten en la repeticién de conceptos u otros conocimientos que previamente se
les habfan ensefiado, en vez de esto, las participaciones de los estudiantes ofrecen
una reelaboracién o una aplicacion creativa de conceptos y conocimientos que
los conducen a proponer ideas plausibles que eventualmente se concretan en la
resolucién de un problema. Dada la complejidad de los ejercicios que se propu-
sieron, se decidi6 apoyar la actividad de los estudiantes utilizando la técnica de
aprendizaje cooperativo. Esta técnica exige la colaboracion conjunta y creativa
de todos los miembros de un equipo de trabajo para realizar una tarea, en otras
palabras, requiere que el trabajo en equipo, ademds de necesario, sea mas pro-
ductivo que el trabajo individual. Dada la importancia que tuvo en el proyecto
el uso de la técnica de aprendizaje cooperativo, mas adelante le dedicamos una
seccién para un andlisis mas amplio.

El segundo video del médulo incluye una secuencia que muestra la Sesion de
Trabajo con Maestrosy la Sesion de Profundizacion. La Sesion de Trabajo con
Maestros permite observar las formas en que ellos abordaron problemas iguales
o similares a los que se propusieron a los alumnos. Es importante sefialar que
cuando se pidié a los maestros que resolvieran esos problemas, aun no habian
visto los videos de las sesiones de trabajo con los alumnos, esto se realiza en la
Sesion de Profundizacion.

En las sesiones de profundizacion, se pide a los profesores que vean atenta-
mente los videos de las sesiones con alumnos, y que registren individualmente sus
observaciones de acuerdo a un guién que se les proporciond; el guion permite que
los docentes incluyan comentarios sobre aspectos no considerados en él. Una vez



que han hecho esto, se pide a los maestros que discutan en equipos de trabajo las
anotaciones que registraron de manera individual; después de esto, se organiza
una mesa de discusion con todos los equipos reunidos, donde debaten acerca de
sus observaciones y hacen propuestas respecto a las implicaciones que se derivan
de su experiencia en estas sesiones de trabajo en torno a su practica docente coti-
diana. La Sesién de Profundizacién concluye con la seccion Reflexiones después
de la practica, que presenta el coordinador académico de esta serie.

PROPUESTAS DIDACTICAS

Se elabor6 una Propuesta diddctica para cada uno de los médulos que comprende
esta serie. Las propuestas diddcticas se presentan en formato impreso y en formato
digital. Estos materiales tienen como prop6sito exponer informacién adicional que
permita analizar con mayor acuciosidad las sesiones de trabajo que se muestran en los
videos. En cada propuesta se proporciona una descripcion detallada sobre las activi-
dades que se llevaron a cabo en las sesiones de trabajo con alumnos y con maestros.
Asimismo, se incluyen cada uno de los materiales que se emplearon, al igual que un
ensayo critico de lo que ocurrié durante el tratamiento de cada tema, en términos
de los logros de los estudiantes en el marco de lo que originalmente fue el guién de
trabajo para cada sesion. Porlo anterior, recomendamos enfaticamente que antes
de observar los videos se lea la Propuesta didactica correspondiente.

Los asuntos que se abordan en cada Propuesta diddctica se describen breve-
mente a continuacion.

Presentacién y objetivos del tema

Ademds de los objetivos de cada sesion de trabajo con los alumnos, este apartado
incluye un ensayo en el que se presentan los argumentos considerados para
seleccionar el contenido matemadtico que se aborda, y una descripcion del guion
de trabajo que emple6 el profesor para desarrollarlo.



Materiales de las sesiones de trabajo con los alumnos
Esta seccién proporciona informacién detallada sobre cada una de las actividades
que se propusieron a los estudiantes.

Materiales de las sesiones de trabajo con los maestros
Este apartado ofrece informacién pormenorizada sobre cada una delasactividades
que se propusieron a los profesores.

Lo que aprendieron los alumnos

En esta parte, el profesor que estuvo a cargo del desarrollo de la sesion de traba-
jo, presenta un ensayo sobre los logros de los estudiantes; el ensayo contiene
un andlisis entre lo esperado por el maestro y las respuestas no esperadas que
ofrecieron los alumnos, y cémo éstas lo condujeron a modificar, sobre la marcha,
el guién que habfa preestablecido para realizar su trabajo.

Recomendaciones para la ensenanza

Con base en el andlisis de los logros de los estudiantes, y de las vicisitudes que tuvo
que sortear, el profesor que estuvo a cargo de la conduccién del trabajo presenta una
serie de reflexiones que se expresan como recomendaciones para la ensefianza.

Ampliacién del tema

Este apartado tiene como propdsito profundizar en el tratamiento del contenido
matemadtico que se abordé en la sesién de trabajo. Se incorporan nuevos ele-
mentos y recursos diddcticos cuya finalidad es ampliar el conocimiento de los
contenidos matemdticos que se trataron en las sesiones de trabajo con alumnos
y los correspondientes con maestros.

EL CONTEXTO INTERNACIONAL Y PRINCIPIOS QUE ORIENTAN ESTE PROYECTO

Los resultados obtenidos por los estudiantes latinoamericanos en las evaluaciones
internacionales que se han efectuado recientemente, han acentuado la atencion
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que los ministerios de educacién dedican a la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas (Beaton et al, 1996; OECD, 2000). El andlisis de esas evaluaciones
sugiere enfdticamente que para mejorar esos resultados deben instrumentarse
nuevos programas orientados a la actualizacién, tanto de las formas de ensefianza
como del conocimiento de la disciplina por parte de los maestros de mateméticas
en servicio.

La investigacién realizada en los tltimos 30 afios sobre el aprendizaje de las
matematicas, ha proporcionado un conocimiento importante que plantea la necesi-
dad de nuevas estrategias de ensefianza, nuevos paradigmas para la formacién de
profesores, un nuevo curriculo y nuevas formas de evaluacioén (Kilpatrick, 1992).
Los resultados de esas investigaciones han ejercido una fuerte influencia en el di-
sefio de los planes y programas de estudio de la ensefianza bésica y, por lo mismo,
han surgido nuevas exigencias en el desemperfio de los docentes, por ejemplo, en
muchos paises se incluyeron en los programas de estudio nuevas lineas tematicas,
como prealgebra, precélculo, probabilidad y estadistica.

La investigacion sobre la ensefianza ha cambiado del paradigma proceso-pro-
ducto —en el que el objeto de indagacién son los comportamientos del profesor—a
estudios abocados a sus concepciones y criterios para la toma de decisiones en el
aula. Asimismo, las teorias que se enmarcan en el constructivismo social también
han tenido impacto en los programas de formacion de profesores y el curriculo de
la escuela bésica. Brevemente expuesto, estas teorfas conciben el conocimiento
como un producto del trabajo intelectual de comunidades formadas por individuos
creativos; estas corrientes de pensamiento se reflejan en cursos y materiales que
intentan que el profesor deje su papel como transmisor de conceptos, hechos
bdsicos y destrezas, para que se desempefie como tutor del desarrollo del pensa-
miento matematico de sus estudiantes (Cobb et al, 1990).

Actualmente, se espera que los profesores hagan evidente en su practica pro-
fesional que estan convencidos de que sus estudiantes no son “recipientes que
esperan ser llenados”, y los entiendan como sujetos intelectualmente creativos,
capaces de hacer preguntas no triviales, de resolver problemas y de construir
teorfas y conocimientos plausibles. Lo anterior exige que el maestro despoje



al libro de texto, y a él mismo, de su papel como autoridad intelectual en la
clase y la deposite en argumentos rigurosos producidos por €l y los estudiantes
(Thompson, 1992).

Esa nueva perspectiva de ensefianza requiere que el profesor conozca el
nivel de desarrollo del pensamiento matemético de sus alumnos, que construya
materiales intelectualmente ricos, y propicie un ambiente de trabajo en el que
el razonamiento de los educandos pueda ser, al mismo tiempo, apoyado y
motivado.

Afinales delos ochenta, se desarrollaron tres perspectivas distintas para estudiar
los procesos de cambio en las prdcticas de los profesores, cada una con fundamentos
tedricos diferentes. La perspectiva piagetiana, que se sustenta en la teoria de
que un cambio en las ideas de los docentes sobre la naturaleza del aprendizaje y
de las matemadticas, requiere necesariamente un proceso de desequilibrio de las
ideas previas y la reconstruccion de ideas mds poderosas (Schifter, 1993; Schifter
y Fosnot, 1993; Schifter y Simon, 1992). La corriente de las ciencias cognitivas
propone que los cambios en el profesor se dan a través de que modifique el conte-
nido y organizacién del conocimiento que posee, en consonancia con la evolucion
del razonamiento matemdtico de sus estudiantes (Carpenter et al,,1988; Fennema
etal., 1996; Peterson et al., 1989). La postura del constructivismo social expone
que lo que permite a los profesores resolver los conflictos entre sus creencias
sobre el aprendizaje y los avances que se observan en sus estudiantes, es el
proceso de negociacion entre ellos y sus alumnos sobre las normas para validar
Ja construccién de los conceptos e ideas matemadticos (Ball, 1988; McDiarmid
y Wilson, 1991).

La serie Ensefianza de las Matemdticas del Proyecto de Tecnologia y Edu-
cacién a Distancia en América Latina y el Caribe, se propone compartir con los
profesores de matemadticas en servicio y los formadores de futuros docentes,
algunas estrategias plausibles que ejemplifican, mediante episodios de trabajo
en el salén de clases, como llevar a la prdctica en el aula los planteamientos del
constructivismo social.



EL MODELO DIDACTICO

En el periodo 2000-2003, se llevé a cabo en México un estudio con 800 maestros
de matemadticas en servicio, en el que se evaluaron los efectos de la aplicacién de
un enfoque diddctico no convencional en sus précticas de ensefianza y conoci-
miento matemdtico (Cedillo, 2003). Los resultados de ese estudio muestran vias
promisorias para favorecer los aprendizajes de los estudiantes, aun con profesores
cuya docencia estd anclada en principios y concepciones tradicionales, y con un
débil conocimiento de la disciplina que ensefian. Expuesto sucintamente, ese
enfoque diddctico consiste en ensefiar las matemdticas escolares de manera similar
a como aprendemos el lenguaje materno, esto es, a través de su uso; el uso del
lenguaje matemadtico en actividades adecuadamente disefiadas, permite que los
estudiantes vayan asignando significados plausibles a ese sistema de signos.

En el aula, lo anterior se traduce en que el profesor no parte de exponer
reglas, definiciones y ejemplos, en lugar de esto, el maestro propone una activi-
dad (problema) que le permite establecer una interaccion con sus estudiantes
a partir de las formas de razonamiento que ellos desarrollan. El progreso de
losalumnosen laactividad depende de la comprensién que logre el profesor de sus
formas no ortodoxas de comunicacién. Esto implica que el docente debe aceptar
que sus estudiantes aprenden cada uno a un paso distinto, y que debe saber
escucharlos para aprender acerca de las formas en que ellos razonan. Esta forma
de ensefianza exige que el profesor abandone la exposicion al frente del grupo
como estrategia de interlocucién, porque esto parte del supuesto de que el
maestro puede hacer avanzar a todos los estudiantes del grupo al mismo ritmo.
Ademds, es necesario que el docente desarrolle habilidades que le permitan
relacionar los avances no convencionales de sus alumnos con los temas mate-
maticos formalmente establecidos, lo cual requiere la capacidad de desarrollar
el curriculo a partir de los logros de los estudiantes.
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EL APRENDIZAJE COOPERATIVO

El aprendizaje cooperativo puede describirse como una relacién entre estudiantes
que les requiere (Johnson y Johnson, 1989):

e Necesitarse unos a otros para realizar una tarea.

e Un ejercicio de responsabilidad individual, en el que cada uno tiene que
contribuir y aprender.

e Desarrollar habilidades para relacionarse: comunicacién, confianza en si
mismosy en los demds, asumir eventualmente el liderazgo, tomar decisiones
y resolver conflictos.

La técnica de aprendizaje cooperativo favorece que los estudiantes no solamente
aprendan los contenidos propios de unadisciplina, sino que desarrollen habilidades
para cultivar relaciones personales con sus companeros que probablemente no
desarrollarfan en una clase tradicional. Entre otras cosas, esto puede ocurrir si el
maestro toma en cuentalarelacion entre el desempeno del grupoy el individual, la
preparacion de sus estudiantes y las dificultades comunes que éstos presentan.
Se han reportado resultados de investigacién que sefialan que el éxito del
aprendizaje cooperativo depende en buena medida de que los estudiantes se
propongan objetivos grupales claramente definidos, y que asuman responsabi-
lidades individuales bien especificadas (Leinken y Zaslavsky, 1999). Lindauer y
Petrie (1997), sugieren que el sistema de evaluacién del profesor puede apoyar
al logro de metas colectivas, si lo estructura de manera que los estudiantes sean
evaluados individualmente por su trabajo, y que el trabajo individual se oriente
a que colaboren con sus comparfieros en favor del éxito del grupo. Por una par-
te, la formulacion y el logro de objetivos grupales en el aprendizaje cooperativo,
proporciona a los alumnos una razén para trabajar juntos (Johnson y Johnson,
1989). Por otra parte, el exigir que cada individuo tenga responsabilidades par-
ticulares, asegura que todos los estudiantes se beneficiardn de la experiencia,
incrementando su comprension, a la vez que permite al maestro asegurarse



de que todos en el grupo aprendan los nuevos conceptos. De esta manera,
el éxito que el grupo tenga en alcanzar sus objetivos depende del nivel de
logro que alcance cada uno de sus miembros.

El establecimiento de objetivos grupales y un sistema de evaluacién que
recompense el éxito puede hacerse de varias maneras, por ejemplo, el profesor
puede reforzar en sus estudiantes el valor de ayudarse unos a otros, si evalda el
nivel de logro del equipo con base en el aprendizaje de cada estudiante (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991; Posamentier y Stepelman, 1999). Mds especificamente,
el maestro puede asignar un porcentaje extra a la calificaciéon de un equipo de
trabajo en el que todos sus miembros lograron cierto puntaje. Las acciones del
docente que refuerzan los objetivos grupales y la responsabilidad individual,
ayudan a que los alumnos se preocupen por el éxito de sus compafieros, a que
desarrollen una mejor capacidad de escucha, y a que valoren métodos alternativos
para resolver problemas.

Lo anterior implica que los estudiantes deben estar especificamente preparados
para participar en un ambiente de aprendizaje cooperativo, y que los profesores
establezcan condiciones que garanticen experiencias exitosas de aprendizaje. El
aprendizaje cooperativo no se da por el simple hecho de que los estudiantes trabajan
en equipos durante la clase, esta técnica de trabajo en el aula sélo es provechosa
cuando los miembros de un grupo se ven a si mismos como parte de un equipo
que debe alcanzar un objetivo de manera conjunta, ante una tarea que individual-
mente es mucho mas dificil de llevar a cabo que haciéndolo con la colaboracién
de otros (Posamentier y Stepelman, 1999). El aprendizaje cooperativo se basa en
la premisa de que los alumnos que trabajan juntos son responsables no sélo de
su aprendizaje, sino también del de sus compafieros (Lindauer y Petrie, 1997),
para esto, los estudiantes deben aprender a escuchar a los demds y a valorar el
hecho de que un problema puede ser abordado en mds de una forma. En sintesis,
podemos decir que el aprendizaje cooperativo es una buena estrategia de trabajo
en el aula; pero ésta no tiene éxito sin preparacion.

Slavin (1990) afirma que los profesores pueden enfrentar algunas dificulta-
des al aplicar la técnica de aprendizaje cooperativo, y sélo obtendrén resultados



provechosos si aprenden a emplearlo correctamente en la clase. El aprendizaje
cooperativo puede ir en detrimento del aprovechamiento de los estudiantes, 10s
alumnos menos avanzados pueden copiar el trabajo de los mds adelantados del
grupo, y el resultado puede ser mds bajo del que ese alumno podria haber obtenido
en una clase tradicional. Otra posible dificultad es que los maestros deben estar
preparados para ceder parte del control que, tradicionalmente, tienen sobre las
actividades que se realizan en el aula. Si bien es necesario asegurarse de que 10s
estudiantes estdn realmente trabajando en un ambiente de aprendizaje coopera-
tivo, es diffcil evitar que hagan mds ruido. Algunos docentes podrian percibir el
ruido como un indicio de péidida de control.

EL APRENDIZAJE COOPERATIVO EN LA CLASE DE MATEMATICAS

Hay investigaciones que muestran que los beneficios del aprendizaje cooperativo
sereflejan en un mejor desempeno escolar, mejores habilidades para comunicarse
e interacciones sociales y académicas exitosas (Slavin, 1991; Stevens, Slavin
y Farnish, 1991; Whicker, Bol y Nunnery, 1997; Walmsley y Muniz, 2003).
Los efectos del aprendizaje cooperativo en el desempefnio de los alumnos son
muy impresionantes, los logros de los estudiantes que pueden observarse en
los videos de esta serie ofrecen evidencias a este respecto. Esto se debe a diver-
sas razones, en el trabajo cooperativo los alumnos ven cémo sus companeros
se encuentran en diferentes etapas de dominio de las tareas que enfrentan, y se
ayudan unos a otros, por ejemplo, cuando los estudiantes interactian en forma
cooperativa hacen el intento por explicar sus estrategias a los demés, empleando
las palabras de sus compafieros mas débiles (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).
En muchas ocasiones, los educandos que proporcionan la explicacién pueden
lograr asf una comprensién mds clara de la tarea que estdn abordando. Cuando
se pide a los estudiantes que expliquen, detallen y defiendan sus posturas ante
los demads, se esfuerzan en expresar mads cuidadosamente sus ideas. Asimismo, los
alumnos que escuchan las explicaciones de otros se esfuerzan en comprender
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otras formas de abordar una tarea determinada. El observar a los demds y prac-
ticar en este tipo de ambientes de trabajo, ayuda a los estudiantes a interiorizar
los conceptos que estdn intentando comprender o dominar (Stevens, Slavin y
Farnish, 1991).

Probablemente, uno de los mayores beneficios del aprendizaje cooperativo es
que incrementa la capacidad de los alumnos para comunicarse usando el lenguaje
de las matemadticas, y que este tipo de comunicacién les ayuda a comprender
mejor esta disciplina (Artzt, 1999). Johnson y Johnson (1989, p. 235) afirman
que “si la instruccién en matemdticas procura ayudar a los estudiantes a pensar
matemdticamente, a comprender las conexiones entre diversos procedimientos
y hechos matemadticos, y a ser capaces de aplicar el conocimiento matemadtico
formal de manera flexible y significativa, entonces, es indispensable emplear el
aprendizaje cooperativo en las clases de matemadticas”. De acuerdo con estos
autores, el aprendizaje cooperativo hace que las matemadticas se aprendan de ma-
nera activa, en vez de pasiva. Otros autores sugieren que, mediante la técnica del
aprendizaje cooperativo, los profesores promueven que sus estudiantes expliquen
lo que entienden, porque eso los obliga a integrar y ampliar su conocimiento de
manera diferente (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).

Hay resultados de investigacién que confirman la conviccién de muchos maestros
de que los alumnos aprenden mejor de sus compaferos cuando se les pide
que expliquen cémo llegaron a las respuestas; los profesores que piden a los
estudiantes que expliquen cémo resolver un problema frente al grupo, ayudan
a que todos aprendan mds y enfatizan las habilidades para expresarse acerca de
conceptos matemdticos (NCTM, 2000). El aprendizaje cooperativo permite a los
educandos dar y recibir explicaciones detalladas, esto les ayuda a aprender mds
que a los estudiantes que simplemente reciben las respuestas correctas (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991). Es importante ejercitar la capacidad de comunicar ideas
matemadticas para apoyar el desarrollo que el alumno tenga en esa disciplina.
Leiken y Zaslavsky (1999) reportan que el uso del aprendizaje cooperativo motiva
a los estudiantes a participar activamente en el aprendizaje de las matemdticas, y a
comunicarse entre ellos sobre cuestiones de esta disciplina.
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Otro beneficio del aprendizaje cooperativo es que permite a los alumnos trabajar
con otros en el logro de un objetivo comun y desarrollar habilidades para usar las
matemdticas en interacciones sociales. De acuerdo con Whicker et al (1997),
algunos de los resultados a corto plazo incluyen un incremento en el aprendizaje,
en la retencion y en el pensamiento critico. Comparado con un sistema competi-
tivo e individualista, las experiencias del aprendizaje cooperativo promueven una
alta autoestima en los estudiantes (Johnson, Johnson y Holubec, 1984; Johnson
y Johnson, 1989). El aprendizaje cooperativo puede reforzar el sentimiento de
autoaceptacion del alumno, en tanto que la competitividad puede afectar de
manera negativa dicha aceptacion, y las actitudes individualistas tienden a estar
relacionadas con un rechazo bdsico de sf mismo (Johnson, Johnson y Holubec,
1984). Los alumnos, generalmente, disfrutan la experiencia de trabajar en forma
cooperativa, y les importa que sus companeros los tengan en buen concepto. La
necesidad de ser aceptados también los ayuda a lograr ser exitosos escolarmente,
esta percepcion de éxito incrementa su autoestima.

Los resultados a largo plazo del aprendizaje cooperativo incluyen la habilidad
para ser contratados para trabajar y tener éxito en su carrera (Johnson y John-
son, 1989). Muchos empleadores valoran a un empleado con habilidades para
comunicarse, con responsabilidad, iniciativa, interaccién interpersonal y poder
de decision. Todas estas cualidades pueden ser desarrolladas al tener experien-
cias de aprendizaje cooperativo. El aprendizaje cooperativo no sélo ayuda a los
estudiantes a aprender matemadticas, sino que coadyuva en su preparacién para
la vida después de graduarse.

A manera de sintesis podemos sugerir que el aprendizaje cooperativo puede
ser exitoso si:

e Se emplea para abordar actividades que exijan la colaboracién del grupo.

e Los profesores cuentan con algin tipo de sistema de recompensas grupales
que contemple la responsabilidad individual.

* Los maestros logran crear una actitud en sus alumnos que les conduzca a
escuchar atentamente las ideas de los demas.
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COMENTARIOS FINALES

En la serie Ensefianza de las Matemdticas asumimos la premisa de que en la
prdctica profesional los sujetos tienen experiencias que producen cambios en sus
conocimientos y creencias. Este principio es una combinacién de lo planteado por
el constructivismo social y las ciencias cognitivas. Por una parte, asumimos que
la practica profesional incluye la interaccién creativa entre profesores, y de éstos
con los estudiantes; por otra parte, implica que los individuos vamos modificando
nuestras concepciones y acciones a partir del conocimiento que adquirimos sobre
las formas de razonamiento de otros sujetos. La evidencia obtenida de la inves-
tigacién sugiere que lo que esencialmente promueve cambios en los profesores
son ciertos episodios que se dan en el aula, que les permiten atestiguar lo que
sus estudiantes pueden lograr sin que “ellos se los hayan ensefiado” (Cedillo y
Kieran, 2003).

Indudablemente, serdn los profesores que hagan uso de los materiales que
se proporcionan en esta serie, los que emitan un mejor juicio sobre el alcance y
pertinencia de los propdsitos que nos hemos planteado, y sobre las estrategias
de trabajo que en este proyecto hemos empleado.
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INTRODUCCION

En torno al tema de funciones existe una serie de contenidos matemadticos que
deben ser considerados en el momento de su ensefianza, como 10os conceptos
de variable, dominio e imagen, el uso de sus distintas representaciones mediante
expresiones algebraicas, tablas y gréficas. Streun (2000) reporta que cuando un
programa escolar orienta en forma sistemadtica el estudio de funciones hacia
el establecimiento de conexiones entre las diferentes representaciones de una
funcién, se conduce a los alumnos a una abstraccién del concepto de funcién.
En este sentido, es posible considerar que en la ensefianza y el aprendizaje
del concepto de funcién, el uso de las representaciones (algebraica, tabular y
grafica) y sus relaciones es crucial. Lloyd y Wilson (1998) mencionan que parte
del conocimiento del concepto de funcién se puede deber en gran medida a las
representaciones que se tienen acerca de dicho concepto. Las representaciones
se construyen a partir de las experiencias que permiten evocar algin dibujo,
diagrama, simbolo 0 accién, relacionados con dicho contenido. Aun cuando una
representacion no es el objeto matemdtico mismo, si se espera que de alguna
manera contenga rasgos que se ajusten a él.

La ensenianza de funciones debiera, entonces, proveer a los alumnos de multi-
ples experiencias con diferentes formas para abordarlas que les ayuden a generar
representaciones de dicho concepto. Hay dos ideas que permiten sugerir hacia
donde orientar la ensefianza de funciones: promover el uso de representaciones
del objeto matemadtico y la identificacion de relaciones entre las distintas repre-
sentaciones. Lo anterior coincide con la teorfa de Kaput (1989, citado en Lloyd
y Wilson, 1998) acerca de que el uso de varias representaciones del concepto
de funcién es considerado como un potente recurso, pero lo es mds aun si el
individuo es capaz de relacionarlas y construir una nueva representacion a partir
de otra. De acuerdo con Leinhardt, Zaslavsky y Stein (1990), una representacién
incluye implicitamente dos actividades: la construccién y la interpretacién. La



construccion implica el uso de ciertas reglas que permiten, por ejemplo, la elabo-
racién de tablas, gréficas o ecuaciones, y la interpretacién consiste en hacer una
serie de inferencias y predicciones a partir de una representaciéon que se tiene a
la vista o en mente.

Cada representacion tiene sus propias reglas de construccién y criterios de
interpretacién. La construccién de una tabla a partir de una ecuacién implica,
entre otras cosas, la evaluacion de dicha expresién para diferentes valores; la in-
terpretacién de una grafica puede realizarse en forma global o local, dependiendo
del tipo de interpretacién que se requiera.

Las actividades de construccién e interpretacion de representaciones estan
relacionadas; es dificil pensar en hacer una construccién sin ciertainterpretacion
y viceversa. Estas relaciones que las conectan resultan de importancia porque
son justo las que permiten realizar traducciones entre ellas. De acuerdo con
Janvier (1987), un proceso de traduccién (también conocido como conversién)
es el proceso psicolégico involucrado en ir de un modo de representacion
a otro; por ejemplo, en el caso de las representaciones tabular, algebraica y
gréfica: tabla<>gréfica, tabla<=expresion, gréfica<=expresion (el doble sentido
en la flecha indica la traduccién en ambos sentidos; véase la figura 1).

Tabular

Algebraica Grafica

Figura 1



Los procesos para llevar a cabo traducciones entre representaciones son diversos;
por ejemplo, para la traduccion tabla—>expresion, Janvier (1987) sugiere que el
proceso comun es el de ajustar una expresion algebraica a los valores que se tienen
en una tabla. Sin embargo, estos procesos de traduccién no son tan inmediatos
de dominar. Ruthven (1992) afirma que los alumnos encuentran dificultades para
entender las relaciones —y para traducir en ambas direcciones— entre las diferentes
representaciones; esta dificultad se deriva del hecho de que se utilizan distintos
sistemas simbdlicos dentro de cada representacién y se requiere cierto dominio
de cada sistema para relacionarlo con los de otras representaciones.

En el médulo Lectura y construccién de graficas cartesianas se aborda
la ensefianza de funciones a través de las representaciones tabular, algebraica y
grafica, de tal modo que los alumnos efectien actividades de interpretacion y
construccion, ademds de establecer relaciones entre dichas representaciones que
les permitan efectuar las conversiones mostradas en la figura 1.

Las actividades que se proponen a los alumnos inician con la presentacién de
graficas que representan diversas situaciones cotidianas; a partir de dichas gréficas
se pide a los alumnos que efecttien una serie de interpretaciones que les permitan
responder a diversas preguntas. La primera situacion consiste en la historia del
crecimiento de dos nifios (Julieta y Tomds); la segunda es acerca de la distancia
que recorre un automévil, y la tercera situacion es acerca del rendimiento de
combustible de tres tipos de vehiculos en la que, incluso, se solicita la construc-
cioén de tablas y expresiones generadas a partir de una gréfica.



LECTURA Y CONSTRUCCION DE GRAFICAS CARTESIANAS

OBJETIVOS
Que el alumno:

* Interprete y construya gréficas, tablas y expresiones de diversas situaciones.
e Genere diversas representaciones a partir de otras.

PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES CON LOS ALUMNOS
Primera sesion: Actividades, tiempo, descripcién y recursos

Inicio (2 min). El maestro saluda al grupo y explica la dindmica de la clase.

Cépsula de video (7 min). Proyeccién de un video que presenta una situacion
relacionada con el crecimiento de dos personas (Video: Julieta y Tomaés).

Lectura e interpretacion de las grdficas mostradas en el video (7 min). El maes-
tro hace preguntas al grupo relacionadas con las gréficas que representan la
situacion mostrada en el video (Gréficas de edad/estatura de Tomds y Julieta
y una Hoja de trabajo).

Lectura e interpretacion de una grdfica (3 min). El maestro hace preguntas al
grupo relacionadas con una nueva gréfica que corresponde al crecimiento
de Ratl (Gréficas de Tomas, Julieta y Raul y una Hoja de trabajo).

Lectura e interpretacion de una grdfica (6 min). El maestro muestra una nueva
gréfica que representa la distancia que recorre un automovil con respecto al
tiempo y hace preguntas a los alumnos (Gréfica del automdvil).

Trabajo en equipo (15 min). Los alumnos responden a preguntas relacionadas
con la grafica mostrada (Hojas de trabajo).
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Exposicion del trabajo realizado (10 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las respuestas (Gréficas, pizarrén y marcadores).

Segunda sesion: Actividades, tiempo, descripcién y recursos

Revision de la sesion de trabajo anterior (3 min). El maestro comenta con los
alumnos acerca de lo realizado en la clase anterior.

Lectura e interpretacion de gréficas (4 min). El maestro muestra varias gréficas
relacionadas con el rendimiento de combustible de diferentes vehiculos
(Gréficas de rendimiento de combustible).

Trabajo en equipo (8 min). Los alumnos responden una serie de preguntas rela-
cionadas con las graficas mostradas (Hoja de trabajo).

Exposicion del trabajo realizado (8 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las respuestas (Gréficas, pizarrén y marcadores).

Trabajo en equipo (15 min). Los alumnos completan una tabla y construyen
expresiones relacionadas con las gréaficas mostradas (Hoja de trabajo).
Exposicion del trabajo realizado (12 min). Después de un tiempo se exponen y

confrontan las respuestas (Gréfica, tabla, pizarrén y marcadores).

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

Primera sesién

Capsula de video

Los alumnos observan en un video la historia de Tomas, un nifio que estd muy
interesado en su crecimiento debido a su enamoramiento por Julieta, una nifia

mads alta que él. Al final del video se proyectan las gréficas de crecimiento de
Julieta y Tomds (gréficas 1, 2y 3).
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Lectura e interpretacion de las grificas mostradas en el video
Los alumnos hacen interpretaciones de las graficas, a partir de las siguientes
preguntas contenidas en una hoja de trabajo:

¢Qué estatura tenfan Julieta y Tomds a los 6 afos?

¢Cudnto creci6 Julieta de los 7 a los 10.5 afios?

¢Cudnto crecié Tomds de los 3 a los 8 anos?

¢Cudntos centimetros era mas alto Tomds que Julieta cuando tenfan 12
anos?

BwN

Lectura e interpretacion de una nueva grdfica
El maestro muestra una nueva ldmina en la que se incluyen las graficas de Tomds
y Julieta y se agrega la de Raul (gréfica 4).

Julieta, Tomas y Raul

—e— Raul
Julieta

—&— Tomés

0 5 10
Edad (afios)

Gréfica 4
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Los alumnos hacen interpretaciones de estas nuevas graficas a partir de las si-
guientes preguntas:

¢En qué periodo Raul tenfa menor estatura que Julieta y Tomés?

¢En qué periodo Raul era mayor que Tomds y menor que Julieta?

¢A qué edad Raul tenfa la misma estatura que Julieta?

¢A qué edad Raul tenfa la misma estatura que Tomds?

;Quién crecié mds en el periodo de los 11 a los 14 afos: Julieta, Tomds o
Raul? ;Quién crecié menos?

©® N W

El maestro pide a los alumnos que realicen el ejercicio del inciso 10) de la Hoja
de trabajo en las gréaficas que se muestran en la gréfica 5.

10. Dibuja la gréfica de crecimiento de Julieta, Tomés y Raul hasta que cumplan
30 anos.

Julieta, Tomas y Raul

—— Raul —s— Julieta —— Tomas
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Edad (afios)

Gréfica 5
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Lectura e interpretacion de una grédfica

El maestro presenta una nueva gréafica relacionada con la distancia a la que se
encuentra un automavil con respecto de su punto de partida (grafica 6), y pide a
los alumnos expresen sus primeros comentarios relacionados con la grafica.

Automovil

500
400
300
200

100

Tiempo (horas)
Gréfica 6

Trabajo en equipo

El maestro entrega a los alumnos una Hoja de trabajo que incluye preguntas
relacionadas con la gréfica mostrada y les da tiempo para que las respondan. La
gréfica muestra los datos del movimiento de un automdvil entre las 8:00 y las
14:30 horas.

1. ;Cudntos kilémetros recorrié el automovil de las 8:00 a las 10:00 horas?
2. ;Cudntos entre las 10:00 y las 11:00?
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;Cudntos entre las 11:00 y las 14:00 horas?

¢En qué momento retrocedi6 el automévil?

;Cudntos kilémetros retrocedié?

¢A cudntos kilémetros por hora viajé en promedio el automdvil entre las
13:00 y las 14:30 horas?

7. ;Cudl es la velocidad méxima que alcanzé durante todo el recorrido?

8. ;En qué intervalo alcanzdé esa velocidad?
9

1

ol o

. ¢En qué intervalo viajé mds despacio el automovil?
0. ;A qué velocidad viajé durante ese tiempo?

Exposiciéon del trabajo realizado
Después de un tiempo, los alumnos exponen sus respuestas y las confrontan con
las de sus demds comparfieros.

Segunda sesién

Revision de la sesion de trabajo anterior

El maestro inicia la clase preguntando a los alumnos acerca de lo realizado en la
primera sesién de trabajo.

Lectura e interpretacion de gradficas

En seguida, el maestro muestra a los alumnos las gréficas de tres diferentes tipos
de automdviles que representan el rendimiento de combustible (gréfica 7).
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Rendimiento de gasolina

Camioneta —®— Auto compacto ——&— Auto semicompacto
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Consumo (litros)

Gréfica 7

El maestro pide a los alumnos que respondan a una primera pregunta, incluida
en una Hoja de trabajo previamente entregada a los alumnos.

1. ;Qué informacién puedes obtener?
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Trabajo en equipo
Una vez que los alumnos tienen una primera interpretacion de la gréfica, respon-
den a las siguientes tres preguntas de la Hoja de trabajo:

2. ;Cudl de los tres automdviles tiene mayor rendimiento de combustible?
;Cudl tiene menor rendimiento?

3. ¢Cuantos kilémetros puede recorrer cada uno de los automdviles si su con-
sumo de combustible es de 4.5 litros?

4. ;Cudnto combustible consume cada vehiculo si su rendimiento es de 87
kilémetros?

Exposicion del trabajo realizado
Los alumnos comentan al grupo sus respuestas y comparan unas con otras; para
ello se auxilian de las graficas en los casos necesarios.

Trabajo en equipo

Los alumnos resuelven los dos tltimos incisos de la Hoja de trabajo en los que
deben completar una tabla (tabla 1), escribir expresiones algebraicas relacionadas
con el rendimiento de combustible de cada automdvil y construir una grafica.
Los incisos son los siguientes.

5. Completa la siguiente tabla.
Tabla 1

Rendimiento (km)
Consumo (litros) Auto

Camioneta . Auto compacto
semicom acto

18.5
400
366
297.5
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6. Si se requiere que por 9 litros de consumo de combustible la camioneta
tenga un rendimiento de 76.5 km, ;cudl serd la grafica y la férmula para este
caso?

Exposicién del trabajo realizado
Los alumnos comparten sus respuestas y las confrontan con las de sus demds
compaferos junto con el maestro.

LO QUE HICIERON LOS ALUMNOS
Respuestas esperadas

Primera sesion

Alinicio de esta sesion, el maestro pregunté alos alumnos acerca de la informacion
que podrian obtener de las graficas de Tomds y Julieta (graficas 1, 2 y 3), algunas
de las respuestas fueron: “una grafica para conocer cdmo fue el crecimiento del
nino (Tomds)”, “también la nifa (Julieta) creci¢”.

La planeacién original pretendia que los alumnos respondieran en equipo
las preguntas de la Hoja de trabajo entregada, sin embargo, gracias a que los
alumnos tuvieron una amplia participacion al inicio, el maestro fue abordan-
do las preguntas con todo el grupo. Algunas de las participaciones fueron las

siguientes:

“En los periodos de 0-5 afios hay més puntos de crecimiento”.

“No tiene que ver el nimero de puntos, sino la distancia que ocupan”.

“De 68 a 80 (centimetros), aqui son mds puntos”.

“De 69 a 84 (centimetros) es equivalente a un menor nimero de puntos”.

“Hay un periodo en que ella (Julieta) crece un poco mds y luego Tomds un poco

”

mas”.
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“Se nota que fue para arriba muy rdpido (el crecimiento) en el primer afio y los demds
afios ya no es tan precipitado”.
“Tomds era mds alto que Radl”.

Después de la participacién inicial de los alumnos, el maestro les dio tiempo
para que dibujaran la grafica de crecimiento de Julieta, Tomds y Raul hasta los
30 afos. Un alumno pas6 al frente del grupo para dibujar la gréfica tal como lo
habfa hecho en su Hoja de trabajo, y fue posible observar que el bosquejo de las
graficas no consideraba un continuo crecimiento, sino, al contrario, conforme
pasaban los afios la estatura de Julieta, Tomds y Ratl se hacfa constante.

La siguiente actividad de la sesién consistié en hacer interpretaciones rela-
cionadas con una grafica que representaba la distancia de un automévil de su
punto de partida (gréfica 6).

La primera pregunta que se hizo a los alumnos fue: ;Qué informacién pueden
obtener de la grafica? Una respuesta fue: “La distancia que recorri6 (refiriéndose
al automovil) y el tiempo”. En seguida se determiné la velocidad promedio
para algunos intervalos de tiempo:

“La velocidad (promedio) vendria siendo lo que es de 8:00 a 9:00 (una hora) sobre
la distancia, los kilémetros por hora”.

“De 8:00 a 9:00 (la velocidad promedio es de) 125 km por hora”.

“De 12:00 a 13:00 (la velocidad promedio es de) 105 km por hora”.

“De la 13:30 a 14:00 (la velocidad promedio es de) 75 km por media hora (si man-
tuviera la misma velocidad promedio en una hora, la velocidad promedio serfa de
150 km por hora)”.

Una vez que los alumnos hicieron las interpretaciones anteriores, determinaron

la distancia que recorrié el automdvil en diferentes intervalos de tiempo (a partir
de la gréfica 6):
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“De las 8:00 a las 10:00 el automévil recorrié 210 kilémetros”.
“De las 10:00 a las 11:00 se qued6 parado”.

Sin embargo, para el intervalo de las 11:00 a las 14:00 los alumnos debieron
poner mds atencién, algunas respuestas iniciales fueron:

“De las 11:00 a las 14:00 como 120 km mds o menos”, “como 280 km”, “como
273 kilémetros”.

Un alumno, después de haber escuchado estas respuestas, coment6 acerca
del intervalo de las 11:00 a las 14:00 h: “Se notan unos retrocesos, pero esos
retrocesos también se cuentan porque si vamos en el automavil, el kilometraje,
asf nos demos la vuelta en “u” y regresemos, sigue contando, entonces, sigue
aumentando”. Entonces, comenzé a determinar la distancia recorrida, por cada
media hora, en este intervalo de tiempo:

De las 11:00 a las 11:30 el automévil recorrié 65 kilémetros.
De las 11:30 a las 12:00 el automévil recorrié 55 kilémetros.
De las 12:00 a las 12:30 el automdvil recorrié 50 kilémetros.
De las 12:30 a las 13:00 el automévil recorrié 50 kilémetros.
De las 13:00 a las 13:30 el automévil recorrié 125 kilémetros.
De las 13:30 a las 14:00 el automévil recorrié 110 kilémetros.
La distancia total recorrida fue de 455 kilémetros.

La pregunta final de la sesién de trabajo fue: ;En qué periodo fue mds lento el
automovil? Un alumno respondié que de 9:00 a 9:30 h, y otro agregd, para
justificar la respuesta: “Porque no se nota tanto el declive de la linea, no estd
tan precipitada”.
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Segunda sesién

Lasegunda sesién de trabajo inici6 con la presentacion de gréficas del rendimiento
de combustible de tres diferentes automéviles: un auto compacto, un semicom-
pacto y una camioneta (grafica 7). El maestro pregunté acerca de las graficas; las
preguntas y algunas de las respuestas fueron las siguientes.

” o«

¢A quién le pueden ser utiles estas gréaficas? “A los compradores”, “a los que
” “

viajan mucho”, “a la proreco (Procuraduria Federal del Consumidor)”, “a los
propios automovilistas”.

¢cQué pueden decir de estas gréficas?“La camioneta ocupa més litros de gasoli-
na”, “hay diferente rendimiento”, “la cantidad de litros que gasta cierto tipo de
auto para recorrer cierta distancia”.

¢Por 10 litros cudnto le rinde el combustible a un auto semicompacto?
120 km. ¥, gspor 4.5 litros cuél es el rendimiento de cada auto? 80, 60, 40,
30 km, aproximadamente.

Si recorrieron 87 km, ;cudnto combustible requirié cada automovil? 5 litros el
auto compacto, 7 el semicompacto y como 12 la camioneta.

Una vez que los alumnos respondieron las preguntas anteriores procedieron a
completarla tabla 1. Para completar el tercer renglén, en el cual estd registrado un
rendimiento de 400 km para un auto semicompacto, un alumno leyd la gréfica 7y
comentd: “cada 100 km gastan 9 litros de gasolina (refiriéndose al auto semicom-
pacto), entonces, son 36 litros por 400 km”. Asf que con esto podia determinar
el total de litros que producen el rendimiento de 400 km. Otro alumno obtuvo
otro valor de la lectura de la gréfica, para el auto semicompacto, y mencioné que
dicho auto recorrié los 100 km con 8.5 litros de combustible.
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El maestro preguntd entonces a los alumnos: ;Cudntos kildmetros rinde un
litro de combustible? Dos respuestas fueron las siguientes.

Primera respuesta Segunda respuesta

Automovil (km/1) (km/1)

Camioneta
Semicompacto

Compacto

Con el rendimiento por litro y utilizando la segunda respuesta fue posible
completar el primer renglén de la tabla 1 (cuando el consumo de combusti-
ble fue de 11 litros). Las operaciones fueron: 11 x 8 = 88 km (camioneta);
12 x 11 = 132 km (semicompacto); 17 x 11 = 187 km (compacto).

Rendimiento (km)
Consumo (litros)

Camioneta .Auto Auto compacto
semicompacto
132 187

Otro alumno comenté que €l habfa utilizado una regla de tres, para ello, debid
considerar que por cada 10 litros la camioneta rendfa 70 km, el auto semicompacto
120 km vy el auto compacto 160 km. Entonces escribio lo siguiente:

10/ 70 km
11/ x km

Operaciones: 70 x 11 =77.0 (la divisién entre 10 la omitié y s6lo agrego el punto
decimal).
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101 120 km
11/ xkm

Operaciones: 120 x 11 = 132.0 (la divisién entre 10 la omiti6 y sélo agregé el
punto decimal).

10/ 160 km

11/ xkm

Operaciones: 160 x 11 = 176.0 (la divisién entre 10 la omiti6 y sélo agregé el
punto decimal).

A pesar de que se hacfa la lectura en las mismas gréficas, hubo diferencias,
aunque no muy grandes; por lo cual el maestro pregunté al grupo: ;Qué pasa al
leer la gréfica? Algunos alumnos respondieron:

“No siempre es exacto”.

“Cada quien dice lo que ve a su criterio”.
“Depende de la persona que lo ve”.

“Sigue su rendimiento en litros hacia arriba”.

“Su rendimiento sigue siendo parejo”.

“La constante de la camioneta es de 15 ¢/2 litros”.
“Rinde aproximadamente 15 litros”.

“El auto semicompacto rinde 12 km/1”.

“Yo calculé la de 11 y dividi entre 11”.

Un alumno comenté: “Estas sf son exactas, las de 10 litros (en la gréfica)”, y
entonces escribié:

La camioneta por 10 litros rinde 70 km.
El auto semicompacto por 10 litros rinde 120 km.
El auto compacto 10 por litros rinde 160 km.



Asi que una vez que ley6 estos datos de las gréficas, dijo: “Se puede sacar lo de
un litro”.

Camioneta 7 km/1.
Semicompacto 12 km/1.
Compacto 16 km/1.

Y escribid la siguiente férmula para calcular el rendimiento por litro a partir de
un cierto rendimiento conocido:

rendimiento en kilometros . o
= lo que rinde por un kilometro .

litros

Conociendo el rendimiento por litro de los tres tipos de automéviles fue posible
completar otras casillas de la tabla 1. Por ejemplo, para el renglén 2 en el que
se proporciona el dato de 18.5 litros de consumo, fue suficiente con efectuar el
producto de 18.5 x 7 para determinar el rendimiento de la camioneta, 129.5
kilémetros.

El primer renglén de la tabla 1 qued6 como sigue:

Rendimiento (km)

Consumo (litros) Auto
Camioneta . Auto compacto
semicompacto

132 176

El maestro entonces pregunt6 a los alumnos por el sexto renglén de la tabla 1, en
donde se proporciona como dato que el consumo de combustible es de m litros.
Algunas respuestas fueron: “;no serfa mx7, mx12, mx16?”; “la m serfa cualquier
numero”; “serfa como una incégnita, entonces si estd bien”; “la m te indica la
férmula, no te indica un nimero preciso”. El sexto renglén qued6 completado

COmo se muestra a continuacion.
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Rendimiento (km)

Consumo (litros) Auto
Camioneta .
semicompacto
mx7 mx12 mx16

En cuanto al séptimo renglon de la tabla 1 los alumnos expresaron los siguientes
comentarios: “la n yo creo que al auto compacto y la camioneta tendria también
que ser n”; “no, tendria que ser diferente porque nosotros sabemos que los nu-
meros entre camioneta, semicompacto y compacto son diferentes; entonces, no
puede ser la misma letra, tendrias que poner otra letra”.

La respuesta final fue: “serfa n+12 (en la celda que corresponde al consumo};
para la celda de la camioneta n+12x7; y para el auto compacto n+12x16".

El séptimo renglén de la tabla 1 quedd como se muestra a continuacion:

Rendimiento (km)
Consumo (litros)

Camioneta ‘Auto Auto compacto
semicompacto
i RNY %16
12 12 12

Respuestas no esperadas

A partir de la lectura e interpretacién de las gréficas, los alumnos identificaron
diferentes constantes de crecimiento en las gréficas; por ejemplo, con respecto a
las graficas 1, 2 y 3 comentaron:

“La distancia que Julieta le lleva a Tomds no fue siempre proporcional”.
“Si los pasamos a una tabla (los datos de la gréfica) no es proporcional”.

Esto hace referencia a que cada una de las gréficas, de Tomds y Julieta, tenfan
diferentes constantes de crecimiento (distintas pendientes); esto se debe a que



las graficas estdn conformadas por “pedazos” de rectas, as{ que, aun cuando las
graficas son crecientes no siempre lo hacen bajo la misma constante.

Esta interpretacién de las grdficas no estaba contemplada como una posible
respuesta de los alumnos, los cuales no se limitaron sélo a realizar una lectura
de los puntos de las graficas.

Durante la segunda sesién de trabajo, los alumnos volvieron a reconocer esta
caracteristica del crecimiento en las gréficas mostradas en la grafica 7, con la
diferencia de que en estos casos cada gréfica estd constituida por una sola recta,
una respuesta que ilustra esto es la siguiente:

“Laruta de cada consumo es constante... se podria seguir alargando esta linea a modo
de que llegue a los 11 (litros de combustible). Lo que da el alargamiento se podria
tomar como el rendimiento en kilémetros”.

El comentario hace referencia a prolongar cada una de las gréficas de la gréfica 7
(las rectas) hasta que la abscisa corresponda a 11 litros y, entonces, sea posible leer
la ordenada correspondiente (el rendimiento), como se ilustra en la grdfica 8.

Rendimiento de combustible
Camioneta —®— Auto compacto —&— Auto semicompacto

200
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80
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40
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Consumo (litros)

Rendimiento (kildémetros)

Gréfica 8
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La confianza que tiene el alumno de que estas gréficas crecen bajo una cons-
tante de proporcionalidad (la pendiente de la recta), le permite proponer
la estrategia descrita. Resulté muy interesante observar cémo los alumnos
reconocieron en las graficas de rectas esta propiedad en relacién con su cre-
cimiento, aun cuando no se esperaba.

Dificultades

La principal actividad de las dos sesiones de trabajo fue la lectura e interpretacion
de gréficas. En general, los alumnos fueron capaces de hacer una buena lectura e
interpretacion de las gréficas; sin embargo, hubo algunas dificultades y confusiones
que fueron superadas en su momento, las cuales se mencionan a continuacion.

Con respecto a la gréfica 6, los alumnos tuvieron dificultades para interpretar
la gréfica en los intervalos de tiempo en los que el automévil estaba detenido
o retrocedia (con respecto al punto de partida). En el primer caso, cuando el
vehiculo estaba detenido crefan que éste se estaba moviendo a una velocidad
constante; dicha interpretacion se debié a que pensaban que en la gréfica estaba
representada la velocidad del vehiculo y no su distancia con respecto a otro punto.
En el segundo caso, cuando la grdfica mostraba un retroceso del vehiculo, los
alumnos interpretaban que el automdvil viajaba més lento. En ambos casos, las
confusiones sirvieron para precisar qué es lo que en realidad estaba representdn-
dose en la gréfica: la distancia a la que se encontraba el vehiculo del punto de
partida en diferentes horarios.

En la lectura de la gréfica 7 hubo dificultades debido a las escalas utilizadas
en la gréfica; esto provocd que los alumnos tuvieran que aproximar los valores de
sus lecturas obteniendo asi cantidades distintas, aunque cercanas. Esta situacién
fue superada con la lectura de valores que tenfan mejor posibilidad de ser leidos,
con la escala utilizada en las gréficas, como fue el caso del rendimiento de cada
vehiculo con 10 litros de combustible.

Por dltimo, fue interesante observar cémo los alumnos entraron en un in-
tercambio de opiniones para construir las expresiones algebraicas que permitfan

50



completar los renglones 6 y 7 de la tabla 1. Aun cuando fue necesario dedicar mds
tiempo del planeado al inicio para estas actividades, las diferentes participaciones
de los alumnos ayudaron a generar las expresiones finales. La principal dificultad
consistid en asignar un significado a las letras utilizadas; el trabajo aritmético era
bastante claro, sin embargo, la escritura de una expresiéon que generalizara los
diferentes casos no fue inmediata. Al final los mismos alumnos generaron expre-
siones algebraicas correctas, las cuales se muestran a continuacion.

Rendimiento (km)

Consumo (litros) Camioneta Auto Auto
semicompacto compacto
mx7 mx12 mx16
n i X7 II— xX16
12 12 12

PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES CON LOS MAESTROS
Actividades, tiempo, descripcién y recursos

Cépsula de video (7 min). Los maestros observan un video que presenta una
situacion relacionada con el crecimiento de dos personas (Video de Julieta
y Tomaés).

Lectura e interpretacion de gréficas (8 min). El coordinador del taller pide a
los maestros que efecttien la lectura e interpretacién de gréficas relaciona-
das con la situacion presentada en el video (Presentaciéon en PowerPoint
con las gréficas, Hoja de trabajo).

Lectura e interpretacion de una gréfica (10 min). Los maestros, a peticién del coor-
dinador del taller, realizan la lectura e interpretacién de la gréfica que representa
la distancia de un automaévil, en diferentes horarios, con respecto a un punto de
inicio (Presentacién en PowerPoint con la gréfica, Hoja de trabajo).
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Lecturaeinterpretacion de gréficas (10 min). Se realizalalectura e interpretacién
de una gréfica que representa el rendimiento, en kilémetros, de combustible
para tres clases de automaviles (Presentacién en PowerPoint con las graficas,
Hoja de trabajo).

Llenado de una tabla (10 min). A partir de las gréficas del rendimiento de com-
bustible los maestros llenan una tabla y construyen expresiones algebraicas
(Presentacién en PowerPoint con la tabla, Hoja de trabajo).

I[nvencion de una historia a partir de una gréfica (10 min). El coordinador del
taller pide a los maestros inventar una historia a partir de una grafica dada
(Presentacion en PowerPoint con las gréficas, Hoja de trabajo).

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

Capsula de video

Al inicio del taller con los maestros se proyecta un video que presenta una situa-
cién relacionada con el crecimiento de dos jovenes: Julieta y Tomas, asi como
las gréficas correspondientes.

Lectura e interpretacion de grdficas

Una vez que los maestros observan el video se proyectan las graficas de Julieta
y Tomads (graficas 1, 2 y 3), ademds de una nueva que representa el crecimiento
de otro joven, Raul (grafica 4). El coordinador les pide que hagan una lectura e
interpretacion de las gréaficas y las comenten con el resto del grupo. Las pregun-
tas (contenidas en la Hoja de trabajo entregada a los maestros) que orientan la
lectura e interpretacién de las gréficas son las siguientes:

¢Qué estatura tenfan Julieta y Tomds a los 6 anos?

;Cudnto creci6 Julieta de los 7 a los 10.5 afnos?

;Cudnto crecié Tomds de los 3 a los 8 afios?

;Cudntos centimetros era mds alto Tomds que Julieta cuando tenfan 12
anos?

ol
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¢En qué periodo Raul tenfa menor estatura que Julieta y Tomds?

¢En qué periodo Raul era mayor que Tomds y menor que Julieta?

¢A qué edad Raul tenfa la misma estatura que Julieta?

¢A qué edad Raul tenfa la misma estatura que Tomés?

¢Quién crecié mds de Julieta, Tomds y Ratil, en el periodo de los 11 alos 14
aflos? ;Quién crecié menos?

10. Dibuja la gréfica de crecimiento de Julieta, Tomds y Radl hasta que cumplan
30 afios.

O ®Now

Lectura e interpretacion de una grdfica

Los maestros realizan la lectura e interpretacién de una gréfica (grafica 6) que
representa la distancia de un automévil con respecto a un punto de partida en
diferentes horarios. En seguida, realizan sus comentarios al respecto con todo el
grupo. Las preguntas que orientan la actividad son las siguientes:

;Cuantos kilémetros recorrié el automaévil de las 8:00 a las 10:00 horas?
¢Cudéntos entre las 10:00 y las 11:00?

;Cuéntos entre las 11:00 v las 14:00 horas?

¢En qué momento retrocedio el automavil?

;Cuéntos kilémetros retrocedié?

¢A cudntos kilémetros por hora viajé en promedio el automdévil entre las
13:00 y las 14:30 horas?

7. ;Cudl es la velocidad méxima que alcanzé durante todo el recorrido?

8. /En qué intervalo alcanzé esa velocidad?
9

1

Sl S e

. ¢En qué intervalo viajé mads despacio el automdvil?
0. ;A qué velocidad viaj6 durante ese tiempo?

Lectura e interpretacion de gréficas

El coordinador de la sesién pide a los maestros realizar la lectura e interpretacion
de gréficas (grafica 7) relacionadas con el rendimiento de combustible de tres
clases de automdviles. En seguida, intercambian comentarios al respecto. Las
preguntas que orientan la actividad son las siguientes:
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¢Qué informacién puedes obtener?

2. ;Cudl de los tres automdviles tiene mayor rendimiento de combustible?
;Cudl tiene menor rendimiento?

3. ;Cuantos kilémetros puede recorrer cada uno de los automdviles si su con-
sumo de combustible es de 4.5 litros?

4. ;Cuénto combustible consume cada vehiculo si su rendimiento es de 87

kilémetros?

Llenado de una tabla
Los maestros realizan el llenado de una tabla (tabla 1) y la construccién de ex-
presiones algebraicas relacionadas con la gréfica 7.

Invencién de una historia a partir de una gréfica

El coordinador de la sesién pide a los maestros que escriban una historia a partir
de cada una de las gréficas proyectadas (graficas 9 y 10). En seguida, los maestros
leen sus historias frente a todo el grupo.

o N A OO 00 O

Gréfica 9
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Gréfica 10

Lo QUE HICIERON LOS MAESTROS
Respuestas esperadas

En la lectura e interpretacién de las graficas 1, 2, 3 y 4 (que representan el cre-
cimiento de Julieta, Tomds y Raul), los maestros tuvieron participaciones como
las siguientes:

“Los miden (refiriéndose a Julieta y Tomads) en los mismos afios”.

“Julieta va creciendo mds y la diferencia es cada vez més”.

“Las mujeres se desarrollan mas que los hombres en la adolescencia”.

“Se asemeja a un crecimiento lineal”.

“Del nacimiento a un afio crece més rapido, la pendiente es mayor.” “Después deja
de crecer”.

“Entre los 14 y 18 afios la pendiente es muy pronunciada”.



En relacién con la grdfica 6 (que representa la distancia de un vehiculo con
respecto a su punto de partida en diferentes horarios), los maestros hicieron los
siguientes comentarios a partir de su lectura e interpretacion:

“La gréfica representa la distancia recorrida con respecto al tiempo”.
“Llega un momento en que es lineal”.

Los maestros escribieron una férmula para calcular la velocidad promedio del
automaovil:
distancia final — distancia inicial

tiempo
A la pregunta “;En qué periodo fue mds lento el automévil?”, respondieron:

“De 11 a 12 porque es poco lo que recorre”.

“Eso no se puede regresar, el que marca los kilémetros (refiriéndose al contador del
kilometraje del vehiculo)”.

“La velocidad mds lenta es de 9:00 a 9:30”.

“El tiempo no se detuvo”.

También determinaron la distancia total recorrida por el automaévil:

De 8:00a 10:00 recorri6 210 km.
De 11:00a 11:30 recorri6 50 km.
De 11:30a 13:30 recorri6é 260 km.
De 13:30a 14:00 recorrié 60 km.
De 14:00a 14:30 recorri6 60 km.

En total recorrié 640 km.

Las actividades de lectura e interpretacion de la grafica 7, asi como el llenado de
la tabla 1 no fueron realizadas, por lo que se pasé directamente a la dltima acti-
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Respuestas no esperadas

La planeacion inicial para el taller con los maestros contemplaba diferentes
actividades, que no fueron cubiertas en su totalidad debido a que hubo algunas
respuestas que requirieron mayor tiempo de lo previsto. Por ejemplo, una inter-
pretacion acerca del automdvil de la grafica 6 en el intervalo de las 10:00 a las
11:00 horas fue:

“De las 10 a las 11 la velocidad es constante”.

El hecho de que en este intervalo de tiempo la gréfica sea un segmento de recta
horizontal, fue asociado con una velocidad constante y no con el hecho de que
el vehiculo se encontraba detenido (lo cual es lo correcto), por lo tanto, hubo
necesidad de clarificar esta situacion.

Algo parecido sucedié cuando se efectdo la interpretacién de intervalos en
los que el automdvil retrocedia, por ejemplo, un comentario fue:

“Fue menor su velocidad porque retrocede”.

En esta ocasién no se considerd que aun cuando el automdvil retrocede, puede
hacerlo a velocidades no precisamente bajas.

Estasrespuestas no esperadas hicieron que el coordinador del taller reorientara
las actividades planeadas al inicio.

Dificultades

La lectura e interpretacion de la gréfica 6 representd ciertas dificultades para los
maestros; de hecho, esta fue en parte la razén por la cual no pudieron realizarse
todas las actividades planeadas. Una dificultad consisti6 en la interpretacion de
lo que la gréfica representa. Hubo momentos en que los maestros consideraban
que podian leer en forma directa de la gréfica la velocidad del automdvil; sin em-
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bargo, después de una serie de comentarios fue posible precisar que de la grafica
es posible leer directamente la posicion del automovil, en diferentes horarios,
con respecto a un punto de partida.

La dificultad mencionada se puso de manifiesto cuando el coordinador pidié
a los maestros indicar cudndo el automdvil se movia mds lento. Para ello, los
maestros comentaron que en el intervalo de las 11:00 a las 12:00, porque en
este periodo el automaévil habia retrocedido, es decir, que estaban asociando los
retrocesos del automévil con un descenso en la velocidad, esto debido a que
pensaban que de la grafica era posible leer directamente la velocidad.

Estas dos situaciones, la confusién de lo que representa directamente la gréfica
y la lectura e interpretacién de los retrocesos del automdvil, coinciden en parte
con las que tuvieron los alumnos en su momento.

Por dltimo, en la historia escrita por un maestro para la grfica 9, surgio la
contradiccién de que en un mismo tiempo un depdsito que era llenado con
un liquido tuviera diferentes niveles del liquido. Esta situacién fue comentada
con los demds maestros, quienes propusieron algunas alternativas, como la
de incrementar el nimero de depdsitos; sin embargo, también tendrian que
agregarse tantas graficas como depdsitos, lo cual no era el caso ya que sélo
se contaba con una gréfica. De hecho, la grdfica propuesta no representaba
una relacién funcional, lo cual no fue manifestado en forma explicita por los
maestros.

Lo QUE APRENDIERON LOS ALUMNOS

Durante las dos sesiones de trabajo de este mddulo, las principales actividades
consistieron en la lectura e interpretacién de graficas que representan diversas
situaciones y que corresponden a funciones lineales o formadas por “pedazos”
de ellas (por ejemplo, la gréfica 6). En las diferentes respuestas de los alumnos
es posible identificar ideas que estdn relacionadas con conocimientos que corres-
ponden al estudio de las gréficas y la funcién lineal.
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Por ejemplo, los alumnos efectuaron lecturas e interpretaciones de las gréficas
tanto en forma local como global. De las gréficas 1, 2, 3, 4 y 5 obtuvieron infor-
macién por intervalos cortos, por ejemplo, cuando identificaron que durante el
primer afo de vida Julieta, Tomds y Raul tuvieron un rdpido crecimiento; también
fueron capaces de pronosticar el comportamiento de la gréfica para intervalos
que no aparecian en la grafica y que les permitieron tener una vista global del
crecimiento de las personas en cuestion, esto fue evidente cuando completaron
las gréficas hasta los 30 afios de vida.

Los alumnos también identificaron la rapidez con la que crece una persona,
por ejemplo, cuando comentaron que los tres jévenes (gréfica 4) crecieron mds
durante su primer ano de vida, porque en un lapso corto de tiempo su tamano
aumenté mds que en otros periodos iguales. De esta forma, asociaron a una gréfica
con mayor pendiente una mayor rapidez de crecimiento en comparacion con las
de menor valor en su pendiente.

Lavelocidad promedio de un vehiculo también fue determinada por los alumnos
enlagréfica 6, aun cuando no se trataba de un dato que pudiera obtenerse en forma
directa. Los alumnos establecieron que para determinar la velocidad promedio en
un cierto periodo debian calcular la diferencia entre una distancia inicial y una
final y, entonces, dividir dicha diferencia entre el periodo en cuestion.

La razén de cambio constante en las rectas, ya sea que se tratara de una
recta completa 0 un “pedazo” de ella, fue mencionado en las participaciones
de los alumnos, por ejemplo: “...la distancia que Julieta le lleva a Tomds no fue
siempre proporcional”, o “...si los pasamos a una tabla (los datos de la gréfica)
no es proporcional”; también dieron interpretaciones como “la ruta de cada
consumo es constante... se podria seguir alargando esta linea a modo de que
llegue a los 11... 1o que da el alargamiento se podria tomar como el rendimiento
en kilémetros”.

En los dos primeros comentarios, los alumnos estaban haciendo referencia
a las graficas 1, 2 y 3, en donde cada gréfica estd compuesta por “pedazos” de
recta (las cuales tienen diferentes razones de cambio); el comentario acepta el
hecho de que cada “pedazo” tiene una razén de crecimiento diferente; el tercer
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comentario se refiere a la gréfica 7, de la que el alumno manifiesta con seguridad
que la razén de crecimiento es constante y por eso es que sugiere prolongar las
rectas.

Por dltimo, el llenado de tablas y la construccién de las representaciones
algebraicas a partir de la representacién grafica y tabular dieron a los alumnos la
oportunidad de trabajar con diferentes formas de representacién de una funcién.
Los alumnos efectuaron traducciones entre dichas representaciones a partir de
la interpretacién y construccion.

RECOMENDACIONES PARA LA ENSENANZA

La propuesta de ensefianza presentada en las sesiones de trabajo con los alumnos
muestra cémo es que el contenido de la clase es proporcionado principalmente
por ellos mismos a partir de las actividades sugeridas por el maestro. Las diversas
participaciones de los alumnos van orientando el desarrollo de la clase y el maestro
modera y reorienta, en caso necesario, la sesién de trabajo.

Bajo esta estrategia de ensefianza fue posible identificar diferentes habilidades
y contenidos relacionados con las gréficas y funciones, tales como la lectura e
interpretacién de gréficas en forma global y local, la rapidez de crecimiento, la
velocidad promedio, la razén de cambio y el uso de diversas representaciones de
una funcién. Es importante que el maestro aproveche las experiencias que viven
los alumnos de un trabajo como este, para que en sesiones posteriores aborde
con mayor precisién y detalle cada uno de los temas mencionados a través de
nuevas actividades que ayuden a tal intencion.

Actividades como las de inventar una historia a partir de una gréfica (graficas 9
y 10) o construir una gréfica a partir de una historia, pueden ayudar a los alumnos,
entre otros cosas, a desarrollar una mejor habilidad en la lectura e interpretacién de
gréficas y en la precision del uso de las variables dependientes e independientes.

También se le puede solicitar a los alumnos que agreguen gréaficas; por ejem-
plo, en la gréfica 7, del rendimiento de otros vehiculos, bajo indicaciones como
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“construye la grafica de un automavil que tenga mayor rendimiento que todos
los demds”, “construye la grafica de un automaévil que tenga mayor rendimiento
que el auto semicompacto pero menor que la camioneta” o “construye la grafica
de un automévil que tenga de rendimiento 19 km por cada dos litros”. Todo
esto con la intencién de que los alumnos comiencen a identificar la pendiente,
concepto que estd implicado en la variacién del crecimiento de las rectas.
Conforme las sesiones de trabajo se desarrollen el maestro puede comenzar a
precisar los nombres de los conceptos descritos por los alumnos, para los cuales
no disponen de un nombre que asignar y cuando se lo asignan no es precisamente

el convencional.

AMPLIACION DEL TEMA
El concepto de funcién

Diversas actividades y eventos que ocurren en la vida cotidiana involucran elementos
que estdn relacionados entre sf, y a través de ellos es posible analizar y describir dichas
actividades y eventos. Por ejemplo, las compafifas de seguros de autos han tenido
que acudir a las estadisticas de siniestros automovilisticos para hacer ajustes en los
precios de sus pdlizas, el costo de una péliza de seguro para un automaévil puede
variar si la persona que la contrata tiene determinada edad o sexo; también el cobro
de un viaje en taxi depende de la distancia o el tiempo que se utiliza el servicio; el
COSto por aparcar un auto estd supeditado al tiempo que permanezca estacionado; la
conveniencia de usar uno u otro servicio de telefonia celular puede depender de las
formas de cobro, ya sea por minuto, fracciéon de minuto o mediante una renta fija;
el tiempo que tarda un autobus en llegar a su destino puede variar por la velocidad
que pueda alcanzar debido al clima.

En estos ejemplos estdn involucradas magnitudes que se relacionan de diferentes
maneras, a estas magnitudes les llamamos variables, las cuales pueden depender
unas de otras. Cuando una variable depende de otra se le llama variable dependiente
(v. d.) y en el caso contrario se le llama variable independiente (v. i.). Por ejemplo, el



costo (v. d.) de una pdliza de seguro de auto puede depender de la edad del contra-
tante (v. i.); la velocidad que alcanza un autobus (v. d.) en su recorrido depende de
las condiciones climatoldgicas (v. i.) durante el camino.

Existen diversas formas de representar las relaciones entre dos variables, una
de ellas es mediante tablas con dos columnas, en una columna se registran los
valores de la variable independiente, y en la otra los de la variable dependiente;
también pueden mostrarse como colecciones de pares ordenados, escribiendo
entre paréntesis las parejas de variables separadas por una coma: (v. i., v. d.);
una tercera forma de representacion es mediante una expresion algebraica, la
cual expresa la relacién entre las variables de forma simbdlica; y, por tltimo, la
representacion gréfica que permite visualizar caracteristicas de la relacion entre
las variables, que de otra forma resultarfa mas dificil.

Cuando un conjunto de valores de una variable son apareados con los de otra
variable, establecemos una relaciéon matemdtica. Si a cada valor de la variable
independiente podemos asociarle un tinico valor de la variable dependiente con la
que se le relaciona, tenemos una clase de relacién llamada funcion. Una funciéon
puede ser definida como un conjunto de pares ordenados, con la propiedad de
que cada primera coordenada tiene una unica segunda coordenada.

Usualmente esta definicion es ilustrada mediante diagramas de flechas, como
se muestra en la figura 1, en la que se relaciona a dos conjuntos de valores me-
diante una regla que asigna a cada elemento de un conjunto A (dominio) unoy
s6lo un elemento del otro conjunto B (imagen o contradominio).

A B

Figura 1
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A los elementos del primer conjunto se les asigna un sélo elemento del segundo
conjunto, no asf con los del segundo conjunto, a los que se les puede relacionar
una cantidad infinita de elementos, lo cual permite que una gran variedad de
relaciones sean consideradas como funciones. Por ejemplo, la funcién constante,
en donde a cualquier elemento del dominio le corresponde el mismo elemento
del codominio (figura 2).

Figura 2

La siguiente situacion representa una relacién funcional entre dos variables:
Un estacionamiento de autos tiene una tarifa de $8.00 por la primera hora (inclu-
yendo cualquier fraccién menor de tiempo) y de ahi en adelante cobra $2.00 més

por cada cuarto de hora.

La grdfica 11 ilustra esta relacidn, en ella se representan hasta tres horas de uso
del estacionamiento.
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Gréfica 11

Las variables que estdn involucradas son el tiempo (variable independiente) y el
cobro (variable dependiente). En la tabla 2 se muestra una representacién tabular
de esta funcion.

Tabla 2

Una representacion simbdlica de esta funcién se muestra a continuacion.
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8 O0<x<l1
v —18+4+2a 1+0.25(a-1)<x<1+0.25a
a={1,2,3,4, ..., n}

Se trata de una relacion funcional en la que a muchos valores del dominio les
corresponde el mismo valor del codominio; sus representaciones gréfica, tabulary
algebraica no son tan comunes en el dmbito escolar, como lo son la funcién lineal
y cuadrdtica. El dominio de la funcién consiste de los nimeros reales positivos.
El codominio es {8, 10, 12, 14, ..., 8 + 2b},con b€ {0, 1,2, 3, ..., n}.

El maestro puede utilizar actividades que involucren este tipo de funciones
para que los alumnos amplien su conocimiento del concepto de funcién. El
siguiente diagrama de flechas (figura 3) ilustra esta funcion.

Tiempo (horas) Cobro ($)

Figura 3

Como este ejemplo, existe una gran variedad de relaciones que son funciones y
cuyas representaciones nos permiten identificarlas y caracterizarlas. A continua-
cién describiremos algunas de estas relaciones funcionales.

Familias de funciones

Abordaremos las funciones lineales y las cuadréticas. Para su descripcién, con-
sideraremos esencialmente las relaciones entre sus representaciones grafica y
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simbdlica, de acuerdo con los efectos que producen en las graficas la variacion de
los pardmetros de sus representaciones algebraicas: traslacion, sentido y efectos
de los coeficientes.

Funcion lineal
Larepresentacion gréfica de esta funcién es una linearectay su expresion algebraica
es de la forma y = mx + b. A continuacién veamos qué efectos producen en las
gréficas si se modifican los valores de los pardmetros m y b (las gréficas que se
emplean en este apartado tienen escala 1 en ambos ejes del plano cartesiano).
La gréfica 12 corresponde a la funcién y = x (con m =1y b =0); se trata de
una linea recta que pasa por el origen del plano cartesiano, determina un dngulo
de 45° respecto al eje horizontal del plano y es creciente.

Gréfica 12

Las gréficas 13 y 14 corresponden, respectivamente, a las expresiones y = x + 1
(conm=1yb=1)yy=x 3(conm=1yb=-3).Las expresiones algebraicas
asociadas a estas graficas son de la forma v = x + b con b # 0. Son lineas rectas
que estdn trasladadas con respecto al origen del plano cartesiano una unidad
hacia arriba y 3 hacia abajo, respectivamente; determinan un dngulo de 45° con
respecto al eje horizontal del plano; son crecientes, y el punto en el que cruzan
al eje vertical del plano es (0, b).
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Gréfica 13 Gréfica 14

Las graficas 15y 16 corresponden respectivamente a las expresiones y = —x —2.5
(conm=-1yb==-25)yy=-x+4(conm=-1yb=4). Las expresiones alge-
braicas de estas graficas son de la forma y = —x + b, con b # 0. Son lineas rectas
que estdn trasladadas con respecto al origen del plano cartesiano 2.5 unidades
hacia abajo y 4 hacia arriba, respectivamente; determinan un dngulo de 45° con
respecto al eje horizontal del plano; el valor negativo en la pendiente (m) provoca
que sean decrecientes, y el cruce con el eje vertical del plano es (0, b).

Grdfica 15 Grdfica 16

En la siguiente tabla se puede observar el efecto de la pendiente negativa en los
valores de la funcién: al incrementarse el valor de x, el de la funcidn decrece, lo
cual tiene como efecto un cambio de sentido en la grafica.

y=-x=2.5 y=—x+4
-2.5
0.5
-0.5
-1.5
-2.5
-3.5
4.5
-5.5
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Con valores de m distintos de 1 y 0 se produce un nuevo cambio en la grafica
de la funcion lineal. Las gréficas 17 y 18 corresponden a las expresiones y = 2x
(conm=2yb=0)yy=0.5x(conm=0.5y b =0), respectivamente. Son lineas
rectas que pasan por el origen del plano cartesiano, determinan un dngulo distinto
a 45° con respecto al eje horizontal del plano y son crecientes.

Grédfica 17 Grdfica 18

En la expresion y = mx, con m =1 es posible observar a simple vista que el angulo
con respecto al eje horizontal corresponde a 45°. Sin embargo, en las gréficas 17
y 18, ;cudl es el dngulo con respecto al eje horizontal? De hecho, el cambio en
el valor de m ha modificado esta caracteristica de las gréficas.

Si relacionamos avances horizontales con verticales en las gréficas, podemos
analizar como estd creciendo la gréfica correspondiente; por ejemplo, en la gré-
fica 19 (y = 2x) se resalta el avance horizontal de una unidad a partir del origen
del plano cartesiano y su avance vertical es de 2 unidades, de tal modo que de
(0, 0) se llega a (1, 2); ambos puntos pertenecen a la gréfica.

Gréfica 19
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En la gréfica 20 (y = 2x) se resalta el avance horizontal de 2 unidades y su co-
rrespondiente avance vertical de 4 unidades, de (0, 0) se llega a (2, 4).

Grdfica 20

De hecho, se puede partir de cualquier punto de la grafica y considerar sus des-
plazamientos horizontal y vertical para llegar a otro punto de la grafica. Como
se observa, por cada desplazamiento horizontal que se realiza, se debe hacer un
desplazamiento vertical del doble; por lo tanto, la razon entre el avance vertical
y horizontal es 2, valor que coincide con el de m en y = 2x. De acuerdo con
esto, la razén

desplazamiento vertical 2 4 2

desplazamiento horizontal — | 2
De esta manera, encontramos el valor del pardmetro m de la expresion y = mx.
El cociente obtenido es la tangente de los tridngulos rectdngulos que se forman
con los desplazamientos resaltados, y el dngulo agudo al que corresponde dicha
tangente es el dngulo que determina la grdfica de la funcion lineal, en este caso
v = 2x, con el eje horizontal del plano; al calcular tan™' (2) = 63.43°, obtenemos
el dngulo que determina la grdfica con el eje horizontal.

Notemos que en la expresion y = mx + b un cambio en el valor del pardme-
tro b produce traslaciones en la recta, el signo negativo en m genera funciones
lineales decrecientes y el valor de m determina el dngulo entre la grafica y el eje
horizontal (la inclinacién de la recta).
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Por ejemplo, veamos cémo determinar la ecuacién de la gréfica 21.

Gréfica 21

Las coordenadas del punto en el que la recta corta al eje vertical son (0, 6),
entonces, b = 6. En cuanto al valor de m observemos los puntos de interseccion
con los ejes cartesianos y determinemos los desplazamientos vertical y horizontal,
de (-2, 0) a (0, 6), gréficas 22 y 23.

Gréfica 22 Grdfica 23

< desplazamiento vertical _ 6 _ _ - ‘
Larazén desplazamiento horizontal = 2 = 3, por lo tanto, m =3 es positivo porque la grafica
es creciente; la expresion algebraica de la funcién representada en la grafica es
y = 3x + 6. El dngulo entre la gréfica y el eje horizontal es tan™'(3) = 71.57°.
Ahora encontremos la expresion algebraica para la grafica 24 que se muestra

a continuacion.
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Gréfica 24

Para determinar la razén de crecimiento consideremos los puntos (—10, 6) y
(-8, 7), que se han resaltado en la grafica. Como se observa en la grafica 25, de
(10, 6) a (-8, 7) se tiene un avance horizontal de 2 unidades y uno vertical de
I unidad; por lo tanto, ‘eriemenovertical "1 aqi que = '5

Y desplazamiento horizontal ~ 2
D

Grdfica 25

La expresion y = mx + b queda como y = %x + b. Un punto por el que cruza
la gréfica es (~10, 6); luego, tenemos la ecuacion 6 = ; (=10) + b; resolviéndola
se obtiene que » = 11. Por lo tanto, la expresion algebraica asociada a la gréfica
es y :% x + 11 y el dngulo que forma la grfica con el eje horizontal es
tan™ ()= 26.57°.

Actividades relacionadas con funciones lineales

Existen diversas situaciones que pueden ser modeladas mediante una funcién lineal,
yque brindan la oportunidad de abordar contenidos matematicos relacionados con
la definicién de funcién y de recta (la nocién de variable, variable independiente
y dependiente, la pendiente de una recta y la ordenada al origen).
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Primera situacion

La fuerza de gravedad no es exclusiva del planeta Tierra: todos los cuerpos ejercen
entre si este tipo de fuerza. Tanto el Sol, la Tierra y su satélite natural —la Luna—, asf
como los demds planetas, ejercen la fuerza de gravedad. Sin embargo, a causa de
que la fuerza de gravedad depende de la masa de los cuerpos y de la distancia entre
ellos, el peso de determinado cuerpo depende del planeta en el que se encuentre.
Por ejemplo, si tu peso es de 45 kg aqui en la Tierra, tu peso seria de 18 kg en Marte.
jHabr{as bajado de peso! La gréfica 26 muestra cudl seria el peso de algunos objetos
en distintos planetas.

Peso en otros planetas

—e— Marte Jupiter Neptuno

28
26
24
22
20
18
16
14
12
10

Peso en otro planeta (kg)

3 4 5 6 7 8 11

Peso en la Tierra (kg)

Gréfica 26
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A partir de estas gréficas, los alumnos pueden hacer lecturas e interpretaciones
de ellas mediante diversas actividades propuestas por el maestro, por ejemplo,
responder a preguntas como las siguientes:

e ;Cudnto pesa en la Tierra un objeto que en Marte pesa 2 kg?

e ;Cudl es el peso en Neptuno de una bolsa de azticar que en la Tierra pesa 5 kg?

e ;Cudl es el peso en Jupiter de un bulto de papas que en la Tierra pesa 10 kg?

e ;Cudleselpeso en Plutén de una bolsa de una persona que en la Tierra pesa
85 kg?

e ,En cudl planeta tendrfas la mayor disminucién de peso? ¢En cudl la menor?

También pueden, a partir de las graficas, completar tablas como la siguiente y escribir
las expresiones algebraicas asociadas a cada funcién. Peso en Marte = 0.4x; peso en
Jupiter = 2.5x; peso en Pluton = 0.05x; peso en Neptuno = 1.2x; en donde x repre-
senta, en cada expresion, el peso en la Tierra.

Tabla 3

Peso en la Peso en Peso en Peso en Peso en
Tierra Marte Japiter Plutén Neptuno

(kg) (kg) (kg) (kg) (kg)

0.4 2.5 0.05 1.2

0.8 0.1 2.4

1.2 7.5 0.15 3.6

1.6 0.2 4.8

12.5 0.25

2.4 0.3 7.2

2.8 17.5 0.35 8.4

3.2 0.4 9.6

3.6 22.5 0.45 10.8

0.5

Asimismo, los alumnos pueden observar los efectos que producen los diferentes
coeficientes de las expresiones en las gréficas correspondientes. Se les puede
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solicitar que dibujen gréficas de planetas (ficticios), en donde el aumento de peso
con respecto a la Tierra sea 3.5 veces, o0 la disminucién sea de 431 partes, con el
fin de que efecttien conversiones entre las representaciones algebraica y gréfica.
Ademds, se les puede solicitar que escriban la expresion de una gréfica que pase
entre las graficas de dos planetas determinados y que dibujen con la mejor precisién
posible la gréfica correspondiente.

Segunda situacion
En la grafica 27 se representa la distancia que recorre caminando la Sra. Lorena en

determinado tiempo cuando se dirige a su casa desde diferentes sitios: desde la escuela
de sus hijos, desde la papelerfa, desde el parque y desde la tienda.

Caminando a casa

Desde la papeleria Desde el parque
Desde la escuela Desde la tienda
720
»
2
© 600
E
S 480 —1
Q
c
©
» 360
o
240
|
5 10

Tiempo (minutos)

Gréfica 27
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A partir de estas graficas los alumnos pueden responder preguntas como las
siguientes:

e ;A qué distancia estd cada uno de los sitios de donde parte la Sra. Lorena?

e ;Qué tiempo tarda en llegar a su casa en cada caso?

e ;Cudl es la velocidad promedio a la que camina la Sra. Lorena en cada
caso?

e ;Cdémo son entre si las velocidades promedio?

e Dibuja la gréfica correspondiente si la Sra. Lorena utilizara un auto para
dirigirse a su casa desde el parque, en vez de caminar.

e ;Cudlesdiferencias existen entre las gréficas, cuando camina y cuando utiliza
un automovil?

e ;Cudl podria ser una velocidad promedio del automévil de la Sra. Lorena al
ir del parque a su casa?

También recomendamos que completen tablas como las siguientes.

Tabla 4.
Desde la papeleria

Tiempo 0.5 2.5 5.5
minutos
Distancia 420 300 360 270 180 120 90

metros

Tabla 5.
Desde la tienda

Tl‘empo 0.5 1.5 2.5

minutos

Distancia 180 150 120

metros
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Tabla 6.
Desde la escuela

Tl'empo 10 2
minutos
Distancia 720 600 480 360 240 120
metros
Tabla 7.
Desde el parque
16
Distancia o0y 909 780 660 540 420 300 180
metros

Es conveniente que los alumnos escriban las expresiones algebraicas asociadas a
cada una de las graficas: 420 - 60x (camino a casa desde la papeleria), 720 - 60x
(camino a casa desde la escuela), 180 - 60x (camino a casa desde la tienda), y
960 - 60x (camino a casa desde el parque), e identifiquen la relacién que tienen
los valores de los pardmetros de las expresiones con las gréficas y con la situacion
en general.

Funcién cuadratica
La representacion grafica de la funcién cuadrética es una pardbola, y su expresion
algebraica es de la forma y = ax* + bx + c. A continuacién, veamos los efectos
que se producen en las pardbolas si hacemos cambios en los valores de los pa-
réametros de la funcién cuadrética (las gréaficas que se emplean en este apartado
tienen escala 1 en ambos ejes del plano cartesiano).

La gréfica 28 corresponde a la expresion y = x* (cona=1,b=0y ¢ =0).
Es una pardbola con vértice en el origen del plano cartesiano, abre hacia arriba,
es decreciente en los valores negativos de su dominio, creciente en los valores



positivos de su dominio y tiene un minimo en (0, 0), el cual también se conoce
como el vértice de la pardbola.

Gréfica 28

La representacién gréfica de las expresiones y = x> + 1.5 (cona=1,b=0y
c=15)yy=x’-4(cona=1,b=0yc=-4)se muestra en las graficas 29 y
30, respectivamente. Son pardbolas con el vértice en (0, ¢), trasladadas vertical-
mente ¢ unidades (fue el efecto producido por el cambio de valor en el pardmetro
¢), abren hacia arriba, son decrecientes en los valores negativos del dominio,
crecientes en los valores positivos, y tienen, respectivamente, un minimo en
(0, 1.5)y (0, -4).

Gréfica 29 Grdfica 30

En la tabla 8 se observa el efecto que produce en los valores del rango de
la funcién la modificacién del valor de ¢. Al comparar la columna de y = x* con la
de y = x* + 1.5, hay una diferencia de 1.5; de manera similar, con la columna de
y = x* — 4 la diferencia es de 4.
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Tabla 8

y=x? y=x*+1.5 y=x*-4

10.5
5.5
2.5
1.5
2.5
5.5
10.5

Las gréficas 31 y 32 corresponden a las expresiones y = 3x* (cona=3,b=0y
¢c=0)yy=0.1x* (cona=0.1,b =0y ¢ =0). Son pardbolas con el vértice en el
origen del plano, abren hacia arriba, son decrecientes en los valores negativos
del dominio y crecientes en los valores positivos.

Grdfica 31 Gréfica 32

El efecto que producen en las gréficas los diferentes valores del pardmetro a
es el cambio en la abertura de las pardbolas, ya sea que estén mads abiertas 0 mas
cerradas con respecto a y = x°. Este cambio en la abertura estd asociado con
la rapidez de crecimiento o de decrecimiento de los valores de la funcién. En la
tabla 9 se pueden comparar los valores de y = x>con los de y = 3x?,en donde es
posible comparar el crecimiento y decrecimiento por cada unidad; en este caso el
valor de « = 3 produce un crecimiento mas rapido con respecto al de y = 0.1x%
el decrecimiento y el crecimiento son mds lentos debido a que a = 0.1.



Tabla 9

y=x* y=3x2 y=0.1x

27 0.9
0.4
0.1

0.1
0.4
0.9

Los valores negativos del pardmetro a producen un cambio de sentido en las gréficas;
en este caso, las pardbolas abren hacia abajo, primero crecen y después decrecen,
y en vez de tener un valor minimo, tienen uno mdximo. Las grdficas 33 y 34
corresponden, respectivamente, a las expresiones y = —x* (cona=-1,b=0y
c=0)yy=5x(cona=-5b=0yc=0).

Gréfica 33 Gréfica 34

El signo negativo en a produce una reflexion de la pardbola con respecto al eje
horizontal del plano, esto se puede observar en la tabla 10, al comparar los valores
de y =x? con los de y = —x?, los cuales son inversos entre sf; lo mismo sucede
con los valores de y = 5x°y y = —5x°.



Tabla 10

x y= y=-x’ y=5x? = -5x?
-9 45 -45
-20
-5
-20
-45

Las gréficas 35y 36 corresponden, respectivamente, alas expresionesy = (x + 4)?
y y = (x = 3)? las cuales son de la forma y = (x + h)?, en donde a = 1, b =2h
y ¢ = h%. Las pardbolas estdn trasladadas horizontalmente 4 unidades a la iz-
quierda y 3 a la derecha (con respecto al origen del plano cartesiano). Abren
hacia arriba, primero decrecen y después crecen, tienen un minimo en (0, -4}y
(0, 3), respectivamente.

Grdfica 35 Grdfica 36

En este caso, al argumento de la funcién y = x? es al que se le suma determinada
cantidad, lo cual produce una traslacién horizontal en la pardbola con respecto
al origen del plano cartesiano. Ademds, esta operacién en el argumento de la
funcién produce efectos directos en los valores del dominio, por ejemplo, en
y = (x + 4)* se “recorri6” 4 unidades cada valor del dominio, como se muestra
enlatabla 11, en donde el O (de la columna de x) pasa a “ocupar el lugar del —4”
(en las columnas de x + 4 y y = (x + 4)?; asi sucede con los demds valores.
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Tabla 11

x+4 y = (v+4)*

-7 -3

De la misma manera podria observarse esto en una tabla con columnas x, x — 3
y v = (x - 3)? en donde el dominio se recorre 3 unidades, pero en sentido con-
trario al del caso anterior.

La gréfica 37 corresponde a la expresion y = (x —5)>+ 2, la cual es de la forma
y=(x+h?+kcona=1,b=2hyc=h?*+ k. La pardbola abre hacia arriba,
tiene su vértice y un valor minimo en (5, 2), estd trasladada horizontalmente 5
unidades a la derecha y verticalmente 2 unidades hacia arriba.

Grdfica 37
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Actividades relacionadas con funciones cuadraticas

Existen diversas situaciones que pueden modelarse mediante una funcién
cuadrédtica; por ejemplo, el drea de figuras geométricas como la del circulo y
del cuadrado (véanse las graficas 38 y 39).

Grdfica 38

Ademds, en las graficas 38 y 39 se muestra la variacién correspondiente al perime-
tro del cuadrado y del circulo, lo cual se puede aprovechar para que los alumnos
comparen el crecimiento entre una funcion lineal y una cuadrética.

Los alumnos pueden responder a preguntas como las siguientes:
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¢En qué intervalo el perimetro es mayor que el drea del cuadrado? ;Y del
circulo?

JEn cudles puntos son iguales el drea y el perimetro del cuadrado? ;Y en el
circulo?

¢Cudl gréfica de drea crece mds rdpido, la del cuadrado o la del circulo? ;A
qué se debe?

¢Como crees que serfa la grafica del volumen del cubo? ;Y la de la esfera?

Area y perimetro del circulo
—o—Area Perimetro
90
80
70
60

50

Area

40
30
20

10

2 3
Radio (cm)

Gréfica 39



Otra situacién es la siguiente:

Maria quiere construir un jardin como el que se muestra en la figura 4, pero sélo
tiene material para construir una cerca de 20 metros de longitud total.

Ademds, quiere que su jardin tenga la mayor drea posible. La figura muestra una
manera de hacerlo, pero hay muchas otras formas de lograrlo. ;Cual es el drea del
jardin de la figura 4? metros cuadrados. (Cedillo, 1999c¢)

Figura 4

La tabla 12 contiene valores para distintas posibles dreas del jardin que Maria se
propone construir, y en donde es posible comenzar a establecer algunas conjeturas
acerca de las dimensiones que produzcan el drea mdxima.

Tabla 12

Ancho del Largo del Area del
‘ardin (m) ‘ardin (m ‘ardin m?



La grafica 40 muestralarepresentacion de esta situacién; como se observa, se trata
de una pardbola que abre hacia abajo, que primero crece y después decrece; por
lo tanto, en su vértice, (5, 50), tiene un madximo que corresponde a la solucién.
En este caso, el ancho del jardin debe medir 5 m, su largo 10 m vy el drea es de
50 metros cuadrados.

H jardin con mayor area

(o))
o

N
o

w
o

N
(=]

-
o

1

12 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Area del jardin (metros cuadrados)

o

Ancho del jardin (metros)

Grdfica 40

Las expresiones algebraicas que se pueden construir a partir del valor del an-
cho del jardin, x, son las siguientes: Largo del jardin: 20 — 2x y drea del jardin:
(20 - 2x) x.

86



Cedillo, T. La calculadora en el saldn de clase: Nube de puntos. México, Grupo Editorial
Iberoamérica, vol. 4, 1999c.

Cruz, V. La calculadora en el salén de clase: Familias de Funciones. México, Grupo
Editorial Iberoamérica, vol. 2, 1999.

Friel, S., Rachlin S. y D. Doyle. Navigating Through Algebra in Grades ¢-8. National
Council of Teachers of Mathematics. Reston, VA, 2001.

Gelfand, 1. y A. Shen. Algebra. Birkhduser. EUA, 2002.
Hitt, E Funciones en Contexto. México, Pearson Educacién, 2002.

Janvier, C. “Translation Processes in Mathematics Education”, en Problems of repre-
sentation in the teaching and learning of mathematics. Londres, Lawrence Erlbaum
Associates, Publishers, 1987.

Leinhardt, Zaslavsky y Stein. “Functions, Graphs, and Graphing: Tasks, Learning, and
Teaching”. Review of Educational Research, vol. 60, no.1, 1990, pp. 1-64.

Lloyd, G. y M. Wilson. “Supporting Innovation: The impact of a Teacher’s Conceptions
of Functions on His Implementation of a Reform Curriculum”. Journal for Research
in Mathematics Education, vol. 29, no. 3, 1998, pp. 248-274.

Posamentier, A. y J. Stepelman. 7eaching Secondary School Mathematics. 2a. ed. Charles
E. Merrill Publishing Company A Bell & Howell Company. Columbus, Ohio, 1986.

Ruthven, K. “Personal Technology and Classroom Change: A British Perspective”, en
J. T. Fey and C. R. Hirsh (eds). Calculators in Mathematics Education. Reston, VA,
Yearbook, National Council of Teachers of Mathematics, 1992.

Streun, A. “Representations in applying functions”. /nternational Journal of Mathematical
Education in Science and Technology, vol. 31, no. 5, 2000, pp. 703-725.



ACTIVIDADES DE ENSENANZA

Griéficas mostradas en el video de la primera clase

Tomas

5 10
Edad (afos)



Julieta, Tomas y Raul

Julietay Tomas

180
—e— Radl
Julieta

—&— Tomas

0 5 10
0 Edad (afios)

HoJA DE TRABAJO DE LA PRIMERA CLASE
Responde de acuerdo con las graficas 1, 2, 3y 4:

¢Qué estatura tenfan Julieta y Tomds a los 6 afnos?

¢Cudnto crecié Julieta de los 7 a los 10.5 anos?

;Cudnto crecié Tomds de los 3 a los 8 anos?

;Cudntos centimetros era mds alto Tomas que Julieta cuando tenfan 12 afios?
¢En qué periodo Ratl tenfa menor estatura que Julieta y Tomds?

¢En qué periodo Ratil era mayor que Tomds y menor que Julieta?

¢A qué edad Raul tenfa la misma estatura que Julieta?

¢A qué edad Raul tenfa la misma estatura que Tomds?

¢Quién creci6 mds de Julieta, Tomds y Raul, en el periodo de los 11 a los 14
anos? ;Quién crecié menos?

©OONONAWN~
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10. Dibuja la gréfica de crecimiento de Julieta, Tomds y Ratl hasta que cumplan
30 anos.

HojA DE TRABAJO DE LA PRIMERA CLASE

La siguiente gréfica muestra los datos del movimiento de un automdvil entre las
8:00 y las 14:30 horas.

Automovil

500
400
300
200

100

Tiempo (horas)

;Cudntos kilémetros recorrié el automovil de las 8:00 a las 10:00 horas?
;Cuéntos entre las 10:00 y las 11:00?

;Cudntos entre las 11:00 y las 14:00 horas?

¢En qué momento retrocedio el automavil?

;Cudntos kilémetros retrocedié?

¢A cudntos kilémetros por hora viajé en promedio el automévil entre las
13:00 y las 14:30 horas?

S S ol M
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7. ;Cudl es la velocidad mdxima que alcanzé durante todo el recorrido?
8. ¢En qué intervalo alcanz6 esa velocidad?

9. ¢En qué intervalo viajé mds despacio el automavil?

10. ;A qué velocidad viajé durante ese tiempo?

HojA DE TRABAJO DE LA SEGUNDA CLASE

Observa las siguientes graficas.

1. Qué informacién puedes obtener?

Rendimiento de gasolina

Camioneta Auto compacto Auto semicompacto

180
160
140
120
100
80
60
40
20

0 4 6 8 10
Consumo (litros)

12
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2. ;Cudl de los tres automoviles tiene un mayor rendimiento de combustible?
;Cudl tiene un menor rendimiento?

3. ;Cudntos kilémetros puede recorrer cada uno de los automaviles si su con-
sumo de combustible es de 4.5 litros?

4, ;Cudnto combustible consume cada vehiculo si su rendimiento es de
87 km?

5. Completa la siguiente tabla.

Rendimiento (km)

Consumo
(litros) Camioneta  Auto semicompacto Auto
com acto
18.5
400
366

297.5

6. Si se requiere que por 9 litros de consumo de combustible la camioneta
tenga un rendimiento de 76.5 km, scudl serd la gréfica y la férmula para este
caso?
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Graficas usadas en la sesién con los maestros para inventar historias

Grafica 1
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Griafica 2

80
70
60
50
40
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20
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