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1. Introduccion

Esta tesis se ubica dentro de la problematica general de la prueba en la clase de
matematicas, enfocandose en la construccion de argumentaciones con las que los
estudiantes justifican afirmaciones o resultados mateméaticos obtenidos a partir de
su desempeiio dentro de un campo de experiencia (Bartolini y Boero, 1998)
matematica, el de las transformaciones geométricas en el plano. Desde la
perspectiva con la que se ha desarrollado esta tesis juegan un papel esencial
cierta clase de artefactos culturales', introducidos en la actividad de los
estudiantes como el contexto externo de dicho campo de experiencia. También es
esencial el involucramiento de los estudiantes en situaciones de validacion
(Balacheff, 1987), aquéllas que contienen el requerimiento explicito de llevar a
cabo una prueba, asi como el papel del conductor y de los guiones de actividad
para orientar la reflexion y la discusién hacia el desarrollo de una racionalidad
tedrica, es decir, hacia la formulacion de razones o argumentos que no estén
limitados a la evidencia empirica que la manipulacién de los artefactos hace
evidente sino que se refieran a conocimientos matematicos consolidados en la
experiencia de los estudiantes. Se pretende de esta manera dar cuenta del
desarrollo de una racionalidad matematica y de las relaciones que esto tiene con
la mediacion semiodtica lograda en el proceso de apropiacion de los artefactos

culturales considerados.

En la parte empirica del proyecto de tesis participaron estudiantes que cursaban el
tercer semestre del plan de estudios del Colegio de Ciencias y Humanidades de la
UNAM. Las edades de estos estudiantes en el momento de su participacion
promediaban los 16 afios y las actividades se llevaron a cabo como sesiones extra
clase en el laboratorio de mateméticas de la UPN.

! Los artefactos culturales forman parte, junto con las personas, de un sistema de actividad (Crawford, 1996).
Se trata, en nuestro caso, de software de geometria dindmica (Cabri) y de eslabonamientos mecanicos
(Mé&guinas Mateméticas Articuladas), que potencialmente constituyen representaciones de objetos o procesos
mateméti cos caracteristicos de las transformaciones geométricas.



Los resultados obtenidos de nuestra investigacion permiten mostrar la pertinencia
de que los estudiantes lleven a cabo actividades de indagacion, apoyadas en
artefactos culturales, para generar discusiones o procesos de comunicacion
matemaética y llegar a elaborar formas de razonamiento, tales como la experiencia
crucial, el ejemplo genérico o aun la experiencia mental (Balacheff, 1987), como
soportes para el desarrollo de argumentos o de formas de validacion matematica.
También podemos sefalar que ha sido posible proponer, a partir de una propuesta
de Sfard (1991), un mecanismo especifico con el que se explica la transicion
desde la actividad sustentada en la exploracion y la indagaciéon de nociones
geométricas, por medio de los artefactos culturales, a la generacion de
instrumentos de mediacidbn semidtica como herramientas del pensamiento.
Finalmente, de nuestro estudio podemos concluir que el involucramiento genuino
de los estudiantes en situaciones de validacion y la integracion semantica de
representaciones, promueven el desarrollo de una racionalidad teorica que
consiste en dar cuenta de las relaciones matematicas que subyacen en las
representaciones que los artefactos proporcionan y en las que los estudiantes
reconstruyen e interiorizan, esto les permite separarse eficazmente del nivel

fenomenoldgico para avanzar en un nivel racional de validacion matematica.

1.1. Contenido de los capitulos

El capitulo de introduccion, tiene como finalidad mostrar el panorama general del
proyecto de investigacion, sefialar el contenido de los capitulos subsecuentes,
hacer una descripcion del problema de investigacion que se aborda en la tesis vy,
finalmente, sefalar algunas de las aportaciones que la tesis pudiera hacer al

campo de investigacion.

En el capitulo 2 se presentan resultados de investigaciones con las que nuestro
trabajo comparte enfoques y caracteristicas tedricas y metodolégicas, asi como
los referentes tedricos y los elementos especificos a la tesis de investigacion. En

la primera parte del capitulo se revisan investigaciones enfocadas al estudio del



desempeiio que los estudiantes tienen en la construccién de argumentos y de
justificaciones matematicas, cuando se involucran en situaciones de validacion o
cuando disponen de herramientas que proporcionan una variedad de
representaciones coherentes respecto a ciertos contenidos matematicos y donde
se privilegia el aprendizaje centrado en la actividad de los propios aprendices.
También reseflamos, en esta primera parte del capitulo 2, estudios en los que se
han utilizado los mismos artefactos culturales que hemos adoptado en la parte

empirica de nuestra investigacion.

En la segunda parte del capitulo 2 se presenta una revision mas detallada de los
temas y de los constructos que conforman el marco tedérico y conceptual desde el
gue se aborda el desarrollo de la tesis. Se presentan, también, reflexiones
personales referidas a esos aspectos. Finalmente, se plantean las hipétesis, la
tesis y las preguntas de investigacion, junto con las unidades de analisis para
llevar a cabo la revisién de los datos recabados y la discusion de los resultados de

la investigacion.

En el capitulo 3 se indica la metodologia seguida durante la fase empirica, asi
como las condiciones particulares bajo las cuales ésta se llevd a cabo. Se hacen
algunas precisiones respecto a los estudiantes participantes y la forma en que su

participacion se produjo.

El capitulo 4 se dedica a la presentacién y discusion de resultados tanto del
estudio empirico inicial como del estudio empirico final, considerando que el
primero permitié afinar de mejor manera las actividades de aprendizaje y permitio
también enfocar con mayor precision los objetivos de la investigacion. Se pretende
mostrar en los apartados correspondientes al estudio final los resultados mas
relevantes del trabajo de investigacion y de hacer una discusién referida a éstos,
en términos de los referentes tedricos previamente sefalados y en términos de los
planteamientos en relacion a la tesis, a las hipodtesis y a las preguntas de

investigacion. También se presenta y se discute, dentro de este capitulo, una



experiencia de resolucion de problemas, la cual permite argumentar acerca del
potencial que el escenario de aprendizaje empleado en esta investigacion tiene
para inducir en los estudiantes ciertas formas de concebir los objetos matematicos

y producir estrategias y aproximaciones a la resoluciéon de un problema.

En el capitulo 5 se presentan las conclusiones finales de la tesis, referidas a las
preguntas de investigacion, asi como a la tesis misma, se hacen sefialamientos
con respecto a las diferencias entre las investigaciones resefiadas en el marco
tedrico y esta investigacion, y se presenta una breve discusion de posibles temas
0 preguntas de investigacion que pudieran plantearse a partir de los resultados

hasta aqui obtenidos.

Finalmente se presentan las referencias bibliograficas y los apéndices en los que
se muestran las hojas de trabajo y los guiones de actividad con los que los

estudiantes llevaron a cabo las actividades en el laboratorio de matematicas.

1.2. El problema de investigacion

El problema de investigacion que se aborda en esta tesis tiene dos referentes
esenciales; por una parte, la nocidon de prueba matematica, en el sentido de
proceso racional con el cual se pretende justificar la validez de una asercion o de
un resultado matematico; por otra parte, la nocién de mediacion semibtica,
entendida como la internalizacibn de signos o herramientas psicoldgicas
poseedoras de significados, a partir de la utilizacion dirigida de artefactos
culturales de indole diversa y de la reflexion y la discusion colectiva que la
actividad permite generar. Ambos aspectos pudieran dar cuenta de cierto
desarrollo de una autonomia intelectual, significada por las actitudes personales
hacia las tareas de aprender y utilizar matematicas. Esta tesis pretende contribuir
a fortalecer propuestas de actividad matematica en el salon de clases, en las que

se asume la necesidad de involucrar genuinamente a los estudiantes en sus



propios procesos de aprendizaje. Es sobre estos aspectos, que se construye la

indagacion presentada en este documento.

Dentro de este contexto, nuestro problema de investigacion radica en indagar
acerca de las posibles relaciones entre la mediacién lograda como resultado de
actividades dirigidas utilizando artefactos culturales, y la racionalidad puesta en
juego por los estudiantes para validar un conjunto de hechos geométricos

referidos al dominio de las transformaciones geométricas en el plano.

Se pretende, desde la perspectiva de la investigacion, elaborar una argumentacion
tedrica referida al desempefio de los estudiantes al llevar a cabo actividades de
indagacion matematica, mismas que tienen la finalidad de involucrarlos en
procesos de validacion con respecto a lo que esa indagacion les permite descubrir
y proponer. Tienen un papel central en la realizacion de dichas actividades el uso
intensivo, y complementario, del software de geometria dindmica Cabri y de
eslabonamientos mecénicos disefiados para funcionar en correspondencia con la
teoria de las transformaciones geomeétricas, las llamadas Maquinas Matematicas

Articuladas.

En la revisibn documental realizada, encontramos referencias que sefalan la
necesidad y la importancia de que los estudiantes desarrollen medios autonomos
de validacion o de prueba matematica (e.g., Balacheff, 1999; Herbst, 2000; Simon,
1996; Yackel y Cobb, 1996). Un fundamento para este desarrollo lo constituye la
base empirica de la que el sujeto puede apropiarse al experimentar con artefactos
culturales convenientes (véase, e. g., Arzarello, 1997; Bartolini, 1993; Mariotti, et
al., 1997), y de manera que los medios o los procesos de validacion puestos en
juego adquieran un caracter tedrico o cientifico mediante la reflexién critica
respecto a lo que se descubre o lo que se afirma y de la sistematizacion de los

hechos matematicos involucrados.



Consideramos que las actividades de exploracion y de indagacion de las
transformaciones geométricas estructuradas en torno a la geometria dinamica y a
las maquinas articuladas, promueven significativamente el desarrollo de esas
actitudes hacia lo que podria representar aprender matematicas. Es por esto que,
en nuestra investigacion, se ha recurrido a este tipo de actividades como la parte

fundamental del estudio empirico con el que se busca argumentar esta tesis.

Es importante, también, mencionar que las cuestiones referidas a la explicacién, a
la argumentacion y a la prueba en el campo de la educacion matematica se
investigan recurrentemente, dados los focos de interés que el razonamiento y la
prueba representan. Baste sefalar, como prueba de ello, los espacios dedicados a
estos temas en los manuales internacionales de investigacion en educacion
matematica o en los foros de presentacion y discusion de las investigaciones en
este campo. Constructos mas especificos como situacion de validacion, unidad
cognitiva de un teorema o discusibn matemética, han permitido avanzar en la
caracterizaciéon de los procesos que los estudiantes desarrollan cuando la
actividad en el aula se dirige hacia esos focos de interés. Ademas, existe también
el reconocimiento creciente del potencial de mediacion para el aprendizaje
matematico que representa la utilizacion de tecnologia y de ciertos artefactos
culturales (e. g., Chassapis, 1998; Hoyos, 2003-b; Mariotti, 2002; Szendrei, 1996).

En esta tesis se han adoptado esos y otros referentes tedricos con la intencion de
concretar la apropiacion por los estudiantes de experiencias matematicas al estar
inmersos en ambientes de aprendizaje enriquecidos. Particularmente, la
mediacidon ejercida por la realizacion de actividades apoyadas en la utilizacion
complementaria de un software de geometria dindmica y de eslabonamientos
mecanicos para la elaboracibn de argumentaciones que validen hechos
geométricos confirmados empiricamente, constituye una propuesta alternativa
para el estudio de los procesos de razonamiento y prueba matematica en los

estudiantes.



También es importante sefialar que en nuestra revision documental no se
encontraron reportes de investigacion referidos al desempefio de los estudiantes
en la composicion de transformaciones, al menos desde el punto de vista de la
utilizacion de los artefactos culturales sefalados y de la unidad cognitiva de un
teorema?®. Consideramos por ello, que estos aspectos de nuestra investigacion son

nuevos para el campo de investigacion en el que se busca insertar esta tesis.

1.3. Posibles aportaciones de esta tesis

Sefalaremos también lo que consideramos representan las aportaciones de esta
tesis al campo de investigacion en educacion matematica que tiene como objeto

de estudio al razonamiento y la prueba.

Los resultados de la tesis permiten mostrar la pertinencia del empleo, bajo un
esquema de actividad dirigida, de artefactos culturales para inducir la apropiacion
de contenidos matematicos relevantes, puesto que esto promueve eficazmente la
internalizacién de instrumentos de mediacion semidtica como herramientas del
pensamiento. Se trata de la apropiacion de objetos matematicos dotados de
significado por medio de la actividad generada en torno a los artefactos materiales
utilizados y las correspondientes representaciones (externas e internas) que los

sujetos llegan a construir.

Los resultados también permiten argumentar a favor de la importancia de la
interaccion social y del papel del profesor para llevar la discusion matematica al
nivel de la validacién. Una vez que un hecho matematico ha sido suficientemente
confirmado, es necesario dirigir la actividad hacia la fundamentacion de ese
hecho, dar respuestas a la pregunta ¢ por qué es cierto? Desde la perspectiva con

la que se ha desarrollado esta tesis, los estudiantes involucrados en esta nueva

2 Este constructo hace referencia ala posibilidad de que os estudiantes pueden construir una prueba a partir
de elementos que surgen durante la argumentacién que acompafia el proceso previo de construccion de una
conjetura. Esto tiene fundamento epistemol 6gico en lo que se considera como un rasgo caracteristico dela
produccion de teoremas: “la amalgama entre el enfoque progresivo de la afirmacion y la actividad
argumentativa dirigida a justificar su plausibilidad” (Boero et a., 1996, p. 114)



fase de actividad matematica en el aula, se han apropiado ya de objetos
matematicos “experiencialmente” reales (Yackel y Cobb, 1996), o experimentados
en un contexto material, lo cual favorece significativamente el avance en los
procesos de validacion. Es por este que proponemos, como el resultado mas
relevante de esta tesis, el poder argumentar a favor de un proceso que permite
transitar desde la estructuracion cognitiva de hechos matematicos ubicados en un
nivel fenomenoldgico hasta una reestructuracion de esos hechos mateméticos en
un nivel racional, es decir, en un nivel en el que es posible presentar argumentos
matematicamente validos que fundamentan tal afirmacion. En nuestro caso, esto
parece estar fuertemente condicionado por cierta complementariedad entre los
artefactos o las herramientas utilizadas por los estudiantes, misma que se genera
por medio de las actividades llevadas a cabo y que se manifiesta en el desempefo

de los estudiantes en las situaciones de validacion generadas.

Para terminar esta introduccion sefialaremos lo que consideramos que este
trabajo puede aportar al ambito actual de la ensefianza y el aprendizaje de
matematicas en nuestro pais. Si bien existe el reconocimiento explicito de la
necesidad de transformar las concepciones acerca de lo que significa ensefiar y
aprender matematicas, asi como el reconocimiento del potencial que representa el
uso de la tecnologia como un medio eficaz para la construcciéon de conocimientos,
nos parece que no se ha hecho suficiente énfasis en la importancia y la necesidad
gue significa el contar dentro del ambito escolar con espacios y actividades que
por su propia naturaleza promueven aproximaciones a los contenidos curriculares
desde la 6ptica de una construccién social (y cada vez mas autonoma) de
conocimientos. Los cambios curriculares que se estan dando en nuestros
contextos escolares deberan otorgar mayor atencion a esta clase de
aproximaciones al aprendizaje, puesto que representan una posibilidad de
alcanzar logros no sélo en el aprendizaje de los contenidos, sino también en el
fortalecimiento de actitudes y compromisos de orden social y de convivencia

armonica.



2. Marco teodrico

Dados los temas centrales que se abordan en este documento, en la primera parte
de este capitulo se resefian y se discuten los trabajos de investigacion revisados
que de manera méas sefialada se refieren a estos mismos temas. En la segunda
parte se presentan y se discuten los referentes tedricos principales, asi como los

elementos centrales alrededor de la tesis misma.

2.1. Estudios directamente relacionados con la temética de esta tesis

Se resefian cinco trabajos de investigacion considerados como antecedentes de
nuestro propio trabajo, tanto desde el punto de vista tedrico, como desde el
metodoldgico y empirico. La revision de estos trabajos ha permitido plantear un
marco tedrico referencial y establecer ciertas condiciones metodoldgicas basicas,
asi como estructurar la fase empirica del proyecto.

2.1.1. Procesos de pruebay situaciones de validacién

Balacheff (1987; 2000) trabaja sobre el problema de la determinacion de las
variables didacticas cuya manipulacion permitiria al profesor devolver la
responsabilidad de la toma de decisiones a los estudiantes, considerando la
importancia de alcanzar un equilibrio entre tal devolucion y su propia capacidad de
intervencion y de conduccion del proceso dirigido al desenvolvimiento de los
estudiantes en situaciones de validacion. Una situacion de validacion es una
situacion didactica que contiene organicamente la exigencia de elaborar una
prueba, y una prueba es todo proceso de validaciéon de los enunciados que, desde
la perspectiva de los alumnos, aparecen como conjeturas. A su vez, los procesos
de validacion son considerados como los tipos de racionalidad que sustentan las
pruebas producidas en una situacion de validacion. Finalmente, el término

razonamiento se refiere a “la actividad intelectual no completamente explicita que



se ocupa de la manipulacion de la informacion dada o adquirida, para producir una

nueva informacion.” (Balacheff, 2000, p. 13).

Balacheff contextualiza el estudio de los procesos de prueba simultaneamente en
dos niveles: en referencia a quien los utiliza en tanto que sujeto que aprende (sujet
connaissant), y en referencia a la situacion en que ese sujeto o sujetos ejecutan el
proceso. Para este investigador, un proceso de validacién encierra una dialéctica
de la validacion, el sujeto inmerso en un proceso de validacién toma decisiones a
partir de un analisis de pros y contras o sobre la consideracion de contradicciones
potenciales. Si el sujeto tiene acceso a la experimentacion, tal como “la ejecucion
de un decision, o la realizacion del contenido de una afirmacion” (Balacheff, 1987,
p. 159), la situacién misma permite una prueba pragmatica, ésta es hipotética®, por
la singularidad del acontecimiento que la constituye, carece del reconocimiento de
un caracter genérico del hecho bajo estudio. Si tal acceso a la experimentacion no
es posible, entonces las pruebas son necesariamente intelectuales. Una prueba
intelectual “moviliza una significacion contra otra, una pertinencia contra otra, una
racionalidad contra otra.” (idem.). Son entonces, las pruebas intelectuales las que
manifiestamente ponen en evidencia el caracter dialéctico de las situaciones de

validacion.

Las pruebas, sean pragmaticas o intelectuales, se diferencian en términos de tres
“polos”:

- el polo de la validacion o el tipo de racionalidad puesta en juego,

- el polo de las concepciones o del estatus de los conocimientos

-y el polo del lenguaje o de la formulacion de las pruebas.

Con respecto a los dos Ultimos sefialaremos brevemente que para Balacheff,
mientras las pruebas pragmaticas se apoyan en saberes practicos, las pruebas
intelectuales demandan que los conocimientos puedan ser tomados como objetos

de reflexién y de debate, el sujeto debe tomar una posicion tedrica en la que ya no

3 Al parecer, Balacheff utiliza agui este término en el sentido de lo que probablemente suceda o pueda
suceder.

10



sblo se trata de resolver una situacion o un problema, sino que se requiere
fundamentar tal solucion. Por otro lado, el lenguaje que corresponde a las pruebas
pragmaticas es un lenguaje de la familiaridad, que no constituye la herramienta
fundamental de expresion del conocimiento, es decir, las pruebas pragmaticas son
testificadas por la accion y no por el discurso. Sin embargo, “cuando esa accion
puede ser descrita y explicada se esta en un primer momento de una construccion
cognitiva” (Balacheff, 1987, p. 160), esto es, se esta dando un paso importante
hacia la elaboracion de wuna prueba intelectual. Para construir pruebas
intelectuales el lenguaje de la familiaridad es insuficiente, se requiere cada vez
mas de un leguaje funcional descontextualizado, despersonalizado y atemporal en

el que se incluya la introduccién de simbolos.

El polo que nos interesa resaltar en este momento, es el de los tipos de
racionalidad que sostiene a las pruebas producidas, es decir, el polo de la
validacion. En el nivel mas bajo, Balacheff ubica a las reglas de accion que no son
propiamente producto de una situacion de validacion; el sujeto no estd inmerso en
una situacion que demanda la produccion de una prueba y por lo tanto “no se
asegura de que su accioén es legitima ni de que su resultado sera el que él desea.”
(Ibid. p. 164). En este caso, el funcionamiento de las operaciones mentales
realizadas por el sujeto al producir un resultado pone en relieve esencialmente el
modo estimulo-respuesta. Cuando se plantea y se asume el establecimiento de
las condiciones de validez del resultado propuesto o de su adecuacion, se esta
dando paso a la génesis de un teorema en acto. Este concepto (segun Vergnaud)

designa:

las propiedades de las relaciones aprehendidas y utilizadas por el sujeto en
situacion de resolucion de problemas, en el entendido de que eso no
significa por lo tanto que él sea capaz de explicarlas o de justificarlas.
(Citado en Balacheff, 1997, p. 163)
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En la transicion de las pruebas pragmaticas a las pruebas intelectuales, Balacheff

distingue varios tipos:
- Empirismo ingenuo. Consiste en extraer de la observacion de un reducido
namero de casos la certidumbre acerca de la verdad de una asercion.
- Experiencia crucial. Es un procedimiento de validacién de una asercion en
el que el sujeto plantea explicitamente el problema de la generalizacion, el
sujeto busca o piensa deliberadamente en un caso que pueda valer para
muchos otros.
- Ejemplo genérico. Consiste en la explicitacion de las razones de la validez
de una asercion por la realizacion de las operaciones y de las
transformaciones sobre un objeto presente no por si mismo, sino en tanto
gue representante caracteristico de una clase de objetos. La formulacion (el
discurso utilizado) pone en relieve las propiedades caracteristicas y las
estructuras de la familia que el objeto representa, pero en referencia directa
al caso particular en el que se apoya la argumentacion.
- Experiencia mental. Se concentra en la accion, interiorizandola o
separandola de su ejecucion sobre una representacion especifica. Queda
marcada por la temporalidad anecdética pero las operaciones y las
relaciones fundacionales de la prueba no estan designadas por el resultado
de su ejecucion sino que el sujeto es capaz de avanzar argumentos
referidos directamente a las propiedades y las relaciones generales
implicadas en los objetos bajo estudio. Es decir, a diferencia del ejemplo
genérico, ahora el discurso utilizado y las inferencias obtenidas se refieren a
una clase de objetos.

Balacheff (1987) discute esta caracterizacion mediante los resultados de su
investigacion con estudiantes entre 13 y 14 afos, involucrados en la tarea de
probar sus afirmaciones al indagar acerca del nUmero de diagonales que posee un
poligono. A su juicio, es entre el ejemplo genérico y la experiencia mental que
opera la transicion de las pruebas pragmaticas a las pruebas intelectuales; un

sello de esa transicion es la evolucion de los medios linguisticos puestos en juego.
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Entre la experiencia mental y la demostracion matematica como tal, deben existir
diferentes tipos de pruebas intelectuales, distinguibles por sus niveles de
descontextualizacion, despersonalizacion y atemporalizacion evocados, asi como

por la parte respectiva del lenguaje utilizado, una tipologia aun por hacer.

Balacheff concluye que es necesario que el significado y la actividad sobre la
prueba se atiendan de manera sistematica, particularmente en la educacién
secundaria, para que, desde el punto de vista de los estudiantes, el estatus de la
prueba cambie del que corresponde a la eficacia al que corresponde al rigor, o
para que la posicion de los estudiantes cambie de pragmatica a tedrica, dada la
construccion cognitiva a largo plazo que esto requiere. Este autor también
reconoce que lo que llega a valer como una prueba en el salon de clases de
matematicas tiene, en buena medida, caracter convencional, sin embargo, es
sobre todo el profesor quien debe garantizar que los fundamentos sobre los que

cierto nivel de prueba se establece, sean aceptables o socialmente compartidos.

De los planteamientos que Balacheff presenta en su trabajo de 1987, podemos

subrayar entonces lo siguiente:

Por un lado, los procesos de validaciéon constituyen la elaboracion de pruebas en
todos los érdenes o en todos los niveles. Existen varias formas y varios niveles de
validacion cuya movilizacion y ejecucion son provocadas, en principio, por las
exigencias de la situacién en la que el sujeto se encuentra. Particularmente una
situacion de validacion contiene organicamente la “exigencia” de poner en marcha
procesos de prueba. Por otro lado, para que una prueba adquiera el caracter de
prueba intelectual se requiere que, al nivel del ejemplo genérico, se considere a un
objeto como representante caracteristico de una clase y que la prueba opere
mediante la explicacion de las razones de validez de operaciones o
transformaciones sobre ese objeto o caso de estudio particular. O bien, en el nivel
de la experiencia mental, se requiere de un procedimiento de validacion que no

apele a la evidencia empirica, sino que recurra al conocimiento en juego como
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objeto de reflexion, de discurso e inclusive de debate. También una prueba
intelectual requiere de un lenguaje que no se limite al lenguaje familiar sino que
recurra a elementos de un lenguaje funcional. Ademas, el tipo de racionalidad que
caracteriza las pruebas intelectuales es un tipo de racionalidad tedrica, en la que
las relaciones y las propiedades matematicas a las que se recurre en la
justificacion poseen, en el contexto interno del sujeto, un caracter genérico y

fundamentado.

- Discusion

Desde la perspectiva de nuestro proyecto de investigacion se ha considerado que
la posibilidad de que los estudiantes tengan acceso a la experimentacion respecto
a cierta afirmacion o cierto hecho matematico abre una via hacia la basqueda o a
la elaboracion de pruebas intelectuales, aunque tal proceso esté sustentado, en
principio, por formas de razonamiento pragméticas. Es pertinente entonces

preguntarse bajo qué condiciones es esto factible.

El software de geometria dindmica Cabri y las Maquinas Matematicas Articuladas®
pueden considerarse como herramientas instruccionales con las que es posible
promover la estructuracibon de hechos geométricos referidos a las
transformaciones geométricas en el plano. Estas herramientas o0 medios
instruccionales se conciben, en el nivel mas elemental, como cajas negras, €s
decir, lo que el usuario percibe, en principio, es un estado inicial o de entrada y un
estado final o de salida. Las herramientas permiten observar el resultado de un
proceso, facilitando, quiza, la elaboracion de formas de razonamiento pragmaticas.
Sin embargo, sera la indagacion de lo que la herramienta produce, de la forma en
que lo produce y de los invariantes que operan en cada caso, lo que
plausiblemente permitird avanzar en la interpretacion matematica de la

fenomenologia que la manipulacion de las herramientas genera y en la

* Se denomina de esta manera, a una numerosa coleccién de artefactos y mecanismos que operan bajo
principios matematicos. El sitio Web de la Universidad de Modena (http://www.museo.unimo.it.theatrum/)
muestra esta coleccion.
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elaboracion de una estructura teérica correspondiente. Aqui nos parece importante
agregar que no soélo se trata del “papel crucial que juega la enunciacion
matematica de las propiedades del trazado (Laborde, 1993) en el aprendizaje del
tema” (citado en Hoyos, 2002, p. 150), sino que esta enunciacién o reconocimiento
explicito del proceso constructivo implicado, puede constituirse en un elemento
pertinente dentro del proceso de elaboracion de argumentos para satisfacer una
demanda de justificacibn matematica. Balacheff (1987) mismo sefiala que un paso
importante hacia la construccién de pruebas intelectuales se da en el momento en
el que las acciones que testifican una prueba pragmatica pueden ser descritas y

explicadas.

2.1.2. La aproximacioén a los teoremas geométricos en contextos

Un grupo de investigadores que ha dirigido su trabajo hacia las condiciones y los
procesos que permiten una aproximacion constructiva de los estudiantes a
teoremas geométricos, es el constituido por Mariotti, Bartolini, Boero, Ferri y
Garuti, entre otros, (Boero et al., 1996; Mariotti et al., 1997); estos investigadores
comparten los siguientes enfoques:
- la funcion de los diferentes contextos en la aproximacion a los teoremas
geométricos;
- el papel del maestro en la interaccion en el aula de matematicas;
- los teoremas como unidades de afirmacion (o enunciado), prueba y teoria
de referencia
- Yy, en términos de lo anterior, el andlisis de la funcion de la exploracion
dindmica para la aproximacion a los teoremas geométricos en diferentes

contextos y niveles escolares. (Mariotti et al., 1997, p. 1)

Esta aproximacion a los teoremas de la geometria se ha llevada a cabo en tres
campos de experiencia: la representacion del espacio visible por medio de la
perspectiva, las sombras de luz y las construcciones geométricas en ambiente

Cabri. El objetivo especifico de sus estudios ha sido identificar las condiciones
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bajo las cuales los estudiantes pueden aproximarse a los teoremas de geometria y
estudiar los procesos mentales involucrados en tales aproximaciones. Dados los
diferentes niveles escolares en los que se ha intervenido, se han puesto en
marcha aproximaciones muy diferentes. Para los estudiantes mas jovenes esa
aproximacion representa un paso fundamental en el proceso que lleva a la
geometria a ser un campo de experiencia, asi como un corpus de conocimiento
matematico. En los estudiantes de 8° y 10° grados, el problema ha sido el de
“cOmo manejar la delicada relacién entre sus antecedentes de geometria y la
nueva aproximacion a este conocimiento desde un punto de vista deductivo.” (Ibid.
p. 5). Son dos los referentes tedricos esenciales con los que se estructuran las
investigaciones de este grupo: el campo de experiencia, y la discusion

matematica.

- El campo de experiencia

De acuerdo con Boero:
La nocidon de campo de experiencia concierne a la relacion compleja que se
desarrolla en la escuela entre el contexto interno del alumno (i.e., la
experiencia, las formas de pensar y de actuar relativas a un campo dado de
experiencia humana), el contexto interno del maestro y el contexto externo (i.e.
signos, objetos, confinamientos objetivos especificos de un campo dado).
(Citado en Bartolini y Boero, 1998, p. 53).

Se trata de un sistema en evolucién, formado por estos tres componentes, que
permite crear en el ambito escolar un contexto de aprendizaje y de discusion,
sustentado en “...un sector de la cultura humana que los estudiantes y el maestro
puedan reconocer como unitario y homogéneo.” (Mariotti et al., 1997, p. 2). De
manera especifica este grupo de investigadores ha sefialado una serie de rasgos
gue caracterizan un campo de experiencia en el que se trata de promover una
aproximacion situada a teoremas de geometria. Entre esos rasgos sobresalen

(desde nuestro punto de vista) los siguientes:
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- la presencia de referentes ‘concretos’ y semanticamente prefiados (un
contexto externo) para desarrollar acciones concretas que permitan la
internalizaciéon del campo visual donde los experimentos mentales
dinamicos se llevan a cabo;

- la presencia de instrumentos de mediacién semiética® (incluyendo citas de
fuentes historicas, documentos, expresiones linglisticas significativas),
seleccionados desde la herencia cultural por el profesor con el objetivo de
introducir la idea matematica de teorema,;

- la construccién por el estudiante de un contexto interno en evolucion,
enraizado en la exploracion dinamica, donde diferentes procesos tales
como conjeturar, argumentar, probar y sistematizar pruebas como una

deduccion formal, adquiere significado y valor. (Mariotti et al., 1997, p. 2)

Un campo de experiencia matematica emerge, en principio, de las
correspondencias que los sujetos llegan a establecer entre la actividad
desarrollada a partir de ciertos artefactos o herramientas (y de sus reglas de
utilizacion) y un sistema tedrico que funciona como contraparte de tal actividad
(Mariotti, 2000). Desde nuestro punto de vista, se trata de racionalizar la
experiencia: se trata, por una parte, de hacer crecer un sistema teorico de
referencia, y se trata, también, de potenciar el desempefio de los estudiantes en
sus propios procesos de validacion. En esto tienen un papel esencial los signos o
simbolos que los sujetos pueden crear o reconocer, y que median entre la
manipulacion o la utilizacion directa de los artefactos y la elaboracion de
explicaciones y argumentos para satisfacer demandas surgidas en los procesos

interpersonales de comunicacion acerca de lo que dicha utilizacion genera.

- La discusién matemaética

Este grupo de investigadores se refiere a la definicion metaférica dada por

Bartolini Bussi con respecto a la discusion matematica como “una polifonia de

® Entendidos como herramientas del pensamiento, es decir, signos o simbolos, externos o interiorizados,
poseedores de significado.
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voces articuladas sobre un objeto matematico, el cual es uno de los motivos de la
actividad de ensefanza-aprendizaje.” (Mariotti et al., p. 2) Se trata, en su caso, de
la discusion centrada en teoremas especificos de geometria, junto con la idea
misma de teorema, como motivos de la actividad. La discusion matematica
también constituye un medio que permite observar la complejidad de conjeturar,
argumentar, probar y sistematizar las pruebas, en relacion a una situacion-
problema especifica para facilitar su analisis (Mariotti et al., 1997). Para este grupo
de investigadores, la discusion matematica esta esencialmente relacionada con
dos aspectos que se enlazan de manera compleja y que son fundamentales para
la apropiacion por los estudiantes de la nocion de teorema y para una
aproximacion constructiva al proceso de prueba:
- El problema de la motivacion para la prueba, que puede expresarse en
diferentes niveles: el de la veracidad, ¢ Es un hecho cierto?; el del proceso
de fundamentacion (validacién), ¢Por qué es un hecho cierto? y un tercer
nivel, no considerado en sus investigaciones, que concierne a la separacion
de los teoremas de la busqueda de la certeza, es decir, el aspecto que se
refiere a la construccion de pruebas formales y su separacion de la
semantica (Ibid., p. 3)

- 'Y la distincién entre argumentacion y prueba matematica.

En el contexto de su investigacion, y como uno de los resultados relevantes que
ésta arroja, Mariotti et al. sefialan la importancia del recurso a la discusion
matemadtica orquestada por el profesor para definir una cultura del salén de clase,
en la que es posible “cambiar la actitud espontanea de los estudiantes hacia la
validacion teorica” (Ibid., p. 15). Otros resultados que este grupo de investigacion
reporta, y que también consideramos relevantes para nuestro propio trabajo, son
los siguientes:

La actividad argumentativa generada en la discusibn matematica permite
establecer una via hacia la elaboracion de pruebas matematicas por los
estudiantes, en esto parece jugar un papel esencial la exploracion dinamica de las

situaciones geométricas involucradas:
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...los textos de los estudiantes claramente revelan que la exploracion
dinamica de la situacion particularizada por la hipotesis satisface una
condicion importante en la promocién de la conexién logica entre la
propiedad aceptada como cierta... y la propiedad a ser confirmada...

abriendo la posibilidad a razonar de forma transitiva. (lbid., p. 11).

La utilizaciéon por los estudiantes de imagenes mentales, elaboradas a partir de
modelos concretos, en el proceso de construir conjeturas y pruebas fue otra
caracteristica observable de su desempefio en los tres campos de experiencia
explorados. Este es un rasgo que se considera propio de la actividad matematica
en el sentido académico, lo cual permite a estos investigadores sefialar la
pertinencia didactica y cultural de las aproximaciones realizadas: “Cada contexto
permiti6 y alentdé a los estudiantes a desarrollar procesos especificos de
exploracion dinamica y promovio el trabajo con metaforas espaciales, que son

esenciales en la produccion de teoremas de geometria.” (Ibid., p 16)

Finalmente, con respecto a la posible contraposicion entre argumentacion y
prueba, estos investigadores sefalan que:
Nuestros experimentos muestran que la contradiccion resaltada por Duval
entre la argumentacion cotidiana y el razonamiento deductivo, entre el
conocimiento empirico y el conocimiento geomeétrico, puede ser manejada

en términos dialécticos dentro de la evolucidn de la cultura en el aula. (lbid.)

Este manejo dialéctico consiste, principalmente, en distinguir entre la naturaleza
del proceso productivo [el proceso de elaborar una conjetura y construir una
prueba] y las caracteristicas formales del producto final [el texto de la prueba
producida]; asi como hacer explicita la diferencia entre el caracter “concreto” de
los referentes en el proceso productivo y el cardcter convencional y abstracto de
los objetos geométricos por el otro. Cabe sefalar que en esto tiene un papel

fundamental el profesor.
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En los dos apartados siguientes se presenta una argumentacion dirigida a
establecer nuestra posicion con respecto a lo que significa y representa dentro de
nuestro trabajo de investigacibn ambos constructos; el campo de experiencia y la

discusién matemaética.

2.1.2.1. Las transformaciones geomeétricas como un potencial campo de

experiencia

La nocion de campo de experiencia hace énfasis en el aprendizaje como una
forma de participacion social y cultural, en la que los sujetos desarrollan
capacidades y formas de comportamiento ante tareas que les son significativas en
la medida en que ellos han podido involucrarse productivamente en el campo de
experiencia mismo. Cabe entonces plantearse la siguiente pregunta: ¢De qué
manera podria constituirse un campo de experiencia en torno a las
transformaciones geométricas?, esta pregunta pudiera responderse, por el

momento, desde una perspectiva hipotética:

Una aproximacion a las transformaciones geométricas mediada por la utilizacion
de artefactos culturales ofrece la posibilidad de generar un dominio de
conocimiento tedrico sustentado en la apropiacion de conceptos y de
procedimientos geométricos intrinsecos a los artefactos mismos. Los artefactos
utilizados para llevar a cabo la parte empirica de este proyecto de tesis se
consideran como “referentes concretos y semanticamente prefiados” (Mariotti et
al., 1997, p. 2), que permiten llevar a cabo tareas de exploracion dinamica de las
transformaciones geométricas en el plano euclidiano. Se trata de explotar las
caracteristicas estructurales y funcionales que estos artefactos poseen de manera
gue constituyan la parte esencial del contexto externo de un campo de experiencia
matematica, en el que estudiantes y profesor elaboren y compartan significados,
con la finalidad de participar productivamente en procesos de comunicacion cuyo

motivo radica en los objetos y los procesos geométricos subyacentes.
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Mariotti et al. (1997), sefialan que cada campo de experiencia tiene que ser
analizado en términos de limites y potencialidades para fomentar la unidad
cognitiva de un teorema (Boero et al., 1996) y una aproximacion sistematica a los
teoremas de la geometria euclidiana. Esto los ha llevado a establecer criterios
para la seleccion de campos de experiencia y actividades particulares dentro del
mismo, especificamente:
La necesidad de referentes concretos y semanticamente prefiados que
promuevan procesos dinamicos, y la disponibilidad de tareas significativas
al campo de experiencia, que fomenten la unidad cognitiva. (Mariotti et al.,
1997 p. 4)

Para este grupo de investigadores, lo que caracteriza un teorema matematico es
el sistema de afirmacion, prueba, y teoria, asumiendo que el proceso de
construccion de lo que significa un teorema, aunque enraizado en el campo de
experiencia, requiere mediacion cultural y cognitiva. En realidad, es el maestro el
responsable de introducir a los alumnos a una perspectiva tedrica, necesaria para
una vision sistémica de los teoremas matematicos. En sus experimentos de
enseflanza se persigue la construccion de una teoria en la forma de principios
aceptados propios al campo de experiencia, o a las herramientas de mediacion

semidtica.

A nuestro juicio, las transformaciones geométricas constituyen un campo de
conocimiento de la geometria euclidiana propicio para el involucramiento de los
estudiantes en la unidad cognitiva de teoremas, en particular, teoremas referidos a

la composicion de transformaciones. Explicamos esto a continuacion.

El conjunto de las isometrias (la reflexion, la rotacion y la traslacién) o
“transformaciones congruentes del plano” (Coxeter, 1988, p. 54) forman un grupo,
puesto que este conjunto “...contiene a la inversa de cada una y al producto de
dos cualesquiera (incluso el producto de una consigo misma o con su inversa)”

(Ibid. p. 57). Este grupo principal (Coxeter, 1988, p. 95) de transformaciones
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constituye un dominio que podriamos considerar como “autosuficiente” en
términos de la operacion de composicion de isometrias. Es decir, al componer dos
cualesquiera de estas transformaciones, el producto de la composicion es

nuevamente algun elemento del grupo.

La composicion de transformaciones puede ser ensayada y explorada en Cabri,
asi como en algunas magquinas matematicas disefladas ex profeso. Esto puede
llegar a constituir una pequefa red local de teoremas integrados dentro de una
teoria basica. Podemos suponer, entonces, que la exploracion y el estudio del
campo de las transformaciones geométricas, por medio de Cabri y las maquinas
articuladas, permitird generar un contexto en el cual involucrar a los estudiantes en
situaciones y procesos de validacion referidos, particularmente, a la composicion
de transformaciones. Coincidimos con Bartolini (1998), para quien la actividad
compartida en el salon de clase de matematicas referida a campos de experiencia
especificos, promueve:
Que los estudiantes se enfrenten con una red completa de conceptos... Sin
embargo, la trayectoria en la red no esta determinada por la estructura de
las matematicas como una disciplina cientifica (como en una aproximacion
axiomdtica) sino por la necesidad de resolver problemas mas y mas
complejos generados por la exploracion del campo mismo... (Bartolini,
1998, p. 41)

2.1.2.2. Nuestra conceptualizacion respecto a la discusion matematica
La discusion se considera como una parte esencial de una cultura del salén de
clases de matematicas, la cual promueva, a su vez, una cultura matematica en el

sentido mas amplio. Esto tiene sustento, principalmente, en los planteamientos

tedricos de Vygotsky respecto a la tesis de que los procesos psicolégicos tienen
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su origen en los procesos sociales y, quiza mas especificamente, en el concepto

de zona de desarrollo préximo®.

En un analisis minucioso de lo que significa la discusibn matematica, Bartolini
(1998) sefniala que las conceptualizaciones constructivistas (e.g. Pirie y
Schwarzenberger, 1988; Richards, 1991) acerca de este concepto, si bien se
separan de cierta clase de intercambios frecuentemente observados en el aula y
hacen énfasis en la necesidad de construir dominios consensuales; no responden
a una vision mas amplia de lo que representa una construccion social (y cultural)
de conocimiento en el salén de clase de matematicas. Desde una perspectiva
histérico-cultural (Bartolini, 1998), la discusion matematica representa la
oportunidad de llevar el proceso de ensefianza-aprendizaje a la zona de desarrollo
préximo y de introducir en la discusion un punto de vista cultural, particularmente
el de las personas matematicamente letradas o, inclusive, el de la comunidad
matematica. Asi, desde la perspectiva de Bartolini, la discusion mateméatica
contiene elementos adicionales, especificamente:
El valor positivo dado a la imitacion; la presencia necesaria de diferentes
voces, entre las cuales la voz’ del maestro actlla como representativa de
una cultura; y la referencia a los motivos de la actividad de ensefianza —
aprendizaje que demanda, por un lado, procesos colectivos de largo plazo,
y por otro lado, objetos materiales o ideales que determinan la direccion de
la actividad. (Bartolini, 1998, pp. 17-18)

Es evidente el papel primordial del profesor en esta perspectiva de la discusion
matematica, pero también lo es la presencia de medios que provoquen la reflexion

y la discusion.

6Vygotsky pudo plantear laimportancia de lainstruccién que se anticipaal desarrollo intelectua de cada
sujeto, a asumir la existencia de una “region dinamica de la sensibilidad en la que puede redlizarse la
transicion desde el funcionamiento interpsicol égico al intrapsicoldgico” (Wertsch, 1995, p. 84).

" Bartolini (1998, p. 17), siguiendo a Bakhtin, utiliza este término para significar unaforma de hablar y pensar
gue representa una perspectivaindividual y la pertenencia a una comunidad cultural y social particular.
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Otro investigador, que coincide en lo fundamental con esta vision alternativa
referida por Bartolini, es McNair (2000). Este autor asume que la discusion es
primordial en la construccion social de conocimiento matematico:
Enfocarse en lo individual es una forma de minimizar el énfasis sobre la
naturaleza social de la construccion del conocimiento. Esto refleja la vision
de que los individuos construyen conocimiento en las discusiones en el
aula, en lugar de ver que las discusiones en el aula son una forma de

conocimiento socialmente construido. (McNair, 2000, p. 197)

Para McNair, este cambio de perspectiva implica que si los estudiantes no logran
el nivel esperado esto es debido al contenido de las discusiones y no a
insuficiencias atribuibles a ellos. Este autor adopta la vision de las matematicas
como “un sistema de razonamiento desarrollado a través de intentos de organizar
y estructurar objetos, eventos y procesos en nuestro medio ambiente” (p. 201).
Desde su perspectiva, la discusion matematica constituye un tipo de discusion que
tiene el objetivo de hacer crecer una estructura de razonamiento matematico:
Afadir estructura a un sistema matematico de organizacion [de la
experiencia individual y colectiva] involucra una busqueda de patrones y
consistencia, esfuerzos para generalizar y formalizar procedimientos,
esfuerzos para hacer conexiones dentro del sistema, y para desarrollar
argumentos légicos que puedan ser usados para probar y compartir los

resultados de estos esfuerzos. (Ibid.)

Uno de los aspectos susceptibles de mejorar para aumentar la calidad de las
discusiones matematicas en el aula lo constituye el texto de la discusion, esto es,
las ideas y los pensamientos que son comunicados y compartidos en una
discusion por los participantes; el texto se refina a medida que crece la
participacion y los estudiantes pueden reconocer y desarrollar otros conceptos

matematicos que puedan ser integrados a sus discusiones.
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Estas caracteristicas de una actividad discursiva en el aula permiten conformar un
verdadero marco referencial matematico para la discusion. McNair sefala, con
respecto a sus propias observaciones, que no es suficiente que los estudiantes
logren resolver correctamente una situacion-problema para hablar de una
discusion matematica en el sentido de una forma de conocimiento socialmente
construido, sino que, para que esto sea posible, en el centro de la actividad
discursiva de los estudiantes debe estar en juego el entendimiento profundo del
contenido matematico que es el motivo de la actividad, trdtese de relaciones,

conceptos O procesos.

Es importante, entonces, reafirmar que existe un reconocimiento explicito del rol
del maestro como organizador de las actividades y de las discusiones entre los
estudiantes. Esto también se refleja en el sefialamiento de una serie de cualidades
o habilidades que pueden definir estrategias para el desarrollo de discusiones
matematicas en el salén de clases. Siguiendo a Wood (1999), son los rasgos
especificos de la actuacion y las cualidades del maestro en la conduccién de la
clase, lo que lleva a establecer normas de interaccion social que de manera
cotidiana definen las actitudes y los roles que los estudiantes asumen, y que les
permiten contribuir efectivamente a la discusién y al aprendizaje compartido. Un
aspecto inicial es el de establecer clara diferencia entre lo que constituye una
critica personal y una critica acerca de las ideas matematicas, ayudando a los
estudiantes a aprender a estar en desacuerdo con otros. Otros pronunciamientos
en este sentido son los siguientes:

- El maestro solicita a los estudiantes clarificar los contenidos de sus

afirmaciones; acepta y construye sobre las respuestas que ofrecen y

reformula las afirmaciones que ellos hacen introduciendo un lenguaje mas

preciso. (Moschkovich, 1999)

- El maestro debe ser capaz de llevar las preguntas y las ideas de los

estudiantes a un contexto matematico mas amplio. (Richards, 1996)
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Asi, en nuestra investigacion, la discusion matematica se concibe como una parte
primordial de la interaccion social. La discusidon matematica debera estar orientada
hacia la fundamentacion de los hechos geométricos que las actividades de
exploracion permiten evidenciar. El papel del profesor es el de un conductor de
dichas actividades, con el objetivo especifico de maximizar el potencial de
entendimiento y de comunicaciéon matematica de los estudiantes. La discusion
matematica representa la oportunidad de ampliar o consolidar aprendizajes
situados y representa, también, una alternativa viable para el involucramiento de
los estudiantes en la elaboracion de pruebas, al permitiles compartir
entendimientos y significados matematicos mediante su explicitacion y el

sometimiento al escrutinio publico.

2.1.3. El aprendizaje de las transformaciones geométricas mediado por Cabri

y por las Maquinas Matematicas

La utilizacién de Cabri y de las maquinas matematicas articuladas en actividades
dirigidas al estudio de las transformaciones geométricas elementales ha producido
resultados alentadores, tanto en lo que se refiere a la apropiacion por los
estudiantes de las nociones y de los procedimientos constructivos relacionados,
como en lo que se refiere a su involucramiento en procesos de comunicacion y de
justificacion matematica de las afirmaciones que la actividad les permite generar.
Se presenta a continuacion la revision de tres reportes de investigacion en los que
la utilizacién de dichas herramientas o dispositivos instruccionales® juega un papel

central en esto.

2.1.3.1. La utilizacion de maquinas matematicas como recurso para

aproximar a los estudiantes a la elaboracion de pruebas

Las maquinas matematicas articuladas constituyen un recurso valioso no solo para

el involucramiento de los estudiantes en el estudio de areas especificas de la

8 Meira (1998) llama asi a artefactos utilizados en e ambiente escolar con fines didacticos, pero que son
tambi én dispositivos simbélicos con un significado cultural.
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geometria, como las transformaciones en el plano, el estudio de las conicas o el
de la perspectiva, sino también para el desarrollo de una cultura de la
argumentacion en el salon de clases de mateméticas y, eventualmente, para el
involucramiento de los estudiantes en procesos de validacion. Las maquinas
matematicas o pantografos, son consideradas como un ejemplo de la relacion
entre la tecnologia y la ciencia, puesto que estos mecanismos dan cuenta de una
relacion reciproca entre teoria y practica. En algunas ocasiones la teoria permite
concebir mecanismos con una funcién especifica, en otras la practica ha llevado a
la construccion de mecanismos que impulsan por si mismos su descripcion tedrica
(Pergola, 1998). Particularmente las maquinas matematicas se sitlan en la
interseccion entre el campo de la experiencia mecanica y el campo de la
experiencia geométrica:
Las maquinas se basan tanto en principios fisicos como geométricos: los
primeros conciernen a los materiales, las fuentes de energia, la distribucion
y regulacién de las fuerzas actuantes y otros; mientras que los segundos
conciernen al movimiento relativo de cada parte, la trayectoria de cada

punto en movimiento, etc. (Bartolini, 1993, p. 97).

Sin embargo, como también lo sefiala Bartolini (1993), la geometria que subyace
en el mecanismo no es transparente de manera inmediata para el estudiante ni el
funcionamiento mecanico del pantégrafo puede ser explicado desde la geometria
sin que se lleve a cabo una actividad adecuada o, como lo destaca Pergola
(1998), “la transformacion [geométrica] (en cuanto correspondencia) no tiene en si
un vinculo simple con el movimiento que la genera [en la maquina articulada]...”;
es esta posibilidad de “transparentar” las maquinas articuladas, desde la
geometria, lo que les confiere su cualidad potencial de herramientas de mediacion
de los aprendizajes: “...los artefactos llegan a ser eficientes, relevantes y
transparentes a través de su utilizacion en actividades especificas y en relacion a
las transformaciones que experimentan en manos de los usuarios.” (Meira, 1998,
p. 125).
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Uno de los primeros estudios publicados en los que se da cuenta del desempefio
de los estudiantes en la elaboracion de una demostracion, teniendo como motivo
la indagacion de la transformacion geométrica asociada a un pantografo en
particular, es el reportado por Bartolini (1993). En ese estudio participaron
estudiantes de 11° grado en la tarea de resolver un cuestionario referido a una
actividad con un modelo fisico del pantégrafo de Sylvester, el cual produce una
rotacion. Para Bartolini, la actividad de los estudiantes debe ser entendida en el
sentido de la apropiacion de una artefacto cultural, i.e. “...el proceso que tiene
como resultado final la reproduccion por el individuo de propiedades, capacidades
y modos de comportamiento humano formados histéricamente” (Bartolini, 1993, p.
99). En el caso de las maquinas matematicas, tal apropiacion, constituye una
actividad adecuada para la modelizacidbn geométrica de éstas.

El estudio llevado a cabo por Bartolini se disefié a partir de la toma de decisiones
respecto a tres aspectos fundamentalmente:

- la pertinencia de utilizar un modelo fisico del pantdégrafo para concretar uno
de los polos del par objeto fisico — objeto ideal;

- la estructuracion del trabajo de los estudiantes en pequefios grupos
mediante una secuencia consistente de ocho preguntas, con los objetivos
de transformar el mecanismo articulado especifico en un objeto ideal, y al
mismo tiempo estructurar el escenario tedrico en el cual describir su papel y
funcién general,

-y un tercer aspecto consistente en las fases de actividad compartida entre
maestro y estudiantes, fundamentada en términos de la zona de desarrollo
préximo y de la necesidad de que los estudiantes se apropien de un legado
cultural.

La discusion de los resultados obtenidos se remite, entonces, al funcionamiento en
la practica de estos tres aspectos. Bartolini sefiala que el cuestionario permitio
estructurar el proceso en el aula como un agente externo, y pudiera considerarse
como un medio propicio al proceso de internalizacion en el estudio metodico por

parte de los estudiantes de esta clase de mecanismos articulados. Las
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intervenciones del maestro fueron determinantes para la evolucién de la actividad,
como sucedi6é para la visualizacion de angulos en la estructura del pantografo, y
en la aceptacién de la conjetura conveniente, ayudando a descartar enunciados
irrelevantes para la identificacion de la propiedad invariante en esa magquina

matematica.

En lo que se refiera a la relacion dialéctica entre el objeto fisico y el objeto ideal,
esta investigadora refiere que en ocasiones el enlace entre ambos no es facil de
manejar:
Aun cuando los estudiantes determinaron correctamente propiedades
geométricas del pantografo, esto no significé que las utilizaran con eficacia
para probar la propiedad geométrica invariante caracteristica; sin embargo,
si fueron observadas ciertas formas primarias (embriones) de la transicion
desde lo general a lo especifico, necesarias para completar el movimiento

dialéctico entre ellos. (Ibid. p. 102)

Aunque el movimiento de lo general a lo especifico, en un sentido y en otro, no
siempre fue interiorizado por los estudiantes, algunas veces el maestro intervino
para sugerir el cambio: “...ensaya y verifica en el pantdgrafo una afirmacién
obtenida por medio de deduccion logica; ensaya y prueba una afirmacién obtenida

por medio de la experimentacion. (lbid.)

De esta manera, las maquinas matematicas articuladas, o mejor dicho, el tipo de
actividades que las mismas permiten llevar a cabo con los estudiantes, hacen que
puedan ser consideradas como objetos culturales y como herramientas con las
cuales es posible establecer puentes hacia la construccion de nociones e ideas
matematicas. La exploracién y la indagacién de sus propiedades y de los
invariantes geométricos que operan en ellas, puede promover el desarrollo de un
campo de experiencia de la geometria de transformaciones en el que los
estudiantes tengan oportunidad de relacionar el conocimiento empirico con el

conocimiento tedrico. Desde la perspectiva de nuestra investigacion, las maquinas
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matematicas se consideran un medio propicio para que los estudiantes lleguen a
involucrarse en una actividad intelectual, ante el requerimiento de elaborar
argumentos matematicos en relaciébn con las propiedades subyacentes al
mecanismo en cuestion, o bien, en relacion con las propiedades de los objetos

geomeétricos que cada mecanismo genera.

2.1.3.2. La conveniencia de una maquina simulada para involucrar a los

estudiantes en la elaboracién de pruebas

Otro estudio en el que se da cuenta de las posibilidades que ofrece la mediacion a
través de instrumentos concretos y virtuales para llevar a los estudiantes a
producir conjeturas, argumentar y elaborar pruebas, es el reportado por Vincent y
colaboradores (Vincent et al., 2002). Ellos llevaron a cabo una investigacion con
estudiantes de 8° grado, quienes previamente habian realizado tareas referidas a
demostraciones geométricas basicas, como la suma de angulos de un triangulo o
demostraciones de propiedades de los paralelogramos. El enfoque de los
investigadores se centrdé en “...una comparacion del uso dado por las estudiantes
de un modelo fisico y de un modelo Cabri de una articulacion, examinando
particularmente como las estudiantes explotaban las caracteristicas de Cabri como
ayuda en la produccién de conjeturas relevantes.” (Vincent et al., 2002, p. 314). La
necesidad para la elaboracion de una prueba en el contexto de la utilizacion de
maquinas matematicas fue manejada por estos investigadores presentando
previamente un eslabonamiento de Tchebycheff. Este es un eslabonamiento que,
en apariencia, produce un movimiento rectilineo, sélo un estudio mas detallado del

mismo permite percatarse de que tal movimiento no es completamente rectilineo.

Las estudiantes fueron capaces de construir demostraciones acerca de la
transformacién particular realizada por el pantégrafo de Sylvester. En esto fue
determinante la utilizacion de un modelo fisico del pantégrafo, el cual fue
construido por las estudiantes mismas y de un pantégrafo simulado en Cabri. Se

observo que las estudiantes alternaban esta actividad (la elaboracion de una
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prueba) con el empleo del modelo mecéanico del pantografo, como medio para
confirmar lo que habian obtenido con el modelo simulado en Cabri. “Una vez
seguras de sus conjeturas, las estudiantes tendian a trabajar diagramas con papel

y lapiz durante la construccion de la prueba.” (Ibid. p. 319)

A decir de las propias estudiantes, la utilizacion del modelo simulado hizo las
propiedades geométricas méas obvias y les permitio encontrar con mayor facilidad
razones para explicar el funcionamiento del pantégrafo. Para Vincent et al., el
modelo Cabri proporciona una figura geométrica ya hecha, lo que permite a los
estudiantes enfocarse de manera mas inmediata en las relaciones funcionales
presentes en la maquina articulada, mas que en sus propiedades estructurales
basicas. Ademas, las caracteristicas propias del software como la Traza al
efectuar el arrastre de objetos en la pantalla, las herramientas de medicion o la
construccion de lineas auxiliares, fueron aspectos importantes de la utilizacion del
modelo Cabri para el éxito en la elaboracion de conjeturas y la construccion de
pruebas:

En lugar de eliminar la necesidad de una prueba, la evidencia convincente y

las aportaciones singulares para la exploracion y el descubrimiento

proporcionadas por el software dio a las estudiantes la confianza y el deseo

de seguir adelante y probar sus conjeturas. (lbid. p. 320)

Sin embargo, estos investigadores sefialan también que no es conveniente
subvalorar el papel de los pantégrafos materiales, dadas las posibilidades de
descubrimiento geométrico que su utilizacion aporta y dada la motivacion que la
experiencia tactil y la satisfaccion de trabajar con eslabonamientos fisicos reales

representa.
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2.1.3.3. El caracter complementario que se establece entre ambas

herramientas de mediacion

Otras investigaciones en las que se ha utilizado conjuntamente el software de
geometria dinamica y las maquinas matematicas articuladas, como herramientas
de mediacion propicias para el establecimiento de la comunicacién matematica en
el aula y el desarrollo de la argumentacion y el pensamiento matematico en el
contexto de las transformaciones geométricas elementales, son las llevados a
cabo por Hoyos (2001; 2002; 2003-a; 2003-b). Trabajando con estudiantes entre
14 y 15 afos de edad, Hoyos (2003-a) hace un primer sefialamiento referido a la
conformacion, empiricamente confirmada, de una base didactica eficaz, por medio
de la cual es posible avanzar en dichos aspectos. Esta base es la siguiente:
(a) iniciar con la emergencia de intuiciones por medio de actividades a partir
del software dinamico;
(b) pasar a la reflexién de las propiedades geométricas en juego por medio
de la actividad con las maquinas articuladas y
(c) comunicar, basados en el soporte que proporciona la utilizacion del
software y las nuevas tecnologias de comunicacion (como el uso de Internet
y de un proyector de imagenes digitales) estrategias personales o
soluciones propias a los problemas propuestos, problemas complejos o de
dificultad estandar, usuales en el nivel educativo en cuestion. (Hoyos, 2003-
a, pp. 145-146)

A su vez, esta base didactica estd inserta en una “Triada Basica para la
Comunicacion Matematica en el Aula” (Ibid. p. 131) formada por uno o mas
dominios matematicos complejos, una serie de actividades dirigidas o guiones de

actividad y el uso de artefactos culturales concretos y virtuales.
Otro aspecto a destacar en estos estudios es el papel crucial que la formulacion

matematica de las propiedades geométricas inherentes en el proceso de trazado

simultaneo de figuras antecedentes y sus imagenes tiene para la comprension y el
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aprendizaje de las transformaciones, es decir, se parte de la hipotesis de que el
reconocimiento y la enunciacién de las relaciones geométricas caracteristicas de
cada transformacion, y que subyacen en los objetos trazados, es un paso
indispensable para la apropiacion de las nociones o los procedimientos
geomeétricos involucrados. Este proceso de hacer explicitos los invariantes
geomeétricos de cada transformacion esta apoyado en relaciones aritméticas entre
mediciones hechas sobre los dibujos, 0 en la expresién textual de las propiedades

generales percibidas al interactuar con las herramientas de mediacion.

También en estos estudios, se ha mostrado la importancia que tienen los guiones
de actividad, asi como el comando Ayuda del software, para que los estudiantes
tengan acceso “...a una percepcion inicial de los objetos y las relaciones
involucradas en las transformaciones geométricas, a una configuracion visual de
las propiedades y las relaciones entre ellos.” (Hoyos, 2002). Entre los resultados
reportados se observan ciertos patrones de comportamiento cuando los
estudiantes comienzan a explorar las transformaciones geométricas en el
ambiente de Cabri. Generalmente, las primeras respuestas que dan los
estudiantes, ante el requerimiento de establecer relaciones caracteristicas entre
los objetos geométricos y sus imagenes, consisten en sefialamientos del tipo: “un
punto se mueve con el otro”, sin embargo, “...esa respuesta no caracteriza a
alguna de las transformaciones, puesto que es valida para todas ellas.” (Hoyos,
2002). La fase siguiente de actividad, estructurada alrededor de la utilizacion de
los pantégrafos, trata de promover una caracterizacion mas precisa de cada
transformacion. Asi, a medida que los estudiantes avanzan en la exploracion de
las transformaciones, utilizando el software y los pantdgrafos, ellos pueden
aprovechar mejor los recursos de que disponen para establecer de manera mas
sélida sus propias afirmaciones, llegando, en ocasiones, a abstraer y a hacer
objetiva la propiedad invariante de la transformacién geométrica en juego (Hoyos,
2003-b). La intervencion pertinente del maestro o de quien conduce la actividad,
representa también un factor que puede contribuir al proceso de llevar al plano

racional las propiedades o las relaciones inicialmente intuidas y confirmadas
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mediante la experimentacion con las herramientas. Es importante también sefalar
gue estos escenarios de aprendizaje o de actividad en el aula, promueven la

participacion de las y los estudiantes en igualdad de términos.

Finalmente, Hoyos (2003-b) sefiala que el orden inverso en que se estructuré la

actividad es lo que en buena medida generd la complementariedad entre las

herramientas utilizadas en cada caso:
En el primer escenario, el soporte proporcionado por el software Cabri
permite la activacion inicial de las propiedades geométricas invariantes
involucradas en la transformacion geométrica seleccionada, mediante el
acceso al menu de transformaciones geométricas. Por otro lado, en la
manipulacion de los pantégrafos [el segundo escenario], el primer paso
necesario fue crear un dibujo y establecer una comparacion con el dibujo
obtenido simultaneamente del trazador de la maquina articulada. (Hoyos,
2003-b)

Esto sugiere que el trabajo con los pantdgrafos promueve la explicitacion de las
propiedades geométricas invariantes caracteristicas de las transformaciones
correspondientes y, en esta medida, la apropiacion en un nivel racional de tales
invariantes. Esto sucede una vez que se ha iniciado un proceso de reconocimiento
de esas mismas propiedades y de apropiacion de los simbolos linguisticos con los
cuales pueden ser referidos convenientemente, para lo cual, el ambiente de Cabri

resulta muy adecuado.

2.1.4. Cierre

Las investigaciones aqui revisadas permiten asumir que el ambiente de geometria
dinamica de Cabri y las maquinas matematicas articuladas constituyen medios
eficaces para llevar a cabo actividades en las que los estudiantes se introduzcan
en el estudio de las transformaciones geométricas, actividades que den lugar a la

generacion de procesos de comunicacidn matematica, al surgimiento de



situaciones de validacion que puedan ser asumidas por los estudiantes y para
promover, en esa medida, la emergencia de formas de racionalidad mateméatica

gue puedan ser convenientemente exteriorizadas.

Con el afan de hacer de las transformaciones geométricas un campo de
experiencia matematica y de involucrar a los estudiantes en la unidad cognitiva de
teoremas, se considera pertinente dirigir la actividad de los estudiantes a la
indagacién en torno a la composicion de isometrias, tanto en el ambiente de Cabri,
como por medio de las maquinas articuladas, con el fin de que los estudiantes
elaboren conjeturas y produzcan argumentos dirigidos a validarlas. Si la hipotesis
de una complementariedad entre ambas herramientas en el aprendizaje de las
transformaciones geométricas es vadlida, entonces es pertinente indagar en la
forma en que tal complementariedad se produce y en la forma en que ésta
promueve el desarrollo de formas de racionalidad tedrica y el avance de los

estudiantes en sus propios procesos de validacion.

La informacion que proporcionan las investigaciones hasta aqui revisadas sugiere
avanzar en ese sentido. Asi, las preguntas de investigacion que surjan de esta
revision, tendran que dirigirse también en el sentido del tipo de mediacion que los
artefactos proporcionan, especialmente en el esclarecimiento de los “mecanismos”
de mediacion semiotica que estos esquemas de actividad promueven; asi como
en el tipo de actividad que estimula en los estudiantes su involucramiento en la
construccién de pruebas matematicas y en las formas en que ellos estructuran sus

experiencias para avanzar en sus procesos de validacion.

También asumimos, como ya lo han sefialado diferentes investigadores (e.g. De
Villiers, 1998; Hanna y Jahnke, 1996), que el desarrollo de la prueba en la clase
de matematicas puede constituirse en una herramienta poderosa para la
comprension, incluyendo la importante tarea que representa el desenvolvimiento
de las capacidades argumentativas de los estudiantes y la transformacion en

cuanto a la relacion personal que se tiene con la matematica. Suponemos también
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gue el trabajo colectivo en torno al desarrollo de un campo de experiencia
promueve la generacion de “objetos matematicos experiencialmente reales”
(Yackel y Cobb, 1996), mismos que permitiran sustentar explicaciones vy
argumentaciones referidas a las nociones y los procedimientos geométricos
subyacentes. Dicho en otras palabras, la utilizacién coordinada de un ambiente de
geometria dinamica y maquinas matematicas articuladas puede promover la
construccion de conceptos matematicos en el sentido de “abstracciones
concretas” (Mariotti, 2002), que reflejen y reconstruyan la naturaleza sistemética e
interconectada de los objetos reales. El punto clave es la distincion entre el uso de
un artefacto en una orientacion externa y el uso de un artefacto en una orientacion
interna, junto con el proceso de la transicion desde una orientacion externa a una

interna.

2.2. Laaproximacién sociocultural a la formacién matematica escolar

Una visién sociocultural del aprendizaje considera los procesos sociales como una
parte esencial de la construccion de conocimiento. Seeger et al. (1998) plantean
gue la “cultura del aula” sefiala un cambio de perspectiva sobre los procesos del
salon de clases, que “se refleja en el intento de capturar su complejidad y su
caracter holistico como procesos fundamentalmente sociales de construccién de
sentido y de significado.” (Seeger et al., 1998, p. 1). Se asume que si bien cierto
conocimiento matematico puede ser ensefiando, la construccion de significado o el
hacer sentido es un proceso que sélo puede ser nutrido, poniendo en relieve una
vision de la formacién matematica escolar consistente en “procesos de cultivo” (en
el sentido de producir embriones y procurar su crecimiento), referida al desarrollo
de conceptos, procedimientos, actitudes y habilidades de tipo matematico sobre la
base de procesos indirectos de ensefianza-aprendizaje. Emerge de esta manera,
el papel que tiene en la formacion de los estudiantes participar en una cultura del
salon de clase de matematicas, puesto que es por medio de la articulacion entre

los diferentes entendimientos y las aportaciones que los participantes (incluido el
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maestro o instructor) exteriorizan al llevar a cabo actividades adecuadas, que el

grupo puede llegar a construir y a validar significados compartidos.

Esta vision sociocultural del aprendizaje representa un conjunto de
aproximaciones a la investigacion, mismas que comparten enfoques y creencias
con la finalidad de encontrar rasgos de una cultura del salon de clases de
matematicas, la cual, con sus contenidos de ensefianza y al nutrir la construccién
de sentido, permita a los estudiantes compartir una cultura matematica y la cultura
humana en el amplio sentido. Se asume entonces que el contexto influye en los
procesos de construccion de significados, que el aprendizaje matematico se
organiza en situaciones sociales y depende de la dinamica de los procesos
sociales de los participantes y se asume también la necesidad de hacer explicitos
o desarrollar los conceptos teoricos con los que el investigador da cuenta de la

complejidad que la realidad bajo estudio representa.

2.2.1. El conocimiento matematico socialmente construido y el compromiso

entre éste y las restricciones epistemologicas especificas

Cuando la actividad de aprendizaje se enfoca hacia la construccion colectiva de
significados es indispensable atender la coherencia o la compatibilidad entre el
conocimiento matematico asi construido y el conocimiento matematico
institucionalizado. Esta problematica es discutida por Ernest (1998) y por

Steinbring (1998) entre otros.

Para llevar a cabo una reflexion acerca de la perspectiva sociocultural de la
enseflanza y el aprendizaje de matematicas. Ernest (1998) plantea, entre otras,
las siguientes preguntas: ¢Cual es la relacion entre conocimiento personal y
conocimiento publico de matematicas?; ¢Cual es la relacion entre “necesidades
estructurales” y “convenciones sociales” de conocimiento matematico en la
interaccion educativa? Para discutir esas cuestiones Ernest se enfoca en varios

aspectos presentes en la cultura de la matematica como disciplina cientifica y la
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cultura de la matematica como asignatura escolar. A su juicio, es en el proceso de
justificacion o de dar garantia del conocimiento elaborado, que las similitudes
entre ambas formas de cultura matematica son mas notables. Ernest argumenta
gue la aceptacion de una prueba es un acto fundamentalmente social: “Desde esa
perspectiva [una vision social de la prueba] la estructura de una prueba
matematica es un medio para su fin epistemoldgico de proporcionar una
justificacion persuasiva, una garantia para una afirmacién matematica.” (lbid. p.
253).

La propuesta de llevar al salon de clases la cultura de la investigacion matematica
representa, aparentemente, cierta contradiccion, puesto que al acercar los
contextos de la génesis del conocimiento en la escuela y en la investigacion
matematica, los contextos de la justificacion del conocimiento se separan. “El
alejamiento de la retorica de un codigo impersonal estandar, hacia un dar cuenta
de, méas personal, de los resultados de una investigacion matematica, es un
cambio que se aleja de la retdrica de la matematica profesional.” (Ibid. pp. 258-
259). Sin embargo es importante, también, reconocer que “los contextos de la
génesis y de la justificacion en la investigacion matematica difieren ampliamente.”
(Ibid. p. 259). Esto indica que es necesario flexibilizar la postura en relacion con
las formas en que se desarrolla la justificacién o la prueba dentro de la matemética
escolar. Quienes aprenden desarrollan conocimiento personal de lenguaje,
matematicas y logica a través de la participacion prolongada en conversaciones
socialmente situadas de diferentes tipos. Una participacién sostenida bidireccional
en tales conversaciones es también necesaria para generar, examinar, corregir y
validar el conocimiento matematico personal o representaciones subjetivas de
éste. Tal conocimiento tiene caracteristicas idiosincrasicas, pero su articulacion
con el de otros se lleva a cabo por interaccion personal y participacion en formas
de vida, esas interacciones son las que permiten que un conocimiento matematico

personal sea considerado como interiorizaciéon de conocimiento objetivo.
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Por su parte, Steinbring (1998) enfoca el entendimiento matematico desde la
perspectiva del desciframiento de signos y simbolos de dos tipos: convencionales
y epistemoldgicos (matematicos). Tanto quien aprende como quien promueve el
aprendizaje se enfrentan a la tarea de tratar de descifrar signos sociales
(sugerencias veladas, énfasis, confirmaciones, rechazos, etc.) y signos
matematicos (cifras, letras, variables, gréficas, etc.) comunicados por otras
personas, “es la amplitud de las referencias intencionales de signos y simbolos
epistemologicos y sociales en procesos mateméaticos interactivos, lo que
constituye el nucleo de los problemas respecto al entendimiento de matematicas”
(Steinbring, 1998, p. 347). Ambos tipos de signos y simbolos son intencionales,
son referentes a alguna otra cosa, Yy lo referido puede cambiar durante el discurso

o sufrir un cambio decisivo de significado.

Desde su punto de vista, los signos no soélo se refieren a elementos fijos en redes
de representacion, sino esencialmente a relaciones por construir en los campos de
referencia, es en esto que radica el entendimiento. Al tratar de descifrar signos
matematicos, el sujeto tiene que construir una relacion entre aquellos signos que
ya han sido construidos (y la red de representaciones asociadas a €él) y los nuevos
signos que aun tienen que ser entendidos. Para Steinbring, esto da origen a las
siguientes preguntas: ¢Qué clase de relacion es ésta?, ¢es una reduccion, un
equilibrio o una dependencia? y ¢qué clase de restricciones epistemoldgicas y
convenciones sociales estan involucradas en esta relacion? (lbid. p. 349).

Se trata de que los estudiantes reconozcan o se apropien de algin medio
epistemologico de justificacion, sin que sea Unicamente el aspecto
social/convencional de la interaccion (que en ocasiones convierte la interaccion
entre maestro y estudiantes en un juego de adivinacion vacio de significado
matemaético) lo que imponga la validez del conocimiento matematico. Para esto es
necesario que los patrones convencionales de argumentacion y de entendimiento

dependan del caracter epistemolégico de los contenidos matematicos.
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...el entendimiento de conocimiento matematico es una relacion reciproca
de entender el nuevo conocimiento matematico en su propio derecho
(integrar la estructura ya existente en la nueva estructura...) v,
simultaneamente, de organizar y formular este entendimiento en el marco
de los patrones convencionalizados, legitimizados y aceptados de
justificacion social del conocimiento (0 de demostrar la necesidad de

modificar el marco social, convencional). (Steinbring, 1998, p. 364)

Al romper con la pretension de que los estudiantes interioricen los esquemas a
priori previamente elaborados por el profesor, como modelo de aprendizaje
directo, y, por el contrario, estimular la construccion de significado o el logro de un
entendimiento que responda coherentemente a la epistemologia del contenido
matematico, emerge una amplia gama de posibilidades que no necesariamente
han sido previstas, algunas de éstas pudieran representar alternativas adecuadas
a esa intencion. Se trata de llevar a cabo un verdadero esfuerzo de entendimiento
tanto en el plano intersubjetivo como en el plano intrasubjetivo, lo cual representa
para el maestro mantener una alerta permanente en relacion a las aportaciones de

sus estudiantes. Steinbring llama la atencion en esto al hacer énfasis en “...la
interrelacion entre las restricciones sociales, convencionales y epistemoldgicas
gue tienen que ser desarrolladas y relacionadas a fin de producir auténtico

entendimiento, esto es, capturar activamente el nuevo significado.” (Ibid. p. 367)

2.2.2. Discusion

De la revision anterior, podemos suponer que, desde un enfoque sociocultural, la
validez del conocimiento elaborado se encuentra en el centro de la discusion.
¢,Cudles son los medios o las condiciones que permiten alcanzar la validez del
conocimiento matematico? o ¢COmo se promueve el desarrollo de formas de
racionalidad que permitan a los participantes validar matematicamente el

conocimiento construido?
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Una posible respuesta esta en una cita que hace Voigt (1996): “Desde el punto de
vista epistemoldgico, la estabilidad de un tema corresponde a la auto-referencia de
conocimiento matematico.” (Steinbring, 1991, citado en Voigt, 1996, p. 35). El
mismo sefiala también que:
Si el maestro no dirige y evalla a los estudiantes rigidamente... y si no se
establece un diadlogo en el viejo sentido normativo, el tema puede ser

descrito como un rio que produce su propio cauce. (Voigt, 1996, p. 35)

Resulta entonces fundamental que la estructura de conocimiento matematico
involucrada en el tema de estudio crezca y se apoye cada vez mas en referentes
matematicos validados. Consideramos que la introduccién en el ambiente de
aprendizaje de artefactos culturales, en los que subyacen nociones, relaciones y
procesos matematicos, como origen o0 sustento material de las actividades en el
aula, constituye una alternativa coherente con las hipétesis que la perspectiva
sociocultural plantea, en otras palabras, suponemos que la presencia de tales
artefactos estimula la comunicacién y la reflexion en torno a los contenidos
matematicos que emergen en la actividad misma, dando oportunidad a los
participantes de hacer explicitos sus entendimientos y de negociar los significados

atribuidos a los referentes puestos en juego.

De cualquier manera, es importante también considerar que no es soOlo esta

presencia y la interaccion que mediante ésta se genere lo que permite a los

participantes apropiarse de significados y construir conocimientos. Aunque se

asume la existencia de una relacion positiva entre la participacion activa en los

procesos sociales en el aula y el desarrollo matematico conceptual (Krummheuer,

1995), la relacion entre interaccion social y construccion de conocimiento se
considera como una relacion indirecta:

la interaccion social no es un vehiculo que transforme conocimiento

‘objetivo’ en conocimiento subjetivo. Pero la interaccion social hace posible

que las ideas subjetivas lleguen a ser compatibles con la cultura y con el

conocimiento intersubjetivo como las matematicas. (Voigt, 1996, p. 30)
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2.3. Los objetos matemaéticos

La posibilidad de experimentar objetos, nociones 0 procesos matematicos
mediante la utilizacion de artefactos culturales, tratese, e.g., de medios
informaticos o de objetos concretos, da lugar a la elaboracion y apropiacion de
modelos fisicos y cognitivos, representaciones externas e internas asociadas a las
ideas matematicas en juego. La transformacién y manipulacion de tales modelos
hace surgir la posibilidad de estructurar procesos de pensamiento. Esta es quiza
una de las premisas basicas de la aproximaciéon mediante el uso de herramientas
instruccionales al aprendizaje de matematicas. Mariotti (2002) cita a Noss y Hoyles
(1996), para sefialar que es necesario considerar los objetos matematicos
“abstractos” desde una perspectiva en la que éstos poseen una conexion
fundamental con objetos tangibles o sensoriales, de manera que un objeto
matematico tiene también cierta calidad de concreto que no es una propiedad en
si del objeto, sino mas bien una propiedad de una relacién de la persona con el
objeto a través de sus modelos o de sus representaciones: “La abstraccién debe
ser considerada no tanto como un paso hacia arriba, sino mas bien como un
entretejido de teorias, experiencias, y fragmentos de conocimiento previamente
desconectados incluyendo conocimientos matematicos.” (Citado en Mariotti, 2002,
p. 698).
En este sentido los conceptos matematicos son “abstracciones concretas”
porque reflejan y reconstruyen la naturaleza sistematica e interconectada de
los objetos reales... De hecho el interjuego entre abstracto y concreto es
una fuente de significado en una redefinicion continua en la que actividades
abstractas y concretas son mutuamente constitutivas. (Mariotti, 2002, p.
699).

Esta perspectiva promueve el proceso de abstraccion matematica a partir del

soporte de experiencias sensoriales o, citando nuevamente a Noss y Hoyles,

“desde esta perspectiva fluye el corolario educativo de que seria posible disefiar
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ambientes educativos en los cuales los procesos de abstraccion lleguen a ser

parte de la experiencia vivida en la cultura.” (Citado en Mariotti, 2002, p. 699).

A continuacién se presentan dos esquemas tedricos, en el primero Sfard (1991)
plantea la dualidad de los conceptos matematicos como procesos y como objetos,
proponiendo que en la formacion cognitiva de éstos la concepcidon operacional es
previa a la estructural. En el segundo esquema Sangaré (1999) presenta una
caracterizacion de los diferentes niveles en los que se podria ubicar una
conceptualizacion de las transformaciones geométricas. Consideramos ambos
esquemas Uutiles para discutir acerca de las formas en que los participantes en
nuestro estudio empirico conciben las transformaciones geométricas, incluyendo

en esto al tipo de actividades de aprendizaje realizadas.

2.3.1. EI desarrollo de las concepciones personales de los objetos

matematicos

Para Sfard (1991), las nociones matematicas abstractas pueden ser concebidas
en dos formas fundamentalmente diferentes: estructuralmente, como objetos, y
operacionalmente, como procesos. Ambas aproximaciones son complementarias.
Sfard se apoya en la revisién histérica del desarrollo de algunas nociones
matematicas y en el desarrollo de esquemas cognitivos, para proponer un
esquema de aprendizaje de los conceptos matematicos, asumiendo que, para la
mayoria de la gente, la concepcion operacional representa el primer paso en la

adquisicién de una nueva nocidon matematica.

La palabra concepto (o nocion) se refiere a una idea matematica en su forma
oficial, “como un constructo tedrico, dentro del ‘universo formal del conocimiento
matematico” (Sfard, 1991, p. 3); mientras que el grupo completo de
representaciones internas y asociaciones evocadas por el concepto, su
contraparte en el “universo interno, subjetivo del conocimiento humano” (idem.) es

referida como una concepcion. Las concepciones que las personas desarrollan de

43



los objetos matematicos poseen una naturaleza dual: se conciben
estructuralmente, como objetos, y se conciben también operacionalmente, como
procesos. El desarrollo histérico de la nociébn de numero muestra un estrecho
vinculo entre ambas formas de concebir diferentes clases (o subclases) de
nameros a partir del proceso “natural” de conteo; la simetria puede ser concebida
como una propiedad estatica de una forma geométrica, pero también como una
clase de transformacién o mapeo; de manera semejante, el concepto de funcion
posee un caracter operacional en el sentido de procesos computacionales, o en el
sentido de un método que permite transitar de un sistema a otro, y también posee
un caracter estructural en el sentido de un conjunto de pares ordenados. Sfard
sefiala que, de acuerdo con lo que ya se sabe de la codificacion interna, los
conceptos matematicos algunas veces son representados internamente mediante
la ayuda de “imagenes mentales”, mientras que en otras ocasiones las mismas
ideas son manejadas a través de representaciones verbales. Las imagenes
mentales, siendo compactas e integradoras, parecen apoyar la concepcién
estructural. La visualizacion, por lo tanto, hace las ideas abstractas mas tangibles

y promueve su tratamiento casi como si fuesen entidades materiales.

Sfard desarrolla su propuesta asumiendo que la concepcién operacional precede,

en términos generales, a la concepcion estructural:
Si la conjetura sobre los origenes operacionales de los objetos matematicos
es cierta, entonces primero debe haber un proceso desarrollado sobre los
objetos ya familiares, después debe surgir la idea de convertir estos
procesos en una entidad autonoma, y finalmente debe adquirirse la
habilidad de ver esta nueva entidad como un todo integrado, tal como un
objeto. (Ibid. p. 18)

Estas tres fases se denominan interiorizacion, condensacion y reificacion,
respectivamente. Sin embargo, surge una dificultad metodolégica que consiste en
poder determinar o diagnosticar los diferentes estados en el desarrollo conceptual

de un estudiante:



Parece que no tenemos mas opcion que describir cada fase de la formacion
de los objetos abstractos en términos de caracteristicas externas tales
como comportamientos, actitudes y habilidades de los estudiantes. Es
probable que la especificacion resultante sea suficientemente clara como
para diagnosticar, y quizd aun medir, la habilidad de un estudiante para

pensar estructuralmente acerca de un concepto. (idem.)

Sfard describe cada una de esas fases de la manera siguiente:

Interiorizacion:
En la fase de interiorizacion un aprendiz adquiere conocimiento de los
procesos que eventualmente daran origen a un nuevo concepto... Estos
procesos son operaciones desarrolladas sobre objetos matematicos de bajo
nivel. Gradualmente el aprendiz llega a ser suficientemente habil para llevar
a cabo esos procesos. El término interiorizacion se usa aqui en el sentido
que le dio Piaget (1970, p. 14): diremos que un proceso ha sido
interiorizado si “puede ser llevado a cabo a través de representaciones
[mentales]”, de manera que ya no es indispensable realizarlo
concretamente para que sea considerado, analizado y comparado. (Ibid. p.
18)

Condensacion:
La fase de condensacion es un periodo de integracion de largas secuencias
de operaciones en unidades mas manejables. En esta fase una persona
llega a ser cada vez mas capaz de pensar acerca de un proceso dado como
un todo, sin sentir urgencia para entrar en detalles... desde ese momento el
aprendiz se referird al proceso en términos de relaciones entrada-salida
mas que por la indicacion de operaciones cualesquiera... Cualquier
dificultad para indicar el resultado de un proceso subyacente (como el caso
de sustraer un nimero de otro mas pequefio, cuando sdélo se conocen los
nameros sin signo) servira como un detonador adicional para la idea de una
nueva entidad matematica. Gracias a la condensacion llega a ser mucho

mas facil combinar el proceso con otros procesos, hacer comparaciones, y
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generalizar. Un progreso en la condensacion se manifestara también en la
facilidad creciente para alternar entre diferentes representaciones del
concepto... En el caso del concepto de funciéon, mientras mas capaz sea la
persona de jugar con un mapeo como un todo, sin examinar realmente sus
valores especificos, se considerard a la persona mas avanzada en el
proceso de condensacion. Eventualmente, el aprendiz puede investigar
funciones, dibujar sus graficas, combinar parejas de funciones (e.g. por
composicion), aun encontrar la inversa de una funcién dada. (Ibid., p.19)
Reificacion:

La fase de condensacion dura tanto como la nueva entidad permanece
estrechamente conectada a cierto proceso. Sélo cuando una persona llega
a ser capaz de concebir la nocién como un objeto totalmente encarnado,
diremos que el concepto ha sido reificado. La reificacion, por lo tanto, se
define como un cambio ontolégico — una repentina habilidad de ver algo
familiar bajo una luz totalmente nueva. Asi, mientras la interiorizacion y la
condensacion son cambios graduales, cuantitativos mas que cualitativos, la
reificacion es un salto cuantico instantaneo, un proceso solidificado en un
objeto, en una estructura abstracta. Varias representaciones del concepto
llegan a estar seménticamente unificadas por este constructo abstracto
puramente imaginario. La nueva identidad es pronto separada del proceso
que la produce y comienza a extraer su significado del hecho de constituirse
en un miembro de una cierta categoria. En cierto punto, esta categoria, mas
gue cualquier clase de construccion concreta, llega a ser la base ultima
para afirmar la existencia del nuevo objeto. Una persona puede investigar
propiedades generales de tal categoria y varias relaciones entre sus
representaciones. Esa persona puede resolver problemas que involucran
hallar todos los casos que satisfacen una condicion dada. A partir del
concepto reificado pueden construirse nuevos objetos matematicos... La
fase de reificacion es el punto donde comienza la interiorizacion de
conceptos de nivel superior (aquellos que se originan en procesos

desarrollados sobre el objeto en cuestion)... En el caso de las funciones, la
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reificacion puede ser evidenciada por la competencia en la resolucién de
ecuaciones en las que las “incognitas” son funciones (ecuaciones
diferenciales y funcionales, ecuaciones con parametros), por la habilidad de
hablar acerca de propiedades generales de diferentes procesos
desarrollados sobre funciones (tales como la composicién o inversion) y por
el reconocimiento ultimo de que ‘la posibilidad de numerar sus elementos’
(computability) no es una caracteristica necesaria de los conjuntos de pares
ordenados que son considerados como funciones. (Ibid. p. 20)

El caracter jerarquico del modelo esta implicito en la naturaleza de cada una de
las fases, sin embargo, Sfard sefiala también que pueden existir rutas alternas a la
gue el esquema propone, como la tendencia a identificar una nocion dada con
alguna de sus representaciones. El modelo se concibe también como un modelo
recursivo, es decir, una vez alcanzado cierto nivel de reificacion, el objeto
producido pudiera promover un nuevo proceso a ser interiorizado. Para Sfard un
aspecto sumamente importante, ligado a éste esquema, radica en el papel
potencial de los nombres, los simbolos, las graficas y otras representaciones para
alcanzar las fases de condensacion y reificacion, aspecto que si bien ya ha sido
estudiado (y que desde la perspectiva histérica puede quedar suficientemente
justificado), requiere mayor investigacién empirica. Por ultimo, Sfard sefiala que la
mayoria de sus afirmaciones respecto a su propuesta, son analiticas mas que
sintéticas, de manera general:
El modelo de adquisicion de conceptos presentado ha sido deducido desde
una conjetura basica — de la tesis de los origenes operacionales de los
objetos matematicos. Como tantas otras ideas aportadas por quienes aun
creen en un marco tedrico para la investigacion cognitiva, nuestro esquema

trifasico tiene un caracter altamente especulativo. (lbid. p. 21)
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2.3.2. Los diferentes niveles de aprehensiéon de las transformaciones

geomeétricas

Sangaré (1999) lleva a cabo un estudio en el cual utliza la clasificacion
inicialmente propuesta por Grenier y Laborde (1988) y complementada con la
aportacion de Jahn (1998), para determinar el nivel de aprehension o la
conceptualizacion que los estudiantes de secundaria pueden desarrollar en
relacion a las transformaciones geométricas. Estos niveles de aprehension son los

siguientes:

Nivel 1. La transformacién es considerada “como una relacion entre dos

configuraciones geométricas o una relacion entre dos partes de una misma

configuracion” (Sangaré, 1999, p. 29). El caracter funcional esta ausente.

- Nivel 2. La transformacion es considerada como una aplicacion puntual del
plano sobre si mismo (se trata de la transformacién como objeto funcional).

- Nivel 3. La transformacion es considerada como una herramienta funcional
con la finalidad de poner en evidencia invariantes o con la finalidad de
resolver problemas.

- Nivel 4. La transformacion es considerada como el elemento de un grupo

(las transformaciones se componen y se comparan, ellas forman grupos de

transformaciones). Este cuarto nivel es propuesto por Jahn y, desde el

punto de vista de Sangaré, esta asociado con un estado transfigural y

caracterizado por la estructura de conjunto.

Esta jerarquia sugiere que los niveles evolucionan desde un dominio espacio-
grafico de la aprehension de las transformaciones referido directamente a los
elementos geométricos euclidianos involucrados en la transformacion, hacia una
aprehension funcional (correspondencias biunivocas entre puntos del plano) y
hacia una aprehension conceptual (0o dominio tedrico) de la transformacién que
permite utilizarla como objeto y herramienta matematica en situaciones que se

reconocen como un caso de la transformacion en juego. En el cuarto nivel la
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aprehension de las transformaciones geomeétricas adquiere un caracter estructural,

desde un punto de vista matematico.

La expresion “elemento caracteristico” de una transformacion es una expresion de
uso corriente en los manuales y en las practicas de clase para designar el, o los
objetos geométricos que caracterizan una transformacion plana. Se trata por
ejemplo:

- para una proyeccion paralela, de la direccidén y de la recta de proyeccion;

- para una simetria central, del centro de simetria;

- para una homotecia, del centro de homotecia y de la razén de homotecia.
Sangaré se interesa particularmente en estos objetos porque estan en el centro de
la ensefanza y el aprendizaje de las transformaciones de, es decir, en el nivel
donde éstas se consideran como “relacion entre dos partes de una configuracion o
relaciones entre dos configuraciones distintas.” (idem.) Para este investigador, es
posible distinguir el papel de estos elementos caracteristicos en las actividades de
aprendizaje que comunmente se proponen en el estudio de las transformaciones:

En los problemas de construccion de transformados de puntos o de figuras,
ellos juegan el papel de primitivos en los algoritmos de construccion. En los
problemas de reconocimiento o de caracterizacion de las transformaciones
de figuras, ellos son constitutivos de estructuras de control en razén de su
caracter de invariantes en el paso de la figura objeto a la figura imagen.
(Sangaré, 1999, p. 30)

Sangaré divide los elementos caracteristicos en dos categorias:

- Elementos caracteristicos de posicion: punto (llamando generalmente
centro) y recta (llamada generalmente eje). Se trata de un objeto
geométrico del plano en el que la aprehension en el dominio espacio-grafico
se hace respecto a la unicidad de su representante y a la unicidad de su
posicion.

- Elementos caracteristicos de relacion: direccion de rectas, vector, razon,

angulo. Se trata de un objeto geométrico del plano en el que la aprehension
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en el dominio espacio-grafico se hace respecto a la pluralidad de su

representante y a la variabilidad de su posicion.

La formulacién de estas definiciones en referencia al dominio espacio-gréafico se
debe al interés de la investigacion de Sangaré, en la que las transformaciones son
descubiertas a través de su accion sobre las figuras. Cabe sefalar que en nuestro
caso, los guiones de actividades con los que han trabajado los estudiantes estan
orientados en este sentido, es decir, también se trata de que ellos descubran las
transformaciones a través de su accion sobre las figuras, tal accion esta mediada
por las herramientas utilizadas, Cabri y las maquinas matematicas, y es por medio
de la exploracién tanto de las herramientas en si mismas, como de lo que éstas
producen, que se procura la generacion de un campo de experiencia de las

transformaciones geométricas.

Sin embargo, en nuestro proyecto de investigacion es de interés indagar en la
evolucion de las conceptualizaciones que tienen los estudiantes respecto a las
transformaciones geomeétricas en relacion con las actividades y las herramientas
instruccionales puestas en juego. Nos interesa también determinar si el escenario
de ensefanza-aprendizaje puesto en marcha es adecuado para que los

" referida a

estudiantes lleguen a construir una “organizacién local de un campo
las transformaciones geométricas del plano, y mediante la cual puedan establecer

conjeturas plausibles y avanzar en procesos de validacion.
2.3.3. Discusion
Un cuestionamiento que surge de esta exposicion es el siguiente: ¢ Existe alguna

relacion entre el esquema de Sfard y los niveles jerarquizados de aprehension de

las transformaciones geométricas que propone Sangare?

® Freudenthal (1973) se refiere con este término al hecho, observado en el &mbito escolar, que consiste en que
los estudiantes analizan los conceptos y |as relaciones geométricas a partir de una base empiricamente
elaborada o, dicho de otra manera, apoyada en hechos geométricos suficientemente conocidos. Lo cual no se
opone a que los estudiantes deban reconocer, con posterioridad, la necesidad de establecer una base esencial,
desde la cual sea posible validar un conjunto mas amplio de proposiciones.
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Ambos esquemas se refieren a un proceso evolutivo de conceptos matematicos,
nos parece que ambos parten de la realizacion concreta de procesos o de
procedimientos en los que subyace un concepto o una nocion matematica, es
decir, en ambos se propone a la experiencia como el primer peldafio en la
construccion de un concepto, es la ejecucion de ciertas operaciones lo que
permitira avanzar hacia la abstraccion del concepto implicado. Puesto que el
esquema de Sfard es un esquema general, podemos suponer también, que éste
podria explicar los niveles que Sangaré describe, sin embargo, o que nos parece
mas util, desde nuestra punto de vista, es que la conjuncién de ambos esquemas
nos da la posibilidad de hablar de la evolucion de las conceptualizaciones respecto
a las transformaciones geométricas, tanto desde la perspectiva del cambio en la
forma en que se concibe una cierta transformacién geométrica, como desde la
perspectiva del efecto de la mediacion ejercida por el ambiente de aprendizaje en
esa evolucion. Consideramos que la propuesta de Sfard proporciona una vision
gue puede enriquecer nuestro entendimiento de la forma en que operan esos

cambios en las conceptualizaciones.

En conclusion, el esquema que propone Sfard para la apropiacion de nociones o
conceptos matematicos se considera adecuado para analizar el trabajo de los
estudiantes dentro del campo de experiencia de las transformaciones geométricas.
El modelo presenta una alternativa interesante para estudiar con mas detalle el
proceso de internalizacion’® de objetos y procesos geométricos a partir de la
utilizacion de las herramientas o artefactos culturales por los estudiantes.
Suponemos que este proceso genera, en el contexto interno de cada participante,
signos o0 instrumentos de mediacion semiotica, dandoles la oportunidad de
avanzar en sus propios procesos de validacion matematica. Suponemos también
que el desarrollo de un campo de experiencia de las transformaciones
geométricas facilitar4, en el desempefio de los estudiantes, el desarrollo de

procesos de conjetura, argumentacion y prueba, en los que los elementos y los

19 Respecto a posible conflicto del esquema de Sfard, apoyado en la nocién piagetiana de interiorizacion, con
la nocién de internalizacion que corresponde propiamente a marco de la psicologia vyvotskyana, y que
hemos adoptado también en este trabajo, presentamos una discusion en el apartado 2.5.5.
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invariantes caracteristicos de cada transformacion puedan ayudarles a formular

argumentos o justificaciones relativas a sus propias afirmaciones.

2.4. Racionalidad matemaéatica

Esta discusion se circunscribe dentro del contexto amplio que representa la
investigacion en torno a los aspectos didacticos y epistemolégicos de la prueba o
la justificacion matematica, dado que al hablar en este documento de racionalidad
matematica se esta haciendo referencia al desarrollo de capacidades intelectuales
para establecer y para comunicar la certeza o la validez de una proposicion

matematica.

Un aspecto que da cuenta de un aprendizaje significativo de matematicas es el
gue se refiere a la justificacion de los conocimientos y de las afirmaciones que van
conformando ese proceso, la justificacidn confiere certidumbre y validez a tales
conocimientos. Académicamente, la justificacion se establece de manera plena
mediante la demostracion, y si bien nunca ha existido un conjunto Unico de
criterios universalmente aceptados para establecer la validez de una demostracion
(Hanna y Jahnke, 1996), las comunidades matematicas profesionales llegan a
acordar criterios que les permiten definir lo que constituye una prueba matematica
valida (Diaz Godino y Recio, 1997).

Si bien en el ambito escolar, dependiendo del nivel y de los objetivos curriculares,
se recurre en mayor o menor grado a la prueba deductiva, la justificacién parece
responder frecuentemente a criterios de autoridad, esencialmente la del maestro
(Ernest, 1998), o bien a un tipo de plausibilidad empirica (Voigt, 1994), otorgando
poca atencion a otras alternativas que podrian dirigirse a la comprension profunda
y a la certidumbre de la validez matematica de una afirmacion o de un resultado, y
gue podrian estimular de manera importante el desarrollo de una racionalidad
matematica que pueda ser comunicada y compartida, ejemplos de estas posibles

alternativas son: el razonamiento transformacional, como una forma de
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razonamiento que no se ajusta completamente a las formas de razonamiento
matematico “tipicas”, en Simon (1996); los “momentos magicos” o de comprension
profunda, cuando la actividad en el salén de clases lleva a los estudiantes a
integrase en una comunidad de investigacion, en Barnes (2000); o los hallazgos
de Cobo y Fortuny (2000) en relacién a la influencia de la interaccion entre
estudiantes en su desarrollo cognitivo al resolver problemas de comparacion de
areas. Para Voigt (1994) una parte esencial de la formacion matematica escolar
debera atender el desarrollo de los estudiantes en la transicion de un tipo de
racionalidad empirica, sustentada en la constatacion ostensiva de alguna
propiedad, alguna afirmacion o algun hecho matematico, a una racionalidad
matematica, es decir, un tipo de racionalidad tedrica:
Aunque la plausibilidad empirica puede representar razones matematicas
intrinsecas, los estudiantes deben llegar a familiarizarse con la racionalidad
matematica. Por lo tanto el maestro debe asegurar que los estudiantes no
restrinjan su pensamiento a la evidencia empirica que es obvia para ellos. A
través de los procesos de negociacion de lo que cuenta como una razon, el
maestro puede estimular a los estudiantes a desarrollar un significado del
razonamiento tedrico aun si las razones empiricas son convincentes y

parecen ser suficientes. (Voigt, 1994, p. 280).

La justificacion matematica en el salén de clases es motivo de investigacion desde

diversos enfoques, algunos de éstos seran revisados en los siguientes apartados.

2.4.1. El nivel de comprensién-conceptualizacién de lo que significa una

explicacion y una justificacion matematica aceptable

Visto como un acto comunicativo, la explicacion tiene como su propdsito clarificar
aspectos del propio pensamiento que podrian no ser claros para otros.
Consecuentemente lo que se ofrece como una explicacion es relativo a lo que se

percibe como las expectativas de los otros. Yackel y Cobb (1996) distinguen tres
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diferentes niveles en el entendimiento de los estudiantes de lo que es una

explicacion aceptable relativa a un resultado o a una afirmaciéon matematica:

- Un fundamento matematico para las explicaciones. En el primer nivel, las
explicaciones pueden tener un fundamento social mas que matematico. Los
estudiantes acostumbrados a confiar en razones basadas en la autoridad, al iniciar
sSu experiencia en un tipo de instruccion basada en la indagacién, tienen pocos
fundamentos para saber que tipos de razones pueden ser aceptables, este
problema no es trivial y frecuentemente un estudiante puede recurrir a algun tipo

de estatus (social, convencional o de otro tipo) para justificar su respuesta.

- Las explicaciones como descripciones de acciones sobre objetos matematicos
experiencialmente reales. En el segundo nivel, los estudiantes son capaces de
transformar explicaciones de naturaleza procedimental, surgidas en la interaccion
en la clase, en explicaciones conceptuales sobre objetos mateméaticos percibidos
significativamente y no s6lo como meros simbolos. Estas transformaciones inician
como desafios a las explicaciones dadas por los otros y dan pie a la negociacion
de lo que es aceptable como una explicacibn matematica. Una norma socio-
matematica importante que surge en la actividad en el aula en un ambiente de
indagacion es que las explicaciones deben describir acciones sobre los objetos
matematicos. Este tipo de acuerdos evolucionan en el transcurso del periodo

escolar.

- Las explicaciones como objetos de reflexion. Cuando los estudiantes comienzan
a considerar que tan adecuada es una explicacion para los otros miembros de la
comunidad, mas que para si mismos, la explicacion llega a ser en si misma el
objeto del discurso. En la misma forma en que ser capaces de ver una entidad
mateméatica como objeto y como proceso indica un entendimiento mas profundo
de ella, tomar una explicacion como objeto de reflexion indica un entendimiento

mas profundo de lo que constituye la explicacion.



Para Yackel y Cobb (1996), un aspecto esencial de la evolucion de las
explicaciones y de las justificaciones que los estudiantes pueden producir y
aceptar estd en las normas socio-mateméaticas que se constituyen como aspectos
intrinsecos de la micro-cultura del sal6n de clases de matematicas y que tratan
con las cualidades matematicas de las soluciones: similitudes, diferencias,
sofisticacion y eficiencia, ademas de las formas de juicio que dan cuenta de la
pertinencia de un explicacion matematica. Lo que llega a ser matematicamente
normativo en el saléon de clases esta constrefiido por las metas, creencias,
suposiciones y asunciones de los participantes. Al mismo tiempo estas metas y
entendimientos ampliamente implicitos estan influenciados por lo que se ha
legitimizado como una actividad matematica aceptable. Las normas sociales y
socio-matematicas que se relacionan a la explicacion y la justificacion incluyen que
los estudiantes expliquen y justifiguen su pensamiento, que ellos escuchen e
intenten dar sentido a las explicaciones de los otros, y que las explicaciones

describan acciones sobre objetos que sean experiencialmente reales para ellos.

Estos entendimientos normativos son continuamente regenerados y modificados
por estudiantes y maestro a través de sus interacciones continuas. El desarrollo de
ésta base comun para la comunicacibn matematica, estimula el desarrollo de
procesos de argumentacion de nivel superior. De manera reciproca, el
enriquecimiento de los procesos argumentativos amplia y estructura la base
comun para la comunicacion. Metodolégicamente, tanto las normas sociales en
general como las normas socio-matematicas se infieren al identificar regularidades

en los patrones de interaccion social.

2.4.2. La pruebaen la clase de matematicas

Siguiendo la propuesta de Balacheff (1987), una explicacion es un discurso con el
que el sujeto trata de hacer entendible el caracter de verdad de una proposicién o
de un resultado. Una prueba es una explicacion aceptada por una comunidad
dada en un momento dado. Mientras que una demostracién es un tipo de prueba
aceptada en el seno de la comunidad matematica. La palabra razonamiento
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designa “...la actividad intelectual, la mayor parte del tiempo no explicita, que
consiste en la manipulacion de informaciones para producir, a partir de datos,
nuevas informaciones.” (Balacheff, 1987, p. 148). Existen, entonces, diferentes
tipos de racionalidad (véase el apartado 2.1.1. de este documento) que los propios
estudiantes ponen en juego para validar afirmaciones matematicas, estos
diferentes tipos de racionalidad muestran formas de entendimiento de las
relaciones matematicas involucradas y niveles de desarrollo de sus capacidades

para enfrentar situaciones de validacion.

Herbst (2000) propone considerar el salén de clase de matematicas como un sitio
cognitivo: “Una clase de ecosistema que produce sus propios objetos de
conocimiento y, uno esperaria, sus propios codigos de comunicacion, formas
sustanciales de argumentacion, teorias nativas, y dispositivos de inscripcion y
memoria.” (p. 2). Asi, las pruebas matematicas puestas en marcha en la clase
estan condicionadas tanto por la cognicion de los sujetos involucrados, como por
la estructura del conocimiento a ser ensefiado, pero son irreducibles a cualquiera
de esos factores. Desde esta perspectiva, la prueba puede constituirse en:
Una herramienta prospectiva y retrospectiva para el control publico de la
produccion de conocimiento: Lo que cuenta como prueba depende de lo
qgue esta siendo (y es) hecho y conocido en varios niveles de actividad
cognitiva (problemas, proposiciones, modelos y teorias)... El reconocimiento
de las condiciones bajo las cuales una afirmacion es formulada y de la
validez de su “prueba”’” depende de las concepciones que se estén
manejando y de las que se mantengan al margen. (Ibid. p. 4)

La relacion entre validacion y prueba se plantea entonces en términos de una
dinamica de desarrollo del conocimiento matemético, en la que existe una
concepcion “situacional” de la prueba de manera que tal concepcion esta en
funcién de las posibilidades y las capacidades de los estudiantes'. La prueba

como medio de validacién tendra un sentido convencional y cultural referido

1 Freudenthal (1973) habia ya considerado la existencia de diferentes niveles de rigor en las pruebas, tanto en
el desarrollo histérico de las mateméticas, como en € desarrollo individual de los estudiantes de mateméticas.
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especificamente a la comunidad de aprendizaje en la que surge. Sin embargo, el
significado del conocimiento matematico elaborado necesariamente debe estar
coordinado con el significado institucionalizado, la prueba constituye un medio por

el cual esta coordinacion entre significados avanza.

Esta postura ante el significado de la prueba tiene sustento también en el

guehacer matematico profesional, como lo indica la aseveraciéon de Polya:
El resultado del trabajo creativo del matemético es el razonamiento
demostrativo, una prueba, pero la prueba es descubierta por razonamiento
plausible, por conjetura o suposicion... si el aprendizaje de matematicas
tiene algo que ver con el descubrimiento de matematicas, al estudiante se
le debe dar la oportunidad de hacer problemas en los cuales primero
conjeture y después pruebe algan hecho mateméatico en un nivel
apropiado.” (Citado en Schoenfeld, 1992, p. 339).

Aqui también es patente la importancia de considerar diferentes niveles o estados
de prueba, en términos de los recursos cognitivos, linguisticos y experienciales, de
gue disponen los estudiantes en una situacion especifica. Citando nuevamente a
Balacheff (1987), podriamos hablar de manera general de procesos de validacion,
como “...la elaboracion de pruebas en todos los ordenes.” (p. 151).

Se trata entonces de enfocar nuestra investigacion hacia el desempefio de los
estudiantes en el nivel de validaciéon que se centra en la fundamentacion de los
hechos matematicos, es decir, un nivel de validacién en el que se busca dar
respuestas matematicas o tedricas a la pregunta ¢ Por qué es un hecho cierto?, el
cual se distingue, segun Mariotti et al. (1997), de un primer nivel en el que se
busca solo constatar la certeza de un hecho matemético, y de un tercer nivel
referido al de la construccion de pruebas formales, separadas de la semantica de
la proposicion matematica en juego. Asi, antes que pretender que los estudiantes
elaboren pruebas matematicas formales, se considera necesario que ellos se

involucren en una actividad matematica de indagacion y de elaboracion de
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conjeturas y que generen argumentos que correspondan con una racionalidad
matematica, argumentos que prefiguren un razonamiento teorico, con la cual sea
posible justificar la validez de una soluciébn o de una aseveracidbn matematica

dentro de una teoria de referencia.

2.4.3. Racionalidad matematica en ambientes de aprendizaje enriquecidos

Una forma plausible de alentar el desarrollo de una racionalidad matematica es la
de enriquecer la experiencia matematica de los estudiantes (Hershkowitz y
Schwarz, 1999; Balacheff y Kaput, 1996). La caracteristica esencial de un
ambiente de aprendizaje enriquecido es la disponibilidad de recursos que proveen
de diversas representaciones mateméticas referidas a un mismo concepto, o bien
a una clase de conceptos, y que estimulan su propia integracion semiética. Otro
aspecto destacable de la utilizacion de artefactos culturales y herramientas
computacionales es que “...éstos permiten el establecimiento de practicas y bases
compartidas para la comunicacion matemaética en las explicaciones y las
justificaciones” (Hershkowitz y Schwarz, 1999, p. 151). Esta idea también tiene
relacion con la didactica de las ciencias experimentales, en la que se recurre a
introducir a los estudiantes en las etapas fundamentales del método cientifico
(observar, experimentar, inferir o hipotetizar, verificar y validar) como una parte
sustancial del aprendizaje. Si bien no se pretende proponer que la matematica
como ciencia funcione de idéntica manera que las ciencias experimentales, si se
trata de hacer énfasis en el caracter experimental que la matematica puede tener,
sobre todo cuando se dispone de recursos o medios para el aprendizaje que
permiten explorar nociones, relaciones y propiedades. Esta intencion de explotar
experimentalmente las matematicas tiene por objetivo que los estudiantes
descubran patrones o invariantes, algo que se considera parte esencial de lo que
significa hacer matematicas (Souviney, 1989; Schoenfeld, 1992), con la finalidad
(en nuestro caso) de que se involucren en situaciones de validacion. Desde esta
perspectiva, el proceso de avanzar en la elaboracion de una prueba tiene el papel

principal de profundizar la comprension de las nociones y las propiedades
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matematicas en juego, asi como la de fundamentar los resultados y las
afirmaciones producidas. Se trata de aprovechar la contribucibn mas significativa
de la prueba a la formacion matematica de los estudiantes, que es la
comunicaciéon del entendimiento matematico (Hanna y Jahnke, 1996; De Villiers,
1998).

En particular, los recursos utilizados en nuestro proyecto de investigacion
consisten en artefactos culturales (Hoyos, 2003-b; Mariotti, 2002) considerados
como herramientas de aprendizaje o herramientas instruccionales (Meira, 1998)
por medio de las cuales es posible indagar las propiedades matematicas que
definen a las transformaciones geométricas elementales. El software de geometria
dinamica Cabri permite construir las transformaciones geométricas de diversos
objetos y asociar a los elementos geométricos involucrados una terminologia
funcional. A su vez, las maquinas matematicas articuladas o pantégrafos para las
transformaciones geométricas funcionan bajo los principios teoricos de éstas,
proporcionando un medio material en el que es posible indagar acerca de esos
principios o relacionarlos con las propiedades métricas y mecanicas de las

maguinas mismas.

2.4.4. Unidad cognitiva de un teorema

En investigaciones enfocadas a determinar los limites y los alcances de la
ensefianza y el aprendizaje de la prueba se ha hecho patente la importancia del
involucramiento de los estudiantes en dos etapas de un solo proceso, que en el
tratamiento tradicional de este aspecto del curriculo cominmente quedan aislados
(o bien el proceso mismo queda incompleto): la produccion de una conjetura y la
construccion de una prueba. Existen investigaciones (Mariotti et al., 1997, Garuti et
al., 1998) que muestran la importancia del establecimiento intencional y conciente
de vinculos entre los argumentos con los que se trata de dar plausibilidad a una
conjetura matematica, obtenida mediante exploracion y experimentacion dinamica

de la situacion bajo estudio, y los argumentos o las justificaciones que conducen a
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fundamentar mediante un tipo de razonamiento tedrico la validez o la certeza de
esa conjetura, convertida asi en una afirmacién matematica. Este proceso requiere
ademas, como las investigaciones mismas lo enfatizan, de una teoria matematica

de referencia que sustente las argumentaciones externadas.

La nocién de unidad cognitiva de un teorema fue propuesta inicialmente por Boero
et al. (1996) como una hipoétesis de trabajo que permitiera esclarecer aspectos
didacticos referidos a la posible continuidad cognitiva entre el proceso de
produccion de la afirmacién y el proceso de prueba: “Un rasgo caracteristico de la
produccion de teoremas es la amalgama entre el enfoque progresivo de la
afirmacion y la actividad argumentativa dirigida a justificar su plausibilidad.” (Boero
et al., 1996, p. 114). Esto no soOlo es observable entre los mateméaticos
profesionales y a través del desarrollo historico de las matematicas, sino también
entre los estudiantes.
La produccion de una hipétesis o una conjetura consiste de una seleccién
argumentada (instada por un cuestionamiento hecho por el estudiante
mismo o por otros) entre posibles alternativas con un margen de
incertidumbre, asi como de su validez, que puede ser resuelta a través de
un razonamiento sistematicamente organizado o de un contraejemplo

(verificacion de la hipétesis). (idem.)

Para este grupo de investigadores ha sido posible constatar que los estudiantes
recurren a los argumentos presentados para convencer de la plausibilidad de un
resultado o de una conjetura con la finalidad de elaborar una prueba matemética
de esa conjetura en una fase posterior. Para fines de investigacion, La unidad
cognitiva de un teorema ha sido formulada de la siguiente manera:
Durante la produccion de la conjetura, el (la) estudiante progresivamente
resuelve su aseveracion a través de una actividad argumentativa intensa
funcionalmente entremezclada con la justificacion de la plausibilidad de la
alternativa seleccionada. Durante la etapa subsecuente de prueba de la

afirmacion, el (la) estudiante se involucra en este proceso de manera
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coherente, organizando algunos de los argumentos previamente producidos

de acuerdo con una cadena logica. (Garuti et al., 1998, p. 1)
Uno de los resultados relevantes de estas investigaciones es que en efecto es
posible constatar la existencia de una unidad cognitiva en el proceso de elaborar
pruebas matematicas, algo que estad confirmado en el caso en el que a los
estudiantes se les da la instruccion de probar una afirmacion sin que hayan tenido
oportunidad de construirla por ellos mismos, sino que se les presenta como una
afirmacién acabada. En esta situacion:

La unidad solamente puede ser reconstruida por la re-apropiacion de la

afirmacion a través de un nuevo proceso de exploracion, es decir, la

reconstruccion del ciclo total: explorar, producir una conjetura, regresar a la

exploracion, reorganizarla dentro de una prueba. (idem.)

Se tiene entonces que un condicion necesaria para que los estudiantes se
involucren en la construccion de pruebas matematicas es la de fomentar y
mantener esa unidad cognitiva entre las dos etapas que con mas claridad se
podrian diferenciar en el proceso, la de generar conjeturas y la de elaborar

pruebas.

Es importante destacar dos aspectos dentro de la perspectiva de la prueba
matematica que la unidad cognitiva genera. Por una parte, para que esta actividad
argumentativa genere resultados significativos, se requiere el desarrollo de un
campo de experiencia (apartados 2.1.2. y 2.1.2.1. de esta tesis) comun a quienes
argumentan, es decir, quienes participan necesitan disponer de vinculos y de
recursos cognitivos y de comunicacion apropiados. Es seguramente por esto que
los estudios realizados en esta linea se enfocan a explotar la unidad cognitiva de
teoremas dentro de campos de experiencia matematica definidos, tales como la
representacion del espacio visible por medio de la perspectiva geométrica, las
sombras, la antropometria y las construcciones geomeétricas en ambiente Cabri
(Mariotti, et al., 1997). Por otra parte, es necesario también que quienes participan

dispongan de una teoria matematica de referencia. Es plausible que la
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coordinacion entre la experiencia matematica compartida y la teoria matematica

disponible posibiliten un desempefio favorable de los estudiantes involucrados en

situaciones de validacidon. Estas consideraciones nos llevan a plantear preguntas

como las siguientes:

¢,Otros dominios de la geometria euclidiana, como el de Ilas
transformaciones geométricas, pueden constituir un campo de experiencia
adecuado para el involucramiento de los estudiantes en la unidad cognitiva
de teoremas?, y si es asi: ¢ Como emplean los estudiantes las herramientas
de que disponen (el contexto externo del campo de experiencia) para
construir un teorema y una teoria de referencia para avanzar en sus

procesos de prueba?

La nocion de unidad cognitiva de un teorema ha evolucionado desde una hipoétesis

de trabajo, en el sentido de las condiciones necesarias (aunque no por ello

suficientes) para que los estudiantes se ocupen legitimamente de elaborar

argumentaciones Yy justificaciones de resultados matematicos por ellos obtenidos,

hacia una herramienta de investigacion con la cual es posible predecir e interpretar

las dificultades que los estudiantes enfrentan en el proceso de construir una

prueba matematica. EI mismo equipo de investigadores (Garuti, et al.,, 1998)

seflala que de esta manera es posible estimar la distancia entre los argumentos

gue los estudiantes producen y los argumentos necesarios para construir una

prueba:

Definimos como la separacion entre la exploracion de la afirmacion y el
proceso de prueba a la distancia entre los argumentos para dar
plausibilidad a la conjetura, producidos durante la exploracion de ésta, y los
argumentos los cuales pueden ser explotados durante el proceso de

prueba.” (p. 3)

Este grupo de investigadores trabaja con la hipotesis de que tal separacion puede

ser reducida mediante transformaciones adecuadas de la afirmacion producida, de

la forma en que se explora la situacidon o de la teoria de referencia. En este
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sentido, Bartolini (2000) propone tres condiciones necesarias para poder afirmar
gue los estudiantes estén inmersos en una actividad acorde con la unidad
cognitiva de un teorema:
- A los estudiantes se les pide producir una conjetura (no se les da una ya
elaborada);
- A los estudiantes se les pide argumentar a favor de su conjetura
apoyandose en lo que ellos saben;
- Se espera que la distancia entre los argumentos producidos por los
estudiantes y la demostracion rigurosa dentro de una teoria de referencia

sea corta. (Bartolini, 2000, p. 2)

En relacién al tercer aspecto sefialado, esta autora considera que la teoria de
referencia establece lo que se postula en el salon de clases y cuales son las
reglas de razonamiento, sin embargo, llevar el conjunto de argumentos a una
cadena logica es un asunto de construccion social bajo la guia cultural del

maestro, por medio de guiones de prueba introducidos en el aula.

Puede decirse, entonces, que la unidad cognitiva de teoremas ha sido empleada
con la intencion de aproximar a los estudiantes a la prueba matematica de manera
holistica, esto es, que los estudiantes generen conjeturas mediante la exploraciéon
y la experimentacion dinamica de situaciones potencialmente productoras de
teoremas o de resultados matematicos, que argumenten a favor de esas
conjeturas y que se establezca la plausibilidad de las conjeturas confrontando y
discutiendo los argumentos presentados; de tal manera que ellos estén en

condiciones de patrticipar en la elaboracion de pruebas.
2.4.5. Cierre
Parece cada vez mas importante para la formacidon matematica reconocer que el

razonamiento matematico no se limita a los razonamientos inductivo y deductivo.

Por el contrario, resulta pertinente asumir otras formas de tratamiento o de
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aproximacion a las proposiciones matematicas para desarrollar en los estudiantes
medios autbnomos de descubrimiento y de prueba. La prueba, como una forma
primordial de racionalidad matematica, debe ser considerada de manera dinamica,
desde esta vision se espera que el significado y el contenido mismo de la prueba
cambien en funcion de las nuevas capacidades y los nuevos entendimientos
matematicos obtenidos. Una alternativa viable a esta aproximacion la constituye el
desarrollo de campos de experiencia, con la finalidad de promover la evolucion de
los contextos internos de los estudiantes en la medida en que ellos se involucran
en el campo y pueden establecer relaciones tedricas entre los hechos
matematicos propios de éste; hechos matematicos que son reconocidos y
confirmados por medio de exploracion dindmica. La unidad cognitiva de un
teorema llama la atencién hacia el importante hecho de que los propios
estudiantes construyan la proposicion a ser demostrada; es necesario que los
estudiantes participen en los procesos de formular conjeturas y elaborar
argumentos para hacerlas plausibles, como un paso previo a la elaboracién de

una justificacion matematica.

En este proyecto de investigacion se ha considerado pertinente llevar a los
estudiantes a escenarios en los que este tipo de actividad matematica pueda ser
llevada a cabo de manera eficiente, en otras palabras, se asume que la indagacién
guiada de las propiedades matematicas que los artefactos culturales poseen o de
las que su utilizacion hace sensibles, constituye una forma adecuada para
promover el involucramiento de los estudiantes en la unidad cognitiva de

teoremas.

2.5. Mediacion semiotica

De acuerdo con Mariotti (2002), el analisis histérico y epistemolégico confirma que
el desarrollo del conocimiento matematico estd basado en una dialéctica
productiva entre teoria y practica de manera que una y otra se impulsan

mutuamente; un elemento clave de esta relacion dialéctica esta representado por



los artefactos. Los artefactos concebidos para ser usados con el objetivo de lograr
una meta especifica (referidos usualmente como artefactos técnicos) incorporan
un conocimiento tedrico para asegurar su correcto funcionamiento (p. 705). Un
ejemplo de esto lo encontramos en el trabajo de Kempe (1877) con el cual
fundamenta el funcionamiento del Inversor de Peaucellier, un eslabonamiento
mecanico originalmente creado para transformar movimiento circular en

movimiento rectilineo y viceversa.

Cuando una discusion se enfoca en una herramienta técnica o tecnologica, es
importante considerar la relacion entre como fue concebida y construida y como
fue utilizada, entre el conocimiento incorporado en ella y los esquemas de
utilizaciéon del usuario. Una perspectiva educativa también requiere que se
considere la relaciéon entre los significados que emergen del uso de la herramienta
y los significados que son culturalmente reconocibles como matematicos. Mariotti
sefiala dos niveles esenciales en cuanto a la funcién cognitiva de las
herramientas: El sujeto desarrolla esquemas de utilizacion potenciales, y entonces
la herramienta se transforma en un instrumento que puede apoyar la construccion
de significados relativos a esos esquemas de utilizacion; por otro lado la
herramienta, actuando como un mediador entre aprendices y maestro, puede ser
usada por éste para explotar estrategias de comunicacion dirigidas a guiar la
evolucion de significados dentro de la comunidad de la clase. Esto es, la
herramienta funciona como un mediador semidtico (Mariotti, 2002). Ambas
funciones pueden estar entrelazadas en la actividad en el aula, sobre todo si tal
actividad se concibe con ese fin.

2.5.1. Nocion de mediacion semiotica
La nocién de mediacion semibtica adquiere importancia en la investigacion
educativa puesto que permite enfocar los procesos de construccion de

significados, o de hacer sentido, a partir del analisis de la interaccion con

herramientas o artefactos y de la interaccién social y la comunicacion como
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promotores de la aprehension de objetos abstractos. Este enfoque esta sintetizado
en la siguiente cita:
El aprendizaje no se basa en una relacion individual inmediata a la realidad
sino mas bien en la mediacién (Vygotsky 1978) entre individuos y objetos,
llevada a cabo por medio de los artefactos —sean herramientas o sistemas
simbdlicos— creados por los seres humanos a lo largo de su desarrollo.
(Bartolini, 1993, p. 99)

Para Wertsch (1995, p. 32), el nucleo del enfoque tedrico de Vygotsky esta
constituido por tres temas:

1) la creencia en el método genético o evolutivo [entendiendo el término con
relacion a los procesos de desarrollo, tanto individual como social];

2) la tesis de que los procesos psicologicos superiores tienen su origen en
procesos sociales, y

3) la tesis de que los procesos psicolégicos pueden entenderse solamente

mediante la comprensién de los instrumentos y signos que actuan de mediadores.

Wertsch sostiene que la nocion de mediacion de signos e instrumentos es
analiticamente superior a los otros dos aspectos, dado que “...los argumentos de
Vygotsky sobre la mediacion pueden entenderse por si mismos, mientras que
muchos aspectos importantes de los otros dos temas solamente pueden
entenderse a través del concepto de mediacion.” (p. 33). Wertsch también se
refiere a la evolucién en el pensamiento de Vygotsky con respecto a la mediacion;
en ésta, el concepto pavloviano de “estimulo-medio” es reemplazado por el
concepto de signo, utilizado en el sentido de poseedor de significado. Asi, la
mediacidn es semidtica 0 esta semidticamente orientada, en la medida en que

favorece la construccion de significados.
Influenciado por los planteamientos de Engels y de Marx respecto al papel de la

actividad laboral para el desarrollo de la conciencia desde la perspectiva histérico-

social, Vygotsky puso especial interés en el papel que los instrumentos tienen en
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ese proceso, distinguiendo entre la mediacion ejercida por las herramientas fisicas
gue sirven como conductores de la influencia humana sobre el objeto de su
actividad y la mediacion ejercida por las herramientas psicoldgicas, constituidas
por signos que sirven para influir psicolégicamente en la conducta, tanto si se trata
de la conducta de otros como de la propia. A medida que enfatizaba la naturaleza
significativa y comunicativa de los signos, Vygotsky llegé a afirmar que:
Lo siguiente puede servir como ejemplo de herramientas psicoldgicas y de
sus sistemas complejos: el lenguaje; varios sistemas para contar; técnicas
mnemonicas; sistemas de simbolos algebraicos; trabajos sobre arte;
escritos; esquemas, diagramas, mapas y dibujos mecanicos; todo tipo de

signos convencionales, etc. (citado en Wertsch, 1995, p. 94).

Desde esta perspectiva, las herramientas psicologicas poseen dos caracteristicas
primordiales:

1. “...por el hecho de estar incluidas en el proceso de conducta, alteran por
completo el flujo y la estructura de las funciones psicologicas. Esto se debe a que
determinan la estructura de un nuevo acto instrumental, del mismo modo que una
herramienta técnica altera el proceso de una adaptacion natural al determinar la
forma de las operaciones de trabajo” (idem.) Las herramientas psicolégicas no son
medios auxiliares que simplemente faciliten una funcion psicolégica existente
dejandola cualitativamente inalterada, al contrario se resalta su capacidad para

alterar el funcionamiento mental.

2. “Por su naturaleza son sociales, no organicas o individuales” (citado en
Wertsch, 1995, p. 96), en el sentido en que son el producto de la evolucion
sociocultural, los individuos tiene acceso a las herramientas psicoldgicas por el
hecho de formar parte de un medio sociocultural, y también en el sentido del
“...fendbmeno social mas “localizado” de la comunicacién frente a frente y la
interaccion social” (Wertsch, 1995, p. 96); lo cual muestra con mayor claridad el
significado que los signos tenian para Vygotsky: “un signo es siempre,

originalmente, un instrumento usado para fines sociales, un instrumento para
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influir en los demas, y s6lo mas tarde se convierte en un instrumento para influir en
uno mismo” (citado en Wertsch, 1995, p. 96)

Es importante también sefialar que el desarrollo era considerado por Vygotsky “en
términos de transformaciones cualitativas fundamentales o <<revoluciones>>
asociadas a cambios en las herramientas psicoldgicas” (citado en Wertsch, 1995,
p. 94), es decir, las formas de mediacion (los signos y los significados atribuidos a
éstos) definen niveles de desarrollo, algo también asumido actualmente por otras
teorias del desarrollo cognitivo. Desde la perspectiva educativa, particularmente
en lo que se refiere al aprendizaje de matematicas, se ha planteado entonces una
importante cuestion que podria sintetizarse de la siguiente manera:

¢, Como actia la utilizaciéon de herramientas fisicas o artefactos culturales en la

apropiacion o la construccion de herramientas psicoldgicas?

Esta pregunta sugiere tratar de identificar o de proponer algin mecanismo
especifico de mediacion semidtica. En el siguiente apartado se presentan
argumentos para avanzar en una posible respuesta a esta cuestibn o0 en un

acotamiento de la misma.

2.5.2. La emergencia de instrumentos de mediacién semiodtica a partir del
empleo de artefactos culturales. El proceso de internalizacién

Las teorias socioculturales localizan el origen del desarrollo conceptual en los
procesos sociales y ven las herramientas culturales y los sistemas de signos como
constitutivos del desarrollo. Siguiendo a Vygotsky, las herramientas culturales y los
sistemas de signos no llevan su significado a los sujetos, sino que las
herramientas culturales derivan su significado de la actividad constructiva que la
persona (o el grupo social) lleva a cabo con ellas; el desarrollo es por lo tanto visto
como un proceso ampliamente artificial en el que la adquisicion de instrumentos
juega un papel principal. Mariotti (2002) se refiere a la evoluciébn de nuestro
sistema de notaciéon numérica a partir del abaco, como un artefacto que preserva

rasgos del proceso de conteo:
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La evolucién de los esquemas de utilizacion [relativos al dbaco] transforma
la relacion entre el objeto (artefacto) y el usuario, y un proceso de
instrumentacion tiene lugar. Subsecuentemente ocurre un cambio desde un
medio gestual en el cual ciertos movimientos fisicos [en el artefacto-abaco]
estan relacionados con un [nuevo] aparato externo, un medio grafico, es
decir, el sistema de notacion... Aunque ciertos aspectos del origen externo
se conservan, los nuevos signos se convierten en parte de un sistema con
reglas independientes. El medio grafico gana entonces autonomia; sin

referencia alguna al abaco... (p. 707)

Este medio permite construir nuevos significados, abordar nuevos problemas,
construir nuevas teorias. También para Verillon y Rabardel (1995) es importante
enfatizar la diferencia entre el artefacto como un medio material hecho por el
hombre y el instrumento como un constructo psicoldgico. El artefacto llega a ser
un instrumento cuando el sujeto ha sido capaz de apropiarselo por si mismo -ha
sido capaz de subordinarlo como un medio para sus fines- y lo ha integrado a su
actividad. Por lo tanto, un instrumento resulta del establecimiento, por el sujeto, de
una relacién instrumental con un artefacto, ya sea material o no, ya sea producido
por otros o por él mismo. A su vez, el desarrollo estd condicionado
cualitativamente por el tipo de procesos que el sujeto realiza con los instrumentos
de los que se apropia:
No es tanto el instrumento como tal el que determina la evolucion, sino la
reorganizacion funcional y la redistribucién que su adquisicién y uso impone
sobre el mecanismo innato en diferentes niveles: sensorio-motriz,
perceptivo-mnemaonico, representacional, etc.” (Verillon y Rabardel, 1995,
p.82).

En diversos trabajos de investigacion se ha explorado la posibilidad de generar, en
el contexto interno de los sujetos, herramientas psicologicas a partir de la
utilizacion de herramientas materiales en el contexto definido por una tematica y

por una actividad especifica a ésta y previamente disefiada. Por una parte, las
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herramientas fisicas estan orientadas externamente, dirigidas a lograr una accion,
por otra parte, estan orientadas también internamente, dirigidas a controlar la
accion. El término herramienta psicologica también enlaza la herramienta
especifica y su uso orientado externamente a su contraparte interna. Para Mariotti
(2002): “El proceso de internalizacion tal como es descrito por Vygotsky, puede
transformar herramientas en signos cuando una herramienta orientada
internamente llega a ser una herramienta psicolégica y define nuevos
significados.” (p. 706). Esta investigadora considera que la internalizacion es un
proceso complejo en el que se integran varios aspectos uno de los cuales consiste
en la génesis instrumental, esto es, la coordinacion que logra hacer el usuario de

diferentes esquemas de utilizacion referidos a una herramienta en particular.

Por su parte, Bartolini (2000) sefiala que una herramienta pasa de ser una
herramienta técnica a ser una herramienta psicoldgica, es decir, un instrumento de
mediacion semiotica, cuando su utilizacion tiene un carécter teodrico. Esta
investigadora ha observado situaciones en las que los estudiantes transitan de un
uso practico de una herramienta técnica (especificamente un compas de
geometria) hacia un uso teorico de ésta, en el cual la herramienta “...llega a ser un
instrumento de mediacién semidtica (Vygotski, 1978), que puede controlar —desde
el exterior— el proceso de solucion de un problema por un alumno...” (p. 5). El
alumno genera una estrategia que puede ser usada en cualquier situacion, puede
producir y justificar las condiciones de posibilidad en el caso general y puede ser
defendida mediante argumentaciones en referencia a la teoria aceptada,
constituyéndose, asi, en una verdadera herramienta del pensamiento. La
aprehension de un significado poderoso (quiza el significado de circunferencia
como lugar geométrico, en el caso de estudio de Bartolini) atribuido a la
herramienta fisica, lleva a los estudiantes a “tomar distancia de los hechos
empiricos, transformando la evidencia empirica del dibujo que representa una
solucion... en la representacion externa de un proceso mental.” (idem.). También

Crawford (1996), se refiere a esta clase de proceso cognitivo al sefialar que la
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internalizacidon genera una imagen subjetiva que, a partir de ese momento,

conduce la actividad intelectual con preeminencia sobre el objeto concreto.

Para Davydov (citado en Crawford, 1996), la dindmica de la internalizacién opera

en dos etapas.
Primero, en el proceso de internalizacion no solo hay una transicion desde
el plano externo al plano interno, sino también una transicion desde la
actividad colectiva a la actividad individual, la actividad colectiva tiene lugar
como actividad practica conjunta y en la forma de comunicacion y lenguaje.
Segundo, la internalizacion no consiste en un cambio de la actividad
externa al plano interno de conciencia... sino en la verdadera formacion de

ese plano. (p.137).

Otro de los psicélogos de la escuela rusa que ha profundizado en el estudio de la
internalizaciéon es Galperin (citado en Wertsch, 1995, p. 82), quien define tres
estadios implicados en el proceso:

1) convertir una accion externa en lo mas explicita posible;

2) transferir su representacion a discurso audible, primero en el plano
interpsicologico y luego en el intrapsicolégico;

3) transferirlo al discurso interno.

A juicio de Wertsch (1995, p. 83), la concepcion de Vygotsky con respecto a la
internalizacién se fundamenta en cuatro puntos basicos:

1) la internalizacién no es un proceso de copia de la realidad externa en un plano
interior ya existente; es mas, es un proceso en cuyo seno se desarrolla un plano
interno de la conciencia;

2) la realidad externa es de naturaleza social-transaccional;

3) el mecanismo especifico de funcionamiento es el dominio de las formas
semidticas externas;

4) el plano interno de la conciencia, debido a sus origenes, es de naturaleza

<<cuasi-social>>.
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Estas precisiones con respecto al proceso de internalizacion permiten acotar mas
la pregunta presentada en la parte final del apartado anterior:

¢,Como se logra el dominio de las formas semiéticas externas? o ¢Es posible
distinguir un proceso referido a esta apropiacion?

Es importante sefalar que consideramos en nuestro trabajo como formas
semioticas externas a lo que forma parte del contexto externo de un campo de

experiencia.

De los anteriores sefialamientos acerca de la internalizacion, consideramos
adecuado destacar lo siguiente:

a) Es fundamental que tenga lugar una practica comun en la que se genere
una actividad colectiva.

b) La conversion de acciones en discurso, la explicitacion de las formas en
gue se emplea la herramienta, es otra condicibn necesaria para la
internalizacion.

c) El dominio de las formas semi6ticas externas, o “el control voluntario sobre
los signos en el plano intrapsicologico” (Wertsch, 1995, p. 81), constituye el
mecanismo esencial del proceso.

d) La internalizacibn genera una imagen subjetiva que, a partir de ese
momento, conduce la actividad intelectual con preeminencia sobre el objeto

concreto.
Estas condiciones, relativas a la internalizaciéon, se consideran parte importante de
lo que constituyen elementos tedricos y metodolégicos para el desarrollo de la
parte empirica de nuestra tesis y para el analisis y la discusion de los datos
obtenidos.

- Dos enfoques de la internalizacion

Segun Wertsch (1995, pp. 78-79), Vygotsky, como Piaget, concebia la

internalizacibn como un proceso donde ciertos aspectos de la estructura de la
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actividad que se ha realizado en un plano externo pasan a ejecutarse en un plano
interno. Sin embargo, sus intereses personales llevaron a estos investigadores a
enfatizar aspectos distintos del mismo proceso. Mientras que para Vygotsky la
actividad externa estaba definida en términos de procesos sociales mediatizados
semidticamente y argumentaba que las propiedades de eso0s procesos
proporcionan la clave para entender el funcionamiento interno; el énfasis de Piaget
en la interaccion del nifio pequefio con la realidad fisica lo llevdé a examinar los
sistemas de representacidn necesarios para la manipulacion de objetos, asi,
Piaget concebia la internalizacion basicamente en términos de esquemas que

reflejan las regularidades de la accion fisica de los individuos.

También Waschescio (1998) hace una discusion interesante acerca de la
internalizacidbn como parte sustancial de la forma en que se explica el desarrollo
conceptual, tanto desde el punto de vista de la teoria de Piaget, como de la de
Vygotsky. Para Waschescio, la teoria de Piaget es dialéctica por naturaleza: “las
estructuras internas individuales se desarrollan como resultado de una interaccion
entre el sujeto cognoscente y el mundo objetivo externo.” (p. 236). De acuerdo con
Vygotsky, el significado se origina en la construccion individual o en herramientas
y sistemas de signos culturalmente desarrollados. Por medio de la internalizacién
los sujetos se apropian de los significados que esas herramientas y sistemas de
signos conllevan, la base del desarrollo conceptual “es la interaccion social y la
interaccion entre el sujeto y las herramientas culturales y los sistemas de signos
qgue son internalizados —mediante construccion activa—...” (Waschescio, 1998. p.
238). Asi, para ambas teorias la interaccién juega un papel central, en ambas,
ciertos aspectos de esta interaccion son internalizados y en ambas “la
internalizacién es la condicion sine qua non de la reorganizacion conceptual y el
desarrollo.” (Ibid.)

Dadas las condiciones bajo las que se lleva a cabo nuestra investigacion,
consideramos que ambos enfoques son Utiles e inclusive necesarios. Por una
parte no podemos ignorar el hecho de que nuestra propuesta se apoya

fuertemente en la actividad psicomotriz que los estudiantes realizan al manipular
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los artefactos puestos en escena, esta actividad permite una primera aproximacion
a las transformaciones geométricas, sobre todo en términos de configuraciones
entre objetos en el plano (tratese de la hoja para dibujar representada en la
pantalla de Cabri o de las hojas sobre las que el usuario arrastra los trazadores en
las maquinas articuladas) y quiza por esto prioritariamente visual, ademas de
impulsar el desarrollo de ciertos esquemas de utilizacion referidos a cada
artefacto. Por otra parte, la actividad argumentativa de los estudiantes, inducida
por los guiones de trabajo y las intervenciones del conductor, tiene la finalidad de
transformar estas formas abstractas primarias en objetos de reflexion o en objetos
del discurso interpersonal e intrapersonal. Nuestro problema esta, en todo caso,
en encontrar explicaciones suficientemente convincentes que articulen, en el
escenario de actividad constituido para la investigacion, ambas formas de

entender la internalizacion.

2.5.3. El dominio fenomenoldgico y el dominio racional de la experiencia

matematica

La mediacion a través de herramientas fisicas y de signos provoca una
diferenciacion fundamental respecto a la forma en que la construccion de
conocimiento, o de significados relativos a hechos conocidos, es alcanzada. Por
un lado, la utilizacién de las herramientas (el software de geometria dinamica y las
maquinas matematicas articuladas) permite desarrollar un nivel inicial de
experiencia matematica centrada en la constatacion, identificacion, o
caracterizacion de un hecho geométrico, y aun, eventualmente, en el
establecimiento de las condiciones necesarias y suficientes para que tal hecho
suceda. Por otro lado, las actividades disefiadas y puestas en marcha (en las
cuales la utilizacion de las herramientas es una parte sustancial), tienen la
finalidad de llevar el nivel de la experiencia matematica previa, a un segundo nivel
en el que el motivo esencial de la actividad es el de fundamentar (validar) el hecho
matematico previamente establecido o confirmado. Se trata, entonces, de transitar

del nivel de la veracidad de un hecho geométrico: ¢ Es un hecho cierto?, ¢En qué

74



condiciones lo es?; al nivel de la fundamentacion: ¢Por qué es cierto?, ¢ Como se
conecta con otros hechos matematicos ciertos? Mariotti (2002) propone una
hipétesis que permite vislumbrar un proceso a favor de esa transicion:
Los significados estan enraizados en la experiencia fenomenoldgica (las
acciones del usuario y la retroalimentacion del ambiente, del cual el
artefacto es un componente) pero su evolucién es alcanzada por medio de
la construccion social en el salén de clases bajo la orientacion del maestro.
(Mariotti, 2002, p. 708).

A continuacion se presenta una discusion mas detallada del potencial de

mediacién semibtica que poseen Cabri y las maquinas matematicas.

2.5.3.1. Fenomenologia de los objetos y construcciones geométricas

dinamicas

Como lo senalan Balacheff y Kaput (1996), las computadoras proporcionan
nuevas formas de hacer y de experimentar matematicas que se fundamentan en la
experiencia de manipulacion directa de objetos y relaciones matematicas, este tipo
de experiencia parece ser fuente de cambios profundos a largo plazo en el
entendimiento y en las concepciones mateméaticas de los sujetos. Particularmente
los micromundos matematicos proporcionan una semantica dinamica para un
sistema formal permitiendo, a quien se introduce en ellos, explorar
simultdneamente la estructura de los objetos accesibles, sus relaciones y las
representaciones que los hacen accesibles. Para estos investigadores un
micromundo matematico consiste de:

a) Un sistema formal, un conjunto de objetos primitivos, operaciones
elementales sobre esos objetos, y reglas que expresan las formas en que
las operaciones pueden ser desarrolladas y asociadas.

b) Un dominio de fenomenologia que relaciona objetos y acciones sobre los
objetos subyacentes al fendmeno en la pantalla. Este dominio de

fenomenologia determina el tipo de retroalimentacion que el micromundo
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produce como consecuencia de las acciones y decisiones del usuario.
(Balacheff y Kaput,1996, p. 471)

Es importante destacar dos aspectos del ambiente Cabri: Por una parte este
software ofrece un acceso a la manipulacién directa de objetos geomeétricos,
haciendo posible una concepcion de la geometria como el estudio de las
propiedades invariantes de esos objetos, transformados en construcciones
geométricas genéricas una vez que el proceso de su construccion satisface la
prueba de arrastre (Mariotti, 2000) de los objetos base de la construccion y
permite el examen de “un continuo” de casos particulares de una proposicion
general. Por otra parte, esta clase de software tiene un impacto epistemoldgico en
el tipo de experiencia geométrica que los estudiantes obtienen basada en una
reificacion (Balacheff y Kaput, 1996) de los objetos y relaciones geométricas que
ellos pueden utilizar para actuar de manera conciente (o reflexiva) sobre esos
mismos objetos y relaciones, es decir, esta experiencia da paso a una
transformacién cognitiva de objetos abstractos en “realidades concretas” (las
representaciones computacionales de los objetos geométricos), pero de manera
gue el proceso no termina ahi, sino que da la posibilidad al sujeto de ampliar su
dominio de experiencia (operando a través de esas realidades concretas) para
enriquecer su concepciéon del objeto geométrico (abstracto) en juego. Desde la
perspectiva del desarrollo de una racionalidad matematica, estas caracteristicas
del software pueden constituirse en medios apropiados para la elaboracion de
argumentos con los cuales sustentar la plausibilidad de una conjetura y avanzar

en la construccion de una prueba.

2.5.3.2. Experiencia mecanica y experiencia geométrica. El analisis

empirico y el analisis tedrico de las maquinas articuladas
Las Maquinas Matematicas Articuladas satisfacen la caracterizacion que hace

Szendrei (1996) de los materiales educativos, dado que la estructura de las

maquinas matematicas articuladas contiene o reproduce la estructura del
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conocimiento matematico involucrado. Bartolini (1993) sefiala que la historia de los
pantografos representa la génesis del conocimiento cientifico-tedrico
contempordneo basada en la relacion entre lo especifico y lo general, entre lo
concreto y lo abstracto.
Si el punto de partida de la construccion de un concepto es la abstraccion
substancial desde lo concreto (realizada por medio del analisis de la funcién
de una cierta relacion de cosas dentro de un sistema estructurado), su
resultado es una teoria desarrollada, donde las manifestaciones especificas
estan deducidas y explicadas desde sus fundamentos generales (Davydov,
1972-79 ch. 7) (citado en Bartolini, 1993, p. 98)

En particular, las diferentes maquinas matematicas consideradas en este proyecto
de investigacion operan bajo los principios tedricos de las transformaciones
geométricas elementales, es decir, las caracteristicas métricas y mecanicas que
las maquinas poseen controlan las articulaciones que las constituyen para realizar
correspondencias biunivocas especificas entre pares de puntos en el plano, de
manera que los trazadores de que estan provistas generan representaciones

gréaficas de alguna transformacion geométrica en particular.

Es importante sefialar nuevamente que, en principio, para el usuario la experiencia
mecanica y la experiencia geomeétrica referidas a estas maquinas estan
separadas, la maquina no es transparente desde el punto de vista geométrico, ni
las propiedades geométricas subyacentes son inmediatas desde el punto de vista
mecanico (Bartolini, 1993). Hace falta llevar a cabo una actividad organizada para
gue los estudiantes lleguen a construir una interpretacion o una modelacion
geométrica de las maquinas, dicha actividad no sdélo debera consistir en manipular
la maguina matematica, sino que sera necesario interpretar su funcionamiento
dentro de una teoria matematica. La transformacion geométrica generada es
identificable por medio del reconocimiento de la relacidn o relaciones entre los
objetos obtenidos al manipular el pantégrafo (el objeto antecedente y el objeto

imagen en la transformacion correspondiente), o bien, al reconocer el invariante

77



geométrico inherente a los objetos dibujados. Simultaneamente, la maquina
articulada posee caracteristicas estructurales propias o de disefio (métricas y
mecanicas) por las cuales ésta reproduce las relaciones o los invariantes
geomeétricos caracteristicos de la transformacion en juego, ademas, en general,
siempre es posible visualizar, en la estructura de la maquina articulada, el
invariante caracteristico de la transformacion. Desde nuestro punto de vista,
ambos aspectos, intrinsecamente ligados, pueden ser referidos como argumentos
destinados a justificar lo que cada maquina genera. Al unir el andlisis empirico con
el tedrico, relativos a una maquina articulada, se tiene la posibilidad de iniciar un
proceso de discusion y de argumentacion matematica dirigido a validar o a

fundamentar lo que la maquina misma produce.

En este contexto, el papel de la geometria dinamica de Cabri se centra en el
despliegue visual inicial de las representaciones graficas de cada una de las
transformaciones bajo estudio, en la identificacion de los elementos caracteristicos
(Sangaré, 1999) de cada una de ellas, en el reconocimiento de los invariantes
geomeétricos que las definen y en la introduccion, utilizacion y apropiacion de los
referentes nominativos adecuados (Hoyos, 2002). Las maquinas matematicas, a
su vez, pueden constituirse en detonadores de formas de razonamiento de los
tipos que Balacheff (1987) caracteriza como experiencia crucial o como ejemplo
geneérico, puesto que dichas maquinas representan casos particulares de alguna

transformacion geométrica o de alguna composicion de transformaciones.

De esta manera, ambas herramientas tienen el potencial de promover la transicion
del nivel de la veracidad de un hecho geométrico al nivel de su fundamentacion,
es decir, representan medios adecuados para involucrar a los estudiantes en
procesos de validacion de resultados o afirmaciones matematicas obtenidas a
través de la utilizacion de las herramientas mismas, puesto que contienen,
estructuralmente, las relaciones y las propiedades matematicas que rigen los
objetos y los procesos geométricos que dicha utilizacion hace ostensibles. Por

supuesto, no basta la sola presencia de las herramientas para que esto suceda,
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nuevamente la importancia de concebir la actividad como un todo sistémico salta a
la vista. Resulta entonces tan importante como la disponibilidad de las
herramientas fisicas, contar con otros instrumentos que coordinen la actividad, en
el sentido de “...cadenas de acciones (practicas e intelectuales)” (Meira, 1998,
p.122), que los estudiantes llevaran a cabo con las herramientas y que guien sus
razonamientos y entendimientos de manera que estos evolucionen hacia un
dominio racional de lo que estan experimentando, de aqui la importancia que
tienen las hojas de trabajo o guiones para coordinar y dirigir la actividad de los
estudiantes. Asi mismo, las interacciones entre pares y de los estudiantes con el
profesor se consideran igualmente importantes para alcanzar significados

compartidos y coherentes con los significados matematicos institucionalizados.

2.5.4. Naturaleza dual de las herramientas

La revisibn documental llevada a cabo sugiere tratar de sintetizar los diversos
planteamientos en relacion a las funciones que ejercen los artefactos culturales
utilizados como herramientas de mediacion de los aprendizajes. Meira (1998),
propone distinguir entre la naturaleza procedimental de los artefactos (en
referencia a la interpretacion de instrucciones para su empleo eficaz) y la
naturaleza cultural de estos (los artefactos son también dispositivos simbdlicos con
un significado cultural). Bajo el primer enfoque el uso del artefacto tiene un
caracter eminentemente practico, la actividad con la herramienta estaria
caracterizada por el descubrimiento y el dominio, por parte del usuario, de los
mecanismos que permiten obtener resultados previstos o resultados requeridos.
En el caso de Cabri la interpretacion procedimental de esta herramienta esta
dirigida a establecer las maneras de interactuar con la herramienta para lograr
ciertos resultados, seleccionar los comandos y utilizarlos en una secuencia
adecuada para hacer determinadas construcciones, manipular eficazmente el
ratdbn para concretar esas construcciones, utilizar el arrastre de los objetos en la
pantalla para observar o constatar invariantes. En el caso de las maquinas

matematicas la interpretacion procedimental de la actividad estaria orientada por
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acciones dirigidas a aprender a manipular los eslabonamientos, es decir, a aplicar
ciertas fuerzas en determinados objetos y en determinadas direcciones para hacer
gue la maquina produzca ciertos resultados, descubrir los elementos directores del
arrastre, los elementos trazadores, adquirir destreza para dibujar objetos y sus

imagenes.

En lo que se refiere a la naturaleza simbdlica de las herramientas, su utilizacién
debiera adquirir o0 mostrar una intencién teorica en el sentido de las explicaciones
gue se pueden dar de su funcionamiento, de las relaciones que se pueden
establecer entre los elementos que las constituyen, de las relaciones que se
pudieran establecer entre los objetos producidos o explicaciones en cuanto a las
formas en que las herramientas son utilizadas para producir resultados ante una
tarea especifica, o bien en relacion a la forma en que el empleo de una o varias
herramientas contribuye al desarrollo de estrategias para resolver problemas, o,
inclusive, con respecto a la busqueda y a la elaboracion de formas de justificar los
resultados y las afirmaciones matematicas que los usuarios obtienen apoyados en
la utilizacion que hacen de las herramientas mismas. Es decir, una utilizacion
simbdlica o semantica de la herramienta en cuestion consistiria en la realizacion
de actividades que ya no estan limitadas a la herramienta misma, sino que la
rebasan en tanto que ésta se ha transformado, en el contexto interno del usuario,
en un medio de participacion social y de produccion intelectual. Estas cuestiones
parecen ser validas tanto para la geometria dinamica de Cabri, como para las

maquinas matematicas.

2.5.5. Cierre

Podemos sefialar que el uso de artefactos culturales obedece esencialmente a la
intencién de mediar los aprendizajes en el sentido de crear oportunidades para
gue los estudiantes construyan significados matematicos desde las actividades y
de las acciones llevadas a cabo, teniendo como punto de partida la manipulacion

de dichos artefactos o herramientas. Se trata de aprovechar el caracter potencial
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de mediadores semidticos que las herramientas poseen, con el objetivo de
transitar de la constatacion de un hecho geométrico, a su validacibn matematica.
Como ya se sefiald, no basta la sola disponibilidad de las herramientas, es
necesario llevar a cabo actividades coordinadas y procesos de interaccién social
gue estimulen el desarrollo de una racionalidad matematica como medio esencial

de validacion.

Cuando asumimos que el esquema propuesto por Sfard (1991) (apartado 2.3.1. de
este documento) es conveniente para proponer un mecanismo especifico de
mediacidn semiotica en el contexto de nuestro trabajo empirico, tenemos en
consideracion ciertos sefalamientos que esta investigadora hace al plantear tal
esquema. Para esta investigadora es plausible considerar la formacion de una
concepcién operacional como una condicién previa? a la formacién de una
concepcion estructural de un objeto matematico. También, desde su punto de
vista, es improductivo suponer que el aprendizaje matematico, especialmente en
los niveles mas avanzados, tenga lugar sin la intervencion externa (de un maestro,
o de un libro de texto), sino que, por el contrario, esto indicaria que dicho
aprendizaje puede ser altamente dependiente de la clase de estimulos (de los
métodos de ensefianza) utilizados. Nos parece que esta posicidén respecto a la
génesis de los conceptos matematicos en los seres humanos no es contradictoria
con la teoria sociocultural apoyada en los trabajos de Vygotsky. A continuacion
argumentamos acerca de esto.

Para Piaget “la abstraccion [matematica] no es extraida del objeto sobre el que se
actua, sino de la accion misma” (citado en Sfard, 1991, p. 17). Para Vygotsky, el
mecanismo especifico de funcionamiento de la internalizacion es el dominio de las
formas semiodticas externas (citado en Wertsch, 1995, p. 83). En esto, hay una
coincidencia esencial entre ambos esquemas: es la accion de los sujetos, en
términos de los medios sobre los que actdan, lo que permite generar una actividad

intelectual y la significacion (en el sentido de dar sentido o construir significado) de

2 Uninvariante, en el sentido que le otorgd Piaget: “en el proceso de aprendizaje - jcualquier clase de
aprendizaje! — ciertas caracteristicas constantes pueden ser identificadas las cual es parecen ser bastante
inmunes a cambios en |os estimulos externos.” (Sfard, 1991, p. 17)
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la actividad realizada. Dicho de otra manera, ni los objetos materiales ni las
representaciones (externas) que arbitrariamente de ellos se disponga, son
suficientes para provocar una internalizaciéon o una reelaboracion de los mismos
como herramientas del pensamiento o como constructos abstractos significativos,
sino que se requiere, necesariamente, de una serie de acciones o de una actividad
organizada en torno a dichos objetos y representaciones para poner en marcha

ese proceso.

Ademas de lo anterior, podemos considerar que el caracter interpsicolégico o
social-transaccional del proceso de internalizacion ha sido ya argumentado con
suficiencia esencialmente desde la perspectiva de Vygotsky. Sabemos de la
necesidad de que exista una practica comun en la que se genere una actividad
colectiva y de la importancia de la conversion de acciones en discurso o la
explicitacion de las formas en que se emplea la herramienta para que el sujeto
esté en posibilidad de generar herramientas psicoldgicas o simbdlicas. No
obstante, el caracter intrapsicolégico del proceso de internalizacién aln requiere
de analisis mas detallados a fin de elaborar modelos referenciales que quiza
puedan llegar a constituir “esquemas operativos” con fines didacticos. Nos interesa
particularmente abordar uno de los aspectos que a juicio de Wertsch (1995)
conforman el proceso de internalizacion tal como lo concibié Vygotsky, el
mecanismo especifico de funcionamiento es el dominio de las formas semiédticas
externas (p. 82). La importancia de este aspecto ha sido ya reconocida en la
literatura especializada, e.g., Verillon y Rabardel (1995) consideran que las
hipotesis de Vygotsky proporciona directrices tedricas estimulantes para el estudio
del impacto de los artefactos sobre la cognicion, sin embargo, el nivel
macroscopico general en el cual estan formuladas deja abierta la pregunta en
relacion a los procesos microscopicos subyacentes involucrados. Con la misma
orientacion, Kirshner y Whitson (1997, p. viii) sefialan la importancia de no
descuidar las dimensiones intrapersonales del conocimiento y el aprendizaje para
fortalecer perspectivas tedricas como la de la cognicion situada que por esencia

enfatizan las dimensiones social y cultural.
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Nos proponemos, entonces, dar cuenta del proceso por el cual los estudiantes
llegan a desarrollar el dominio de formas semioticas externas asociadas a un
campo de experiencia de la geometria euclidiana. Esas formas externas estan
condicionadas por los artefactos -culturales utilizados y también por las
representaciones distintivas o situadas generadas por los propios participantes (o
introducidas deliberadamente por el conductor) en la actividad. Con esta intencién
es que se ha considerado conveniente introducir el esquema que Sfard (1991)
propone para explicar el desarrollo, al nivel del sujeto, de las nociones

matematicas.

2.6. Elementos especificos del proyecto de investigacion

En este apartado se presentan los elementos tedricos y metodoldgicos especificos
a nuestro trabajo. Se trata de los elementos con los que se construye la tesis
misma, es decir, lo que permite dar forma y sustento a la afirmacién principal que
se pretende validar por medio del trabajo de investigacion desarrollado. Ademas
de las premisas, de la tesis y de las preguntas de investigacion, se presentan
también, en forma resumida, las unidades de andlisis de la informacion obtenida,
entendidas como los enfoques generales desde los que se revisan los datos y se
generan los primeros analisis. Por ultimo, se indican una serie de elementos mas
especificos con la intencidon de llevar a cabo un analisis y una discusion de los

resultados de la investigacion en un nivel mas detallado.

2.6.1. Premisas de la investigacion

Los reportes de investigacion revisados (apartado 2.1.), asi como los resultados
obtenidos de nuestro estudio inicial, nos llevan a considerar condiciones factibles

de ser establecidas en el trabajo con los estudiantes, condiciones que, a nuestro

juicio, promueven el tipo de comportamientos y desempefios esperados en los
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participantes para avanzar en la obtencién de resultados pertinentes a la tesis
propuesta. Estas condiciones se indican a continuacion:

Pry Las herramientas instruccionales utilizadas y los guiones para llevar a cabo las
actividades de aprendizaje, junto con las intervenciones pertinentes del conductor
de las sesiones de trabajo, son medios que permiten establecer condiciones
adecuadas para que los estudiantes construyan un campo de experiencia en torno
a las transformaciones geométricas y se involucren en la unidad cognitiva de

teoremas y en la resolucion de problemas propios de ese campo.

Pr, A partir de la unidad cognitiva de los teoremas y el campo de experiencia de
las transformaciones geométricas, es posible generar situaciones de validacion

matematica.

Pr; Ante situaciones de validacion los estudiantes exteriorizan diversas formas de
racionalidad para satisfacer la demanda de justificar o de probar sus propias

afirmaciones o resultados.

2.6.2. Tesis de la investigacion

La tesis del proyecto de investigacion se ha elaborado con la intencién de
documentar los procesos de mediacién semiotica y de emergencia de racionalidad
matematica, asi como argumentar acerca de las relaciones entre ambos desde la
perspectiva de los cambios en el contexto interno de los participantes, es decir,
desde la perspectiva de las transformaciones en su experiencia y en las formas de
pensar y de actuar relativas al campo de experiencia particular. Se intuye a priori,
una relacion de reciprocidad entre ambos procesos: por una parte se considera
gue la mediacién semibtica promueve la estructuracion cognitiva de hechos
matematicos ubicados en un nivel fenomenolégico y en un nivel racional,
alentando, en el contexto interno de cada estudiante, la generacion de signos o
herramientas psicolégicas mediante la internalizacion de las herramientas fisicas y

sus esquemas de utilizacion; esto permite a los participantes elaborar argumentos



mas solidos para justificar aserciones o resultados relativos a esos hechos
matematicos. A su vez, la emergencia de formas de racionalidad mateméatica
contribuye al refinamiento de esos instrumentos de mediacién, es decir, los
estudiantes se apropian de objetos matematicos (como abstracciones concretas)
mediante representaciones y significados enriquecidos. En el proceso, la
interaccion social se considera como un medio para establecer la comunicacion
entre pares y con el conductor de las sesiones de trabajo en el laboratorio de
matematicas; se asume también que es esta interaccion la que posibilita el avance
de los participantes, como grupo, en sus propios procesos de aprendizaje y de

validacion. Es asi que la tesis ha quedado establecida de la siguiente manera:

Tl. El involucramiento de los estudiantes en los procesos de conjetura,
argumentacion y prueba por la via de las herramientas instruccionales utilizadas,
da cuenta de una relacion reciproca entre la mediacion semidtica alcanzada y las
formas de racionalidad matematica emergente, asi como de un proceso de
apropiacion del conocimiento matematico como un conocimiento socialmente

validado.

2.6.3. Preguntas de investigacion

El proceso de investigacion seguido, tanto en el aspecto documental como en lo
gue se refiere a los estudios empiricos llevados a cabo, ha permitido proponer
diversas preguntas de investigacion que si bien pudieran considerarse como
plausibles, la intencién de contestar todas y cada una de ellas de manera puntal
constituiria una meta dificil de lograr. Asi, se ha llevado a cabo un intento de
sintesis y de precision de cuestionamientos pertinentes a las premisas y a la tesis
de esta investigacion, que permita formular resultados objetivos. Se han definido,
de esta manera, las siguientes preguntas de investigacion como esenciales para el

proyecto de tesis:
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Pl; ¢ Qué evidencias es posible encontrar, en el desempefio de los estudiantes, de
relacion entre una racionalidad matematica emergente y la elaboracion de

instrumentos de mediacion semiotica?

Pl, ¢ Como se construye esa relacion en la situacién particular de la interaccién de
los estudiantes con dos tipos de herramientas de mediacion que se asumen,
desde el punto de vista del investigador, como complementarias?

Pl; ¢Qué argumentos se pueden dar, en términos de los elementos puestos en
juego en esta investigacion y de los resultados obtenidos, respecto a la interaccién
social y al deseo de certitud como motores para la elaboracion de pruebas por

parte de los estudiantes?

Pl, ¢Cuél es el papel de las herramientas de mediacion en el proceso de
descontextualizacion requerido para la elaboracién de pruebas intelectuales?

La primera pregunta se plantea con el propdsito de esclarecer aspectos acerca de
lo que se considera el tema fundamental de este proyecto de investigacion, esto
es, se busca con esta pregunta organizar una argumentacion que de cuenta de la
relacion entre la racionalidad matematica que los estudiantes manifiestan y la
mediacidén alcanzada a través del escenario de aprendizaje en su conjunto. La
segunda pregunta se formula con la intenciéon de documentar formas especificas
en que esa relacion se construye por los estudiantes dentro del escenario de
aprendizaje en el que la investigacion se ha llevado a cabo. Con la tercera
pregunta se intenta contribuir a la discusiébn generada en el campo (Véase:
Balacheff, 1987, 1991) en relacion al papel de la interaccion social y del deseo de
certitud en el desarrollo de la prueba en el salén de clases de matematicas. Por
altimo, la cuarta pregunta pretende esclarecer la forma en que actua la mediacién
en el proceso de descontextualizacion, particularmente sobre cuél o cudles de los
polos sefalados por Balacheff (1987) para determinar un tipo especifico de prueba

matematica en la actividad de los estudiantes.
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2.6.4. Unidades de analisis de los datos

La revision de los videos, de los textos que los estudiantes han escrito en sus
hojas de trabajo y de los archivos de Cabri que ellos han elaborado al llevar a
cabo las actividades de aprendizaje, esta orientada a identificar y a analizar los

siguientes aspectos:

UA: El papel de la interaccion en la formulacién de conjeturas y en la construccion
de argumentos o de pruebas para validar esas conjeturas. Aqui se consideren tres
clases de interaccion: la interaccion entre estudiantes, la interaccion entre
estudiantes y herramientas de mediacién, y la interaccion entre estudiantes y
conductor de las sesiones de trabajo.

UA; Las formas en que los estudiantes articulan sus experiencias de aprendizaje
para avanzar en sus propios procesos de validacion. Se trata de dar cuenta de
procesos cognitivos en los que los estudiantes recurren a las nociones y a los
significados matematicos de los que se han apropiado y a las herramientas de que
disponen, con el fin de justificar lo que ellos mismos suponen o afirman acerca de
una nueva experiencia.

UA3 La racionalidad matematica que los estudiantes desarrollan y exteriorizan ante
situaciones de validacion al llevar a cabo actividades de aprendizaje mediado.
Desde nuestra perspectiva, la articulacion de las experiencias de aprendizaje da
pie a la emergencia de formas de racionalidad, dicho en otras palabras, una
situacion de validacion promueve en los estudiantes la articulacién de sus
experiencias de aprendizaje para dar respuesta satisfactoria al requerimiento

explicito de prueba.

2.6.5. Categorias de analisis especificas

Como categorias de analisis, o como elementos de discusion, se han considerado

las siguientes caracterizaciones propuestas por algunos de los investigadores
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cuyos trabajos han sido revisados en el capitulo 3 de este documento. Estas
caracterizaciones, dados los intereses especificos de nuestra investigacion, se
consideran convenientes para elaborar una vision detallada del desempefio de los
estudiantes participantes ante las tareas y las demandas que se les plantean
durante las experiencias de aprendizaje, constituyendo, asi, elementos a distinguir
en tal desempefio y, a la vez, elementos de argumentacién de la tesis y de

fundamentacion de respuestas a las preguntas de investigacion.

HA: La internalizacion de las herramientas, o la construccion (en el contexto
interno de los estudiantes) de instrumentos de mediacion semiotica a partir de la
utilizacién de las herramientas instruccionales. Los rasgos de este proceso que se
han considerado tanto como elementos a promover durante las experiencias de
aprendizaje, como elementos a analizar en los datos recabados son los siguientes:

a) Es fundamental que tenga lugar una practica comudn en la que se genere
una actividad colectiva.

b) La conversién de acciones en discurso, la explicitacion de las formas en
gue se emplea la herramienta, es otra condicibn necesaria para la
internalizacion.

c) El dominio de las formas semiéticas externas, o “el control voluntario sobre
los signos en el plano intrapsicologico” (Wertsch, 1995, p. 81), constituye el
mecanismo esencial del proceso.

d) La internalizacibn genera una imagen subjetiva que, a partir de ese
momento, conduce la actividad intelectual con preeminencia sobre el objeto

concreto.

HA, Los tipos de racionalidad (la prueba) que los estudiantes manifiestan en

situaciones de validacion (Balacheff, 1987):
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Tipo de Tipo de . L L
g Lenguaje Descontextualizacién Generalizacion
Prueba conocimiento
Experiencial, - .
P Cotidiano. La prueba esta . .
teoremas en acto, .y No existe propia-
Se recurre limitada al caso o a ;
se reconocen : mente; se dan
e) ) . esencialmente |los casos que el “ o R
. ciertos mediante la L . generalizaciones
Empirismo P a la ostension, | sujeto puede
practica. No se de manera
Ingenuo . a una prueba reconocer como tales,
considera alguna . prematura o
2 por en referencia a la ! .
forma de analisis . L . impulsiva.
construccion. proposicion en juego.
de las razones.
Opera mediante la .
R C Se plantea explicita-
verificacion, la justifi-
Involucra el recono- L mente y se resuelve
f) o cacion o el recono-
. .| cimiento tanto de No formal, o sobre un caso que
Experiencia : - cimiento de un caso
. casos particulares | cotidiano. : se reconoce tan
Crucial. que el sujeto .
como generales. poco particular como
reconoce tan general .
; sea posible.
como le es posible.
Las operaciones . - La prueba es el
P y Se considera un -ap -
relaciones que . ejemplo en si; se
L objeto como :
inician la prueba usa para ejecutar las
. . representante ;
estan designadas o operaciones que
Pone al caracteristico de una )
por el resultado de . aseguran la validez
. descubierto las | clase. Opera .
g) Ejemplo | su puesta en : ; de un enunciado
o S propiedades mediante la -
Genérico practica. El I L (p. pragmaticas.)
o caracteristicas | explicacion de las .
procedimiento de . - Constituye un me-
de una clase. razones de validez de | .
prueba pretende ; dio o0 argumento
operaciones o
extraer las razones . sobre el que se
iy transformaciones
de una asercion o : fundamenta la
! sobre ese objeto. .
una conjetura. prueba (p. intelec.)
Se caracteriza por la
Recurre a los accion interiorizada
Existe términos separada de su
conocimiento formales y su ejecucion sobre un
tedrico o significado de representante Las explicaciones se
conceptual y manera regular. | particular. basan en el analisis
experiencial que Las Es invocada en el de las propiedades
h) permite prever el propiedades de | discurso que hace de los objetos en
Experiencia tipo de operaciones | los objetos explicitos los juego.
Mental y relaciones deben ser argumentos o las La
necesarias para formuladas en | pruebas. Requiere la | descontextualizacion
elaborar la prueba. |su generalidad. |designacion de la es el proceso
Es compatible con | Se forma clase de objetos en esencial de la
el conocimiento mediante juego y la formulacion | generalizacion.
publico, construcciones | de las caracteristicas
institucionalizado. | linglisticas operatorias sobre las
complejas. que se formula esa
experiencia mental.
. Consiste en Célculo .
Calculo . : Se fundamenta en definiciones o en
pruebas totalmente | inferencial . . o
Sobre ; : propiedades caracteristicas especificas (no
. independientes de |sobre ! i
Enunciados o . necesariamente validas o correctas.)
la experiencia. enunciados.
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HA3; Los diferentes niveles de aprehension de las transformaciones geométricas y

la nocion de elemento caracteristico de una transformacion (Sangare, 1999):

1)

)

K)

Nivel 1. La transformacion es considerada “como una relacién entre dos
configuraciones geométricas o una relacién entre dos partes de una misma
configuracion” (Sangaré, p. 29), el caracter funcional esta ausente.

Nivel 2. La transformacion es considerada como una aplicacion puntual del
plano sobre él mismo (se trata del objeto funcional).

Nivel 3. La transformacion es considerada como una herramienta funcional
con la finalidad de poner en evidencia invariantes o con la finalidad de
resolver problemas.

Nivel 4. La transformacion es considerada como el elemento de un grupo
(las transformaciones se componen y se comparan, ellas forman grupos de

transformaciones)

HA, Las fases cognitivas que Sfard (1991) propone para el desarrollo de las

concepciones personales de los objetos matematicos:

m) Interiorizacion. “...un proceso ha sido interiorizado si este puede ser llevado

n)

a cabo a traves de representaciones (mentales).” (p. 18)

Condensacion. El sujeto es capaz de pensar en el proceso como un todo,
se refiere a este en términos de relaciones entrada-salida mas que por la
indicacién de operaciones cualesquiera.

Reificacion. La persona llega a ser capaz de concebir la nocidbn matematica
en cuestion como un objeto totalmente encarnado; la reificacion es un salto
cuantico instantaneo: un proceso solidificado en objeto, en una estructura
estatica. Varias representaciones del concepto llegan a ser semanticamente

unificadas por este constructo abstracto.

2.6.6. Cierre

Con los elementos sefialados en este apartado se pretende llevar a cabo la

revision, el analisis y la discusion de los datos empiricos obtenidos en esta

investigacion. Si bien la forma de utilizar cada uno de estos elementos no se ha
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planteado de manera concreta, se espera que la revision y el analisis de los datos
permita encontrar espacios y momentos adecuados para su utilizacion particular o

para generar argumentaciones que sustenten de mejor manera a la tesis.
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3. Metodologia y condiciones particulares del proyecto de

investigacion

Se tiene la perspectiva de que los aspectos tedricos y los aspectos metodoldgicos
de esta tesis se entremezclan y se condicionan mutuamente a medida que el
proyecto de investigacion se desarrolla. Por un lado, la racionalidad mateméatica
puede ser estudiada cuando los estudiantes asumen situaciones de validacion.
Por otro lado, es posible observar procesos de mediacion semidtica cuando se
llevan a cabo actividades de aprendizaje centradas en la utilizacién de ciertos
artefactos culturales. En el aspecto metodoldgico, nuestro trabajo ha consistido en
hacer coincidir ambas formas de promover una actividad matematica, asumiendo
gue esos artefactos culturales constituyen referentes concretos a partir de los
cuales los usuarios se apropian de instrumentos de mediacion semibtica, y que
estos, a su vez, estimulan la participacion productiva en procesos de validacion
referidos a los hechos o a los significados matematicos que son el motivo de la
actividad, y que son evidenciados mediante el empleo organizado de los artefactos
mismos. En el segundo capitulo de este documento se ha presentado una revision
de los aspectos tedricos y metodologicos de las investigaciones que se consideran
de mayor influencia en la forma en que nuestro propio estudio se ha llevado a
cabo. Sin embargo, haremos aqui un breve resumen de las caracteristicas que,
desde la perspectiva de esta tesis, constituyen una metodologia dirigida al estudio

de posibles relaciones entre racionalidad matematica y mediacion semiética.

Una de tales caracteristicas es la estructuracion de las actividades de aprendizaje
por medio de guiones de trabajo y de artefactos culturales en los que subyacen
ideas 0 nociones matematicas relevantes. Se ha buscado que ambos recursos
funcionen como mediadores de los aprendizajes, en el sentido de impulsar la
construccion de significados y de hacer crecer una estructura de conocimientos
referidos a las transformaciones geométricas elementales. Dentro de este primer
aspecto debemos sefialar el caracter complementario que se ha hecho patente en

otras investigaciones (Hoyos, 2003-b; Vincent, et al.,, 2002), atribuible a los
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artefactos utilizados en nuestro caso y que se ha tratado de explotar en la
actividad con los estudiantes: el software de geometria dinamica de Cabri y las
magquinas matematicas articuladas se complementan eficazmente para generar un
campo de experiencia relativo a las transformaciones geométricas, asi como en la
generacion de representaciones correspondientes, tanto estaticas como dinamicas

y tanto externas como internas.

También, en términos de los recursos utilizados, es posible afirmar que el
ambiente de aprendizaje corresponde a lo que se ha denominado ambientes de
aprendizaje enriquecidos (ver apartado 2.4.3 de este documento). De esta forma,
los estudiantes, haciendo uso conveniente de las herramientas y de las
representaciones que éstas producen, pueden llegan a apropiarse de
representaciones externas e internas y a generar sus propios instrumentos de

mediacion semidtica.

Una caracteristica mas del desarrollo de esta investigacion ha sido la de promover
el involucramiento de los estudiantes en situaciones de validacion (Balacheff,
1987. Se ha evidenciado en diferentes trabajos de investigacion (Bartolini, 1993;
Mariotti, et al., 1997; Vincent, et al., 2002) que es posible generar tales situaciones
a través de la indagaciéon que los estudiantes realizan por medio de los artefactos
o las herramientas disponibles para llegar a proponer afirmaciones matematicas e

iniciar procesos de validacion.

A continuacion se hace una descripcion mas detallada del desarrollo que ha tenido
este trabajo de investigacion, asi como de las condiciones en las que se ha
llevado a cabo.

3.1. Laboratorio de matematicas

la parte empirica de esta tesis se llevé a cabo en el laboratorio de matematicas,

ubicado dentro de la unidad Ajusco de la Universidad Pedagdgica Nacional. Este
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laboratorio ha sido equipado mediante el financiamiento de CONACYT a los
proyectos de investigacion: “Modelos Matematicos del Movimiento: Conexiones
entre Aritmética, Geometria y Algebra Basicas” y “Comprension, comunicacion y
tecnologia educativa en la clase de matematicas: articulacion de la experiencia en
dominios matematicos complejos usando artefactos culturales”, bajo la
responsabilidad de la Dra. Veronica Hoyos Aguilar. En este laboratorio se cuenta
con 11 computadoras Pentium Ill en las que se tiene instalado el software de
geometria dinamica Cabri-Géometre |l (referido en este documento simplemente
como Cabiri), version 1.2 para Windows, reservada a la colaboracion pedagogica
(Laborde, 2000). En el laboratorio también se cuenta con modelos originales de
las maquinas matematicas o pantégrafos disefiados en la Universidad de Modena
para el estudio de las transformaciones geométricas elementales y de algunas de
sus composiciones y se tienen también reproducciones de estos elaboradas en el
Taller de Prototipos del Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnolégico de
la UNAM.

Los modulos de trabajo dentro del laboratorio estan conformados con la intencion
de que los estudiantes desarrollen las actividades en parejas, disponiendo asi de
una computadora y una mesa en la cual pueden utilizar también un pantégrafo. Se
dispone ademas de instrumentos de geometria convencionales como reglas,
escuadras y transportadores. En estas condiciones el laboratorio tiene capacidad

para un grupo de 22 estudiantes.

3.2. Laparte empirica del proyecto de investigacién

La parte empirica del proyecto de investigacion en la que se sustenta esta tesis
consistié de dos estudios realizados en el laboratorio de matematicas ya referido,

en dos distintos momentos y con un grupo distinto de estudiantes en cada caso. A

continuacion se describe la forma en que se llevo a cabo cada estudio.
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3.2.1 El estudio inicial

Se llevé a cabo un estudio inicial durante el mes de junio de 2002 en el cual
participaron 11 estudiantes con edades entre 16 y 17 afios del cuarto semestre del
Colegio de Ciencias y Humanidades plantel Sur. Se realizaron diez sesiones de
trabajo en el laboratorio con caracter de extra clase, es decir, fuera del horario
oficial de actividades académicas de los participantes, y con una duracion
aproximada de 2 horas cada una. La dindmica de trabajo en el laboratorio se
establecio por medio de la entrega a cada participante de los guiones mediante los
cuales se les indicaban las actividades que deberian llevar a cabo en cada sesion.
Esta serie de sesiones estuvo orientada a ensayar las actividades dirigidas al
estudio de las transformaciones geométricas elementales y a establecer con
mayor precision los elementos centrales de la tesis de investigacion, es decir, las
hipétesis, la afirmacion principal, las preguntas de investigacion y las unidades de
analisis de los posibles datos a recolectar. El conductor de las sesiones procuraba
interactuar frecuentemente con cada una de las parejas de estudiantes a fin de
conocer el avance en el desarrollo de las actividades o con la intencion de orientar
los procesos de indagacion al utilizar las herramientas y la discusion acerca de los

hallazgos entre las parejas y entre los participantes en general.

Las sesiones se distribuyeron de la siguiente manera: Las dos primeras se
ocuparon en la familiarizacion de los estudiantes con las herramientas de Cabri
para trazar puntos, lineas y curvas, y para hacer construcciones geométricas
basicas como la perpendicular a una recta, la paralela a una recta, el punto medio,
0 una mediatriz. Estas actividades (Apéndice 1) consistieron en la obtencion de
construcciones dindmicas validas bajo el criterio del arrastre de los objetos base
de la construccion, es decir, el arrastre de los objetos base le da validez a la figura
y al proceso de construccion intrinseco, cuando las relaciones geométricas
genéricas de la figura en cuestion han sido incluidas adecuadamente en el

proceso mismo. Un ejemplo de las construcciones solicitadas es el siguiente:
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1. Construye un tridngulo rectangulo de tal manera que al arrastrar cada uno de

los tres vértices el tridngulo continte siendo rectangulo. Después de terminar la

construccion, describe por escrito el procedimiento realizado. Para arrastrar un
objeto es necesario sefalarlo con el puntero y oprimir el botdn izquierdo del ratén,

lo que equivale a asir ese objeto.

Las siguientes cinco sesiones se ocuparon en la exploracion de cada una de las
cuatro isometrias y de la homotecia en el ambiente de Cabri, las actividades
(Apéndices Il y Ill) consistieron esquematicamente en: a) la construcciéon de un
objeto y su imagen bajo la transformacion en turno; b) la identificacion de las
relaciones de dependencia entre los objetos base (el objeto antecedente y los
elementos caracteristicos de la transformacion) y los objetos construidos a partir
de ellos (las imagenes correspondientes a los objetos antecedentes) y c) la
caracterizacion (en palabras de los estudiantes) de las transformaciones
geométricas exploradas. Ademas, también se incluyé una actividad que consistio
en componer isometrias y tratar de establecer la transformacion que produciria el
mismo resultado. El siguiente es un ejemplo de las actividades realizadas en estas

sesiones.

Rotacion.

a) Construye un segmento AB.

b) Construye el segmento A'B’, imagen de AB con respecto a la rotacion por el
punto O, usando la herramienta Rotacion de Cabri (abre el mend Ayuda con
F1)

c) ¢Cuales objetos geométricos son necesarios para la construccion?

d) ¢Cuales objetos geométricos se pueden mover / variar y cuéles no? ¢,Por qué?

Las tres sesiones restantes se dedicaron al trabajo con los pantégrafos y a la
resolucion de problemas. El trabajo con los pantografos, esquematicamente,
consistid en: a) que los estudiantes identificaran la transformaciéon geométrica en

juego y que argumentaran a favor de su respuesta estableciendo relaciones entre
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los elementos de la maquina y la transformacion; b) se les indicé que encontraran
imagenes de puntos pertenecientes a objetos ya trazados pero prescindiendo del
pantografo, que describieran y que justificaran su procedimiento de construccion.
Finalmente, c) se les pidié que hicieran una descripcion de la transformacion de
manera tal que quien la leyese pudiera construir la imagen correspondiente de un
punto en el plano o bien de alguna figura u objeto geométrico. Ejemplos de los
requerimientos indicados en los guiones de trabajo utilizados (Apéndice IV) son

los siguientes:

1) Tu tienes una maquina matematica. Utilizando esta maquina dibuja la imagen
de algunos objetos geomeétricos (puntos, segmentos de rectas, triangulos, etc.)

2) ¢ De qué transformacion se trata?

3) Dibuja dos esquemas de la maquina en dos diferentes configuraciones.

a) En el dibujo asigna letras a los puntos y a los segmentos que conforman la

maquina.

b) En la maquina articulada, ¢cuales son las relaciones o las propiedades

geométricas que distingues entre sus diferentes componentes?

Para la resoluciébn de problemas (Apéndice V) se pidid a los estudiantes
seleccionar y utilizar alguna de las transformaciones estudiadas, también se les
pidio que justificaran tanto su seleccion como la solucion misma, en el caso de que

obtuvieran una. A continuacion se muestra un ejemplo de estos problemas:
1. En la siguiente figura se tienen dos puntos, Ay B, de un mismo lado de la recta

I. Se trata de encontrar el punto C sobre la recta | para el cual la trayectoria ACB:
AC + CB, sea la mas corta posible.
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3.2.2. El estudio final

Para llevar a cabo el estudio final se recurrié a un grupo de estudiantes del tercer
semestre del Colegio de Ciencias y Humanidades plantel Sur. Fue por intercesion
de su profesor de matematicas que el investigador se presentd ante el grupo
haciendo una invitacion para participar en el estudio, planteando las condiciones
generales del trabajo en el laboratorio. Se comunicé a los estudiantes los
objetivos, tanto en lo referente al proyecto de tesis, como en cuanto a lo que se
esperaba lograr de su propio desempefio, los contenidos a tratar, el tipo de
actividades a realizar y el tipo de herramientas a utilizar, el lugar, las fechas y los
horarios previstos para las sesiones de trabajo y el requerimiento de un
compromiso auténtico para la participacion plena en las actividades, mismas que
se plantearon como actividades extra clase. Para el estudio final se llevaron a
cabo un total de 16 sesiones de trabajo en el laboratorio de matematicas entre el
1° de octubre y el 9 de diciembre de 2002. Se procurd que las sesiones de trabajo
no excedieran de una hora cincuenta minutos de duracion, con el fin de mantener
el convenio establecido con los estudiantes en cuanto al tiempo que la actividad
les demandaria, esto se sostuvo regularmente en la practica, aun cuando en

ocasiones la actividad quedara inconclusa.

El investigador llevd a cabo las grabaciones en video de las sesiones de trabajo de
los estudiantes. Estas se efectuaron a partir de la séptima sesion, y para ello se

contd con dos camaras de video de las cuales una se mantuvo fija registrando el
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trabajo de alguna de las parejas, mientras que la segunda camara se utilizé para
registrar, parcialmente, las actividades realizadas por otras parejas de estudiantes
en momentos en los que su desempefio mostraba aspectos de interés para la
investigacion. Accedieron a participar 7 alumnas y 6 alumnos con edades entre 15
y 16 afos. A lo largo de las primeras seis sesiones fue posible identificar a los
estudiantes que con mayor compromiso asumieron las actividades en el
laboratorio, especificamente fueron cuatro los estudiantes que mostraron esta
actitud y fue en ellos en quienes se concentré el registro de datos, particularmente

la grabacion en video de su trabajo.

En el periodo en que se llevdo a cabo este estudio empirico, este grupo de
estudiantes cursaba el tercer semestre de su programa de bachillerato, el cual no
establece contenidos referidos de manera especifica a las transformaciones
geomeétricas, soélo se refiere a éstas de forma implicita como en el estudio de la
semejanza en Geometria y del teorema de Tales y su reciproco, tal como se indica
en la Unidad 4, del Programa de Estudio para la Asignatura Matematicas Il (CCH,
1996). Cabe sefalar que en el Plan y Programas de Estudios de Matematicas de
la Escuela Secundaria (SEP, 1993) se prescribe el estudio de las
transformaciones geométricas, especificamente las simetrias axial y central,
orientado a la observaciéon y la enunciacion de sus propiedades. Ademas, se
propone el desarrollo de actividades para observar el resultado de componer dos
simetrias o reflexiones respecto a rectas. En dicho plan de estudios se propone
también la aplicacion de la semejanza al estudio de las homotecias y las
aplicaciones de las homotecias al dibujo a escala. Por esta razon era probable que
los estudiantes participantes tuviesen nociones previas acerca de esas
transformaciones en particular. Respecto a la rotacion y la traslacion, también era
probable que los estudiantes tuviesen alguna experiencia, puesto que éstas

constituyen referentes utilizados en asignaturas como fisica o quimica.

Las actividades llevadas a cabo en este segundo estudio empirico fueron las

mismas que en el estudio inicial, aunque en esta segunda oportunidad se hizo
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énfasis en las justificaciones y en los argumentos que los estudiantes dieron para
apoyar sus afirmaciones y sus resultados. Sin embargo el aspecto mas destacable
de este segundo estudio radicé en que fue posible llevar a cabo una fase adicional
de trabajo (las tres ultimas sesiones) con pantografos para composicion de
isometrias, con la intencion de involucrar a los estudiantes en la formulacion, como
proposiciones matematicas, de las composiciones exploradas, es decir, para llegar
a establecer con claridad un teorema (hipotesis y tesis), y trabajar en una prueba.
En estas ultimas sesiones de actividad en el laboratorio sélo participaron cuatro
estudiantes, la razon de esto fue que ellos tuvieron la disposicion para continuar
asistiendo, ademas de su desempefio, que fue muy favorable con respecto a las
perspectivas del investigador, y al nivel de aprehension de las transformaciones
geomeétricas logrado.

3.3. Lasecuenciade actividades

La forma en que las actividades en el laboratorio han sido secuenciadas ha
mostrado ser conveniente para el involucramiento de los estudiantes en el estudio
de las transformaciones geométricas (Hoyos, 2003-b), asi como para posibilitar el
desarrollo de formas de justificacibn matematica de lo que ellos mismos obtienen y
descubren al llevar a cabo dichas actividades de aprendizaje. El planteamiento
consiste en una primera aproximacion a las transformaciones geomeétricas
apoyada en la utilizacion del menu que proporciona Cabri para su estudio.
Después de esto los estudiantes proceden a examinar y a manipular algunas de
las maquinas matematicas con la intencion de proponer la transformacién
geométrica correspondiente a cada una de ellas y de argumentar a favor de esa
conjetura. Este proceso favorece la aprehension de los invariantes caracteristicos
de cada transformacién, puesto que, al final, los estudiantes no sélo son capaces
de referirse a la relacion entre un objeto y su imagen (bajo una transformacion
dada) en los términos verbales o semanticos adecuados, sino también en términos
numericos, o en términos algebraicos, aunque esto depende, en general, del nivel

escolar de los estudiantes (Hoyos, 2003-a). Como actividad final se proponen a los
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estudiantes problemas que pueden ser adecuadamente resueltos mediante la
visualizacion de una transformacidn geométrica en particular y su aplicacion a la
situacion planteada en el problema. En este estudio final, como ya se menciond,
se realizaron ademds actividades basadas en la composicion de simetrias
(Apéndice VI).

3.4. Los guiones de actividad

Al igual que disponibilidad de las herramientas técnicas o tecnologicas para el
desarrollo de las actividades, se ha considerado muy importante la coordinacion
de esas actividades por medio de instrucciones impresas, en las que se incluye no
soOlo la secuencia de acciones a realizar con las herramientas, sino también una
serie de preguntas dirigidas a la reflexion en torno a las acciones realizadas por
los estudiantes y a la justificacion de lo que ellos proponen o deciden en relacion a
las mismas actividades. Los guiones con los que se ha trabajado en ambas fases
de estudio empirico de esta tesis, fueron originalmente elaborados y puestos en
practica por F. Olivero, B. Capponi y V. Hoyos al llevar a cabo una serie de
experiencias de aprendizaje con estudiantes del quinto semestre de bachillerato
durante el mes de octubre de 2000 en el laboratorio de mateméticas de la UPN.
Para nuestra investigacion se elaboraron guiones adicionales, especificamente
para el estudio de la rotacion, de la inversion y para el trabajo con las maquinas
gue generan composiciones de isometrias. También se modificaron los guiones en
los que se plantean problemas cuya solucion se puede obtener identificando y
aplicando cierta transformacion geométrica, con la intencion de poner énfasis en
las razones que los estudiantes pudieran tener para optar por una u otra
transformacion como posible via de solucion a la situacion planteada. Los guiones
utilizados constituyen de esta manera la parte esencial de la conduccién y la
coordinacion de las actividades en el laboratorio de matematicas; por medio de
estos, los estudiantes interactian con las herramientas, entre ellos mismos y con
el conductor de las sesiones. Por lo anterior, tales guiones de actividades se

consideran también como herramientas de mediacion en el sentido en que
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permiten orientar la actividad de los estudiantes hacia objetivos predeterminados

por el investigador.

3.5. El papel del conductor en las sesiones de trabajo

Dado que la actividad en el laboratorio de matematicas se concibe como la
generacion de situaciones propicias para que los estudiantes atribuyan significado
matematico a las actividades que ellos realizan en ese espacio, el papel del
conductor de las sesiones se centra en orientar en ciertos momentos la indagacion
o la exploracion que los estudiantes realizan mediante las herramientas y los
recursos puestos a su disposicion. Sin embargo quiza la funcion primordial del
conductor de las sesiones es la de orquestar la discusién en torno a las
afirmaciones o a los resultados que los propios estudiantes generan en la
actividad. Desde la perspectiva de la tesis de investigacion se trataba
esencialmente de promover la conexion entre la fase de elaboracion de conjeturas
y la fase de produccién de pruebas (la unidad cognitiva de un teorema, segun
Boero, et al., 1996). El papel del conductor de las sesiones de trabajo se concibe,
de esta manera, como el de un participante mas en el proceso de aprendizaje
puesto en marcha, aunque con la capacidad de llevar al escenario el punto de
vista de la comunidad matematica (Bartolini, 1998), esencialmente en lo que a la
validacion de los resultados se refiere, es decir, tiene el papel de poner en primer
plano la importancia de la justificacion matematica de las afirmaciones o los
resultados que se obtienen, recurriendo a la matematica misma; aunque no
necesariamente siguiendo la demostracion deductiva rigurosa, sino a través de la
construccion de argumentaciones cada vez mejor sustentadas por medio de
conexiones con lo que ya ha sido establecido. Se trata, en términos de lo que
Herbst (2000) y Arzarello (1997) sefalan, de manejar adecuadamente cierta
ecologia de la prueba en la clase de matematicas: la prueba no es un
procedimiento Unico y estatico, sino que la prueba tiene un caracter situado en
términos de los conocimientos, las habilidades y las concepciones presentes en el

escenario de aprendizaje concreto. Podemos esperar, entonces, que las
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herramientas o0 los recursos didacticos introducidos también constituyan

condicionantes del nivel de prueba o de argumentacién matematica a lograr.

Cabe sefialar que, en términos de lo ocurrido, sobre todo en la ultima parte del
estudio empirico final, la participacion del conductor-investigador fue determinante
en el avance de los estudiantes con respecto a los procesos de validacion puestos
en marcha. En esas ocasiones, el conductor promovié la explicitaciéon de las
conjeturas que los estudiantes elaboraron, asi como de las razones que ellos
tenian para hacer tales conjeturas. También, ocasionalmente, el conductor aporto
a la discusion algunas consideraciones tedricas (hechos validos dentro de la
geometria euclidiana) que permitieran avanzar en la justificacibon matematica de

las conjeturas y de las afirmaciones generadas en la actividad.

3.6. Los datos recolectados y su anélisis

Los datos recabados en ambas fases empiricas de este proyecto de tesis
provienen de tres fuentes:
1) Las respuestas y anotaciones en general que los estudiantes han escrito
en los guiones de actividad.
2) Los archivos de Cabri que los estudiantes han generado a lo largo de las
diferentes actividades.
3) Las grabaciones en video que se obtuvieron de las actividades de los

estudiantes en algunas de las sesiones de trabajo en el laboratorio.

Se concibe el analisis de los datos a partir de las conexiones entre estas tres
fuentes, de manera que lo que se llega a afirmar en relaciobn con los
comportamientos y con los logros de los estudiantes pueda ser sustentado,
idealmente, por mas de una evidencia empirica. Un aspecto a destacar en relacion
a los archivos de Cabri generados por los estudiantes, es que estos archivos se
generan mediante una funcion de registro o grabacion secuencial de las acciones

gue el usuario lleva a cabo con el software. Esta funcion permite revisar paso a
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paso un procedimiento de construccion o bien la secuencia de operaciones
ejecutada por el usuario, lo cual representa una caracteristica del software muy
conveniente desde el punto de vista del investigador.

La revision y el andlisis de los datos se han llevado a cabo a través del siguiente
procedimiento. Inicialmente se revisa el video que corresponde a un episodio de
interés, seleccionando las partes que potencialmente aportan a la discusion desde
la perspectiva de la tesis de investigacion. A continuacion, el desempefio y las
acciones de los estudiantes mostradas en el video son comparadas y revisadas
nuevamente, ahora en relacibn con sus respuestas al guion de trabajo
correspondiente y con las construcciones realizadas durante el episodio bajo
estudio. Esto permite obtener un panorama amplio en relacién al desenvolvimiento
de los estudiantes, que, si bien se enfoca esencialmente en el episodio
seleccionado, no se limita exclusivamente a ese momento, puesto que es posible
hacer un seguimiento al revisar las respuestas a los guiones de actividad y las
construcciones (tanto con los pantégrafos como con Cabri) a lo largo del trabajo
realizado en las sesiones previas. De esta manera se tiene la oportunidad de
elaborar una descripcidon mas precisa del desarrollo de cada participante respecto
a las nociones y los procesos matematicos en juego, asi como de la forma en que
la interaccidbn con sus pares y con el conductor de las sesiones provoca

modificaciones en sus comportamientos.

3.7. Cierre

Los aspectos relativos a la metodologia de la investigacion realizada se centran
esencialmente en la adopcion de situaciones de aprendizaje en las que se
privilegia el desarrollo de actividades de indagacion y de interaccion social,
motivadas por el uso de herramientas técnicas y tecnoldgicas que por sus
cualidades constituyen el contexto externo de un potencial campo de experiencia
matematica. Un segundo foco de atencion es el que se refiere a la intencion de
llevar a los estudiantes a situaciones de validacion en las que puedan recurrir a

dichas herramientas y a la discusion sustentada en los hechos empiricos y en la
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teoria que alrededor de estos se va construyendo. Esto apoya la idea que se tiene
en cuanto a la estrecha relacion que el marco teorico y el metodolégico mantienen
en este planteamiento de investigacion, es decir, el hecho de asumir la mediacion
a través de artefactos culturales como parte esencial de los procesos de
aprendizaje y de formacién matematica, condiciona en gran medida los escenarios
y las actividades a desarrollar, asi como las expectativas que se pueden tener en

cuanto a los resultados de la investigacion.
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4. Presentacion y discusion de resultados

Este capitulo se compone de tres partes: una primera parte en la que se sefalan
algunos de los resultados obtenidos en la fase de trabajo inicial de los estudiantes
con el software de geometria dindmica; una segunda parte en la que se muestran
y se discuten resultados del estudio inicial, sefialando también sus implicaciones
para la continuacion de la parte empirica del proyecto de tesis; por ultimo se
presentan y se discuten resultados de investigacion obtenidos al llevar a cabo el

estudio final.

4.1. Construcciones iniciales en Cabri

La primera actividad (Apéndice 1) tuvo por objetivo que los estudiantes se
familiarizaran con el software, que conocieran la manera general de trabajar con
éste y que experimentaran algunas construcciones iniciales a fin de que se
percataran de la diferencia entre llevar a cabo construcciones geométricas en las
gue las propiedades requeridas se establecen o se satisfacen de forma
meramente visual y realizar construcciones recurriendo a herramientas del
software que permiten atender las relaciones geométricas que definen a la figura
por construir. Para esto la funcion de arrastre de los objetos geométricos base de
la construccidn es esencial puesto que permite observar directamente la
conservacion de las propiedades requeridas o, por el contrario, la descomposicion
de la figura. Esta toma de conciencia, o el asumir que los objetos geométricos
pueden transformarse conservando sus propiedades caracteristicas, no es
inmediata, los estudiantes inicialmente procuran que sus construcciones presenten
una configuracion estandar o tipica del objeto en cuestion, que “muestre” las
propiedades caracteristicas que lo definen. Tal construccion es obtenida,
generalmente, ejerciendo un control esencialmente visual en la pantalla de la
computadora, de los objetos involucrados en el procedimiento, es decir, no se
ejerce un control tedrico de la construccion geométrica. Las primeras reacciones

de los estudiantes a la demanda de que sus construcciones conserven la
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propiedad solicitada, aun cuando los objetos base sean arrastrados, son de
resistencia a modificar la configuracion, o bien a tratar de ajustar nuevamente los
objetos base de la construccién. Los estudiantes llegan a sefalar que no se debe
modificar en absoluto la figura a fin de que mantenga la configuracion que parece
satisfacer la condicion requerida, o bien tratan de recomponer la figura una vez

gue se ha arrastrado alguno de los objetos base.

En estas primeras tareas, las intervenciones del conductor es se dirigieron a hacer
notar la necesidad de utilizar herramientas o comandos del software que
garantizaran que el procedimiento de construccion atendia a las propiedades
geométricas caracteristicas de los objetos requeridos. La ineficacia de las
primeras construcciones, evidenciada mediante el arrastre de los objetos base de
la construccién, obligd a los estudiantes a buscar otros procedimientos que les
permitieran efectivamente satisfacer la condicion establecida. Una vez que los
estudiantes asumieron la necesidad de construir figuras que conservasen sus
propiedades geométricas esenciales, entonces comenzaron a identificar las
propiedades geométricas caracteristicas del objeto involucrado y a buscar las
herramientas del software con las cuales desarrollar un procedimiento de
construccion en el que tales propiedades estuviesen inherentemente involucradas,

lo cual representa ya un control teérico de tal procedimiento.

- Algunas de las respuestas de los estudiantes a los guiones de actividad

Rodrigo describe su construccion de un cuadrado a partir de dos puntos
cualesquiera:
Primero se localizan dos puntos, ya localizados se hace una
circunferencia desde uno de los dos puntos, en el punto que se
intersecta la recta con la circunferencia se traza una perpendicular y

obtenemos los dos puntos restantes.
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La descripcidn no es suficientemente especifica; sin embargo, su construccion en
Cabri (mostrada arriba) permite apreciar el procedimiento efectuado. El construye
circunferencias con centros en los extremos del segmento determinado por los
puntos base de la construccion y cuyo radio es el segmento mismo, después
construye perpendiculares al segmento por sus extremos, seleccionando
intersecciones de las perpendiculares con las circunferencias del mismo lado del
segmento para determinar los dos vértices restantes del cuadrado. Cuando se le
indica que justifique o que haga explicitas las razones por las que su construccién
satisface la condicion requerida, es decir, las razones por las cuales conserva las
propiedades caracteristicas al arrastrar los objetos base de la construccion,
Rodrigo escribe lo siguiente:

Esta figura geométrica tiene una medida de 90° en cada angulo con lo

gue se forma un cuadrado [,] para que tuviera la misma medida en sus

cuatro lados trazamos una circunferencia intersectando cada vértice y

asi se formaban los cuatro lados del cuadrado exactos y con las

mismas proporciones.

Por su respuesta, podemos suponer que Rodrigo esta involucrado en el proceso
de interiorizar una de las caracteristicas esenciales de los objetos de geometria
dindmica, las construcciones geométricas pueden transformarse, sin perder sus
propiedades definitorias o invariantes, a condicion de que el procedimiento de
construccion incorpore las relaciones o los objetos geométricos pertinentes,

mediante el empleo de las herramientas disponibles. Su propio procedimiento de
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construccion le permite hacer afirmaciones referentes a lo que él sabe acerca de

un cuadrado, y que se hacen evidentes en la construccion misma.

Juan Carlos lleva a cabo un procedimiento semejante al de Rodrigo para construir
un cuadrado a partir de dos puntos, él lo describe de la siguiente forma:

1- Marcar el punto Ay B, hacer dos circulos alrededor de ellos

2-UnirAB

3- Marcar las paralelas

4- Unir los puntos de interseccion

Después de esto, Juan Carlos presenta la siguiente justificacion de su
procedimiento de construccion:
Se justifica, porque el segmento trazado y sus puntos de interseccion
son los mismos con respecto al centro del circulo. Esto provoca que al
arrastrar los vértices se agranden los circulos y perpendiculares de
igual forma.
Al trazar el circulo se garantiza que los segmentos del centro a cualquier punto de
la circunferencia sean congruentes; Juan Carlos trata de justificar la validez de su
procedimiento haciendo notar esa congruencia. Es notable también que él se esté
refiriendo ya al efecto dindmico (y funcional) visible por medio del arrastre de los
objetos base, y que se va constituyendo en un primer criterio de validacion de sus

procedimientos constructivos.

Por su parte, Trinidad ha desarrollado un procedimiento distinto al de Rodrigo y de
Juan Carlos para construir un cuadrado. Ella hace la siguiente descripcion de su
procedimiento:

Se traza un segmento y se cruza por una mediatriz, se forma una

circunferencia y dentro de ésta se forma un cuadrado.
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La construccién que ha hecho Trinidad (mostrada arriba) parte de considerar el
segmento formado por los dos puntos base de la construccion como una de las
diagonales del cuadrado. Ella utiliza la mediatriz del segmento y una
circunferencia con centro en el punto medio del segmento para determinar la
segunda diagonal. Trinidad recurre a nociones geométricas que aplica
eficazmente en su construccion. Cuando se le pide que justifique o que haga
explicitas las razones por las que su construccion satisface la condicion requerida,
ella escribe lo siguiente:

Esta figura geométrica tiene angulos de 90° con cuatro lados iguales

con lo que formamos un cuadrado al cual lo pusimos dentro de un

circulo de esta forma se comprueba que tiene sus cuatro lados iguales.

Como en el caso de Rodrigo, lo que Trinidad escribe parece ser mas una
confirmacion de que su construccion satisface los requerimientos establecidos,
sustentada en la observacion o en la posibilidad de hacer ostensibles, mediante la
funciébn de arrastre, las propiedades caracteristicas del objeto geométrico
obtenido.

Una dificultad que a menudo enfrentan los estudiantes en sus primeras
construcciones consiste en cierta imposibilidad para definir, desde la secuencia de
la construccién, de manera explicita las relaciones entre los objetos involucrados,
esto provoca casos como el siguiente: Al arrastrar uno de los extremos de un
segmento, el circulo que se habia construido teniendo, supuestamente, como
diametro ese segmento, permanece estatico, cuando lo que se esperaba era que
mostrase una relacién funcional con el segmento base de la construccion. Los

estudiantes necesitan tomar conciencia de que para establecer estas relaciones
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funcionales ellos deben aprender a interactuar convenientemente con el software,
aprender a interpretar los mensajes que el software les presenta durante una
secuencia constructiva, o aprender a sefialar con el puntero de manera precisa los

objetos iniciales y finales de una construccion, aun las mas elementales.

Podemos observar en estas primeras actividades el inicio de un proceso en el que
la funcion de arrastre de los objetos base de las construcciones ademas de ser
una herramienta de control externo basado en lo que el usuario percibe para
verificar la pertinencia de la construccion, llega a ser el signo externo de un control
tedrico (interno) de la construccidon geométrica realizada y del procedimiento de
construccion desarrollado; es decir, las actividades y la disponibilidad de la
herramienta, con sus caracteristicas intrinsecas, estimulan en los estudiantes la
basqueda, la utilizacion y la explicitacion de las propiedades geomeétricas
caracteristicas de los objetos cuya construccion llevan a cabo. Se esperaria que
este proceso condujera a una referencia sistematica de las propiedades
geométricas en juego como formas de garantizar la validez de una construccion y
como formas de explicar o de justificar resultados o afirmaciones obtenidas en las
actividades mismas. Esta transformacion de una herramienta de control externo a
un signo externo de un control tedrico, ya ha sido sefialada por Mariotti (2002) al
referirse a la funcién de arrastre como uno de los objetos concretos que ofrece el
contexto externo de un campo de experiencia de las construcciones geométricas
en Cabri: “la funcién de arrastre [...] comienza como una herramienta de control
perceptual para verificar la correccion de la construccion y después llega a ser el
signo externo del control tedrico.” (p. 7...). La funcién de arrastre se convertira en
parte de un esquema de utilizacién (Verillon y Rabardel, 1995, p. 86) que llega a
ser habitual en los estudiantes cuando llevan a cabo construcciones vy
exploraciones geométricas en el ambiente de Cabri. Esto se mostrard mas
adelante en esta presentacion de resultados.
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4.2. Estudio inicial

A fin de llevar a cabo un estudio empirico que permitiera orientar de mejor manera
la investigacién, se formulé una hipétesis de trabajo sustentada en resultados de
otras investigaciones (Bartolini, 1993; Vincent et al., 2002) que indican el papel
gue puede tener la manipulacion de materiales concretos, particularmente las
maquinas mateméticas articuladas, en la génesis del conocimiento cientifico-
tedrico contemporaneo basada en la relacidn entre lo especifico y lo general, entre
lo concreto y lo abstracto (Bartolini, 1993, p. 98), y también en el descubrimiento
de relaciones y propiedades geométricas de los objetos representados mediante
esta clase de materiales concretos. También se consider6é la utilizacion de
geometria dinamica como un complemento (Hoyos, 2002) a la actividad con las
maquinas articuladas. Se esperaba generar, de esta manera, un campo de
experiencia (Bartolini y Boero, 1998, p. 53) referido a las transformaciones
geomeétricas elementales. Se consideré también, desde la perspectiva del marco
referencial de la tesis, la unidad cognitiva de un teorema (Boero, et al., 1996),
nocion que hace énfasis en la “continuidad” entre los argumentos presentados
para hacer plausible una conjetura y los argumentos empleados para construir una

prueba. La hipétesis de trabajo planteada para este estudio fue la siguiente:

Las herramientas y las actividades utilizadas permiten generar un campo de
experiencia relativo a las transformaciones geométricas, y permiten que los

estudiantes se involucren en situaciones de validacién referidas a dicho campo.

Se asume que el contenido geométrico en el software y en las maquinas
articuladas no es trivial o inmediato para los estudiantes, es decir, se requiere
llevar a cabo una actividad adecuada y un esfuerzo personal y colectivo para
reconocer y hacer explicitas las propiedades que definen las transformaciones
geomeétricas “concretizadas” en tales medios. Es decir, no basta con manipular
adecuadamente las herramientas y observar los resultados que esto produce, es

necesario desarrollar una actividad sistematica de indagacion con respecto a esos
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resultados y promover la reflexion interpersonal e intrapersonal para llegar a
estructurar los hechos geométricos inherentes; establecer relaciones, comparar

configuraciones, descubrir invariantes, etc.

Se recurri6 también a la clasificacion de los niveles de apropiacion de las
transformaciones geométricas que emplea Sangaré (1999) inicialmente propuesta
por Grenier y Laborde (1988), y complementada con las aportaciones de Jahn
(1998), con la finalidad de tener mas elementos con los cuales discutir acerca de
los posibles cambios en el contexto interno de los estudiantes, referido a un

potencial campo de experiencia de las transformaciones geométricas.

Estas consideraciones, junto con la revision bibliografica que se tenia en ese
momento (ver apartado 2.1.2), permitieron proponer preguntas en referencia a la

hipodtesis de trabajo ya sefialada, tales preguntas son las siguientes:

- ¢El software de geometria dindmica y las maquinas matematicas son
herramientas adecuadas para generar un campo de experiencia en torno a
las transformaciones geométricas?, si es asi,

- ¢Qué cambios se observan en las conceptualizaciones de los estudiantes
respecto de las transformaciones geométricas?,

- ¢Cual es el papel de los guiones de actividad y de la interaccion social en
ello?,

- ¢Como abordan los estudiantes situaciones de validacion en este

escenario?

A continuacién se hace una revision y un analisis de cuatro episodios en los
gue se presenta el desempefo de los estudiantes durante este primer estudio
empirico. Con esto se trata de proponer cierto nivel de respuesta a esas

preguntas.
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4.2.1. Los cambios en el contexto interno de los estudiantes con respecto al

campo de experiencia de las transformaciones geomeétricas

En este estudio ha sido posible observar cambios en la manera en que los
estudiantes utilizan y se refieren a las transformaciones geométricas al llevar a
cabo las actividades en los dos escenarios de aprendizaje, Cabri y los
pantografos, asi como en la resolucién de problemas. Esto nos lleva a tratar de
identificar alguna evolucién en cuanto al nivel de aprehensién que los estudiantes
tienen de algunas de estas transformaciones y a argumentar en torno al desarrollo

de un campo de experiencia geomeétrica.

- El caso de David y Sergio estudiando la simetria central

Las diferentes secuencias de actividades permiten observar cambios en el
contexto interno de los estudiantes. Se presentan a continuacion las respuestas de
David y Sergio a las actividades correspondientes a la simetria central utilizando
inicialmente Cabri; en un segundo momento, con la maquina articulada v,
finalmente, en la resolucion de un problema. Simultdneamente, se hace un analisis
de estas respuestas en términos de la nocion de campo de experiencia y de las
conceptualizaciones aprehendidas por los estudiantes de la transformacion

geomeétrica en juego.

La exploracion en Cabri-Géomeétre

Después de las indicaciones, en el guién de la actividad, para llevar a cabo una
exploracion de la simetria central, se plantean las siguientes instrucciones (las

respuestas de David y Sergio aparecen en cursivas).

g) Caracteriza el objeto geométrico imagen de una simetria central.
En la simetria central del triangulo, el triAngulo imagen:
- estd al contrario del triangulo

- se deforma el triangulo imagen al mover ya sea el puntoa, b, o c
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- estan a la misma distancia del punto

h) Da una definicion de simetria central.
La simetria central es la copia con un giro de 180° de cualquier objeto que
para crearlo se necesita un objeto cualquiera y un punto cualquiera en el

cual se maneja una recta entre el punto y el objeto

Si bien estas primeras referencias que David y Sergio hacen de la simetria central
muestran cierta nocion de dependencia entre una figura y su imagen, parece tener
mayor peso la impresion visual que genera el arrastre de los objetos base, esto
sugiere que ellos conciben esta transformacibn como una relacién entre dos
configuraciones geométricas o entre dos partes de una misma configuracién, el
primer nivel de la clasificacion que presenta Sangaré (1999) de las concepciones
gue los estudiantes tienen de las transformaciones geométricas y que corresponde
a “...un dominio espacio-grafico referido directamente a los elementos
geométricos euclidianos involucrados...” (p. 29). También podemos asumir que
ellos intuyen el invariante de esta transformacion (el centro de simetria es el punto
medio de los segmentos formados por puntos correspondientes), aungque esto no
destaca entre otras propiedades que ellos perciben, y que pudiéramos considerar

como circunstanciales.

La exploracion de la simetria central en la maquina articulada

Posteriormente, David y Sergio llevan a cabo la actividad planeada para trabajar
con el pantografo de simetria central. Se muestra un esquema de este a

continuacion; O es el punto fijo de la maquinay P y P’ son los trazadores.
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Sus respuestas a algunas de las preguntas planteadas fueron las siguientes.

3.b) En la maquina articulada ¢Cuéales son las propiedades geométricas que

distingues entre sus diferentes componentes?
Se maneja un giro de 180° en cualquiera de sus objetos que se dibujen. Las
varillas de la maquina forman un paralelogramo
Los puntos de las varillas en las que llevan las plumas estan alineados

siempre con el centro de simetria.

En esta respuesta, David y Sergio confirman la idea que tienen en cuanto a la
relacion de “giro de 180°” que existe entre un objeto y su imagen simétrica,
aunqgue no establecen explicitamente la coincidencia entre el centro de simetria y
el centro de rotacion. También reconocen en la estructura de la maquina un
paralelogramo, asi como la alineacién entre los trazadores de la maquina y el
pivote-centro de simetria de ésta. En ese momento, ellos estan avanzando en la

precision del invariante que caracteriza a esta transformacion.

4) Una vez que has explorado con la maquina la transformacion geométrica que

genera, trata de identificar alguna propiedad invariante, es decir, alguna propiedad

que se verifigue en cualquier configuracidn geométrica, o bien que se verifique con

cualquier par de puntos correspondientes bajo la transformacion.
a) Escribe la propiedad o las propiedades identificadas. ¢ Por qué consideras que
esa 0 esas propiedades se verifican siempre en la maquina? Trata de encontrar
argumentos matematicos para esto.
Los puntos donde estan las plumas siempre estan alineados al punto de
simetria ya que siempre se maneja un giro de 180°

Siempre estan a la misma distancia del punto de simetria

David y Sergio ya han sefialado las propiedades geométricas esenciales de la
simetria central: la alineacion entre puntos correspondientes y el centro de
simetria, y la equidistancia de los primeros respecto al segundo. Se refieren ahora

al giro de media vuelta para explicar la alineacion entre los puntos. La actividad los
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ha inducido a identificar lo esencial de esta transformacion, dejando a un lado
aspectos circunstanciales o ambiguos surgidos en la exploracion inicial mediante

el software.

b) Coloca un punto sobre uno de los objetos trazados. ¢COmo encuentras o

trazas, sin utilizar la maquina, el punto imagen? Describe tu procedimiento.

Calculando la mitad o el punto medio entre cada figura

c) Trata de construir una prueba tedrica de que tu procedimiento de trazado o de

construccion es correcto.

El argumento presentado para justificar su procedimiento de construccién se
apoya en el invariante de la simetria central. David y Sergio han interiorizado una
representacion que corresponde adecuadamente con lo que seria una
representacion genérica de esta transformacion geométrica, y que muestra
consistentemente el invariante caracteristico de la misma. Ahora comienzan a
considerar esta transformacion como “una aplicacion puntual del plano sobre si
mismo”, aproximandose a una nocion funcional, que corresponde con el segundo
nivel de aprehension sefialado por Sangare (1999), en la que la posicion y la
forma de la imagen estan determinadas de manera inequivoca por la posicion de
los objetos base de la transformacién: el objeto antecedente y el centro de simetria

en este caso.
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Resolucion de un problema

Con posterioridad a la actividad con el pantografo, se pide resolver el siguiente
problema:

- Se dispone de una circunferencia, de una recta y de un punto O. Construir un
segmento AB de tal manera que O sea el punto medio de AB y que A esté sobre la
circunferencia y B sobre la recta. Indagar acerca de la posibilidad de diferentes

soluciones.

A los estudiantes se les ha indicado que exploren el problema, buscando con cual
0 cuales de las transformaciones que han revisado podrian resolverlo
satisfactoriamente. David ha ensayado una posible solucién utilizando el
pantografo de simetria central, inicialmente ha trazado dos segmentos de recta
simétricos (I y I’ en la Figura 1), referidos como rectas en la trascripcion que
sigue, y después una circunferencia que “toca” a uno de ellos (la parte derecha de
la Figura 1), percatandose, en ese momento, de que puede trazar un segmento de
recta que satisface las condiciones planteadas en la tarea; esto lo convence de
gue la simetria central es la transformacion que permite resolver adecuadamente

el problema. El conductor de la sesion interviene para que David explique su idea:

Conductor: ¢ David, cuél seria tu idea para resolver el problema?

David: Seria trazar la simetria central de esta recta (I ) con base a este

punto (O), creando asi una recta simétrica, ya tenemos un punto
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medio, seria la misma distancia que hay de esta recta (I ) al punto
(O) e igual de esta recta (I’ ) al punto, y seria trazar un circulo al lado

de la recta y asi tendriamos lo que nos dan al principio una recta, un
punto y una circunferencia. Si trazamos un segmento de un punto de
la circunferencia a la recta ya tendriamos el punto medio con la

misma distancia en ambos lados.

Figura 1

David explica como estan relacionados los elementos de su construccion para
hacer ver que la condicion requerida se satisface; aunque su construccion no se
ajusta a la situacion inicialmente planteada en el enunciado, puesto que primero
traza dos segmentos simétricos y después una circunferencia; presenta una
configuracion en la que el problema estéa resuelto, y a partir de ésta trata de hacer
ver la pertinencia de utilizar la simetria central; esto hace suponer que se ha
apropiado de la situacion planteada y que ha visualizado una solucién. Sustenta
su argumentacion esencialmente en el papel que tiene el centro de simetria del
pantografo como punto medio de los segmentos determinados por puntos

correspondientes en la transformaciéon. David asume que el punto en el que una
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de las rectas simétricas “toca” la circunferencia, tiene su correspondiente sobre la
recta simétrica, y que ambos puntos determinan un segmento bisecado por el

centro de simetria.

Cabe aclarar que el problema planteado puede tener dos soluciones, una o
ninguna, dependiendo de que la imagen de la recta dada sea, respectivamente,
secante, tangente o ajena a la circunferencia. También es posible resolver el
problema obteniendo la imagen de la circunferencia dada. David se refiere al caso
en el que la recta imagen es tangente a la circunferencia, y pareciera que
deliberadamente esta buscando ese caso; él continla su exploracion de la
situacion planteada en la tarea tratando de reproducirla en Cabri. Finalmente
David y Sergio responden de la siguiente manera a las preguntas del guién de

actividades:

a) ¢Cual o cudles de las transformaciones geométricas revisadas serian
adecuadas para resolver el problema? Explica tu respuesta.
La simetria central, trazamos una recta, un punto O y un circulo, realizamos
la simetria central de la recta con base el punto O, la recta que se creara
cruzara la circunferencia en un punto cualquiera, trazamos una semirrecta y
de un punto cualquiera de la primera recta al punto en que la recta imagen

fue cruzada en el circulo.

Figura 2
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El procedimiento descrito refleja la utilizacion de Cabri para confirmar lo que ya
David ha planteado como solucion. Su construccion dinamica consiste en construir
un punto sobre la recta antecedente y una semirrecta que parte de ese punto y
pasa por el centro de simetria, a continuacién David arrastra el punto sobre la
recta hasta que la semirrecta coincide con una de las intersecciones entre la
circunferencia y la recta imagen, la interseccion que satisface la condicion
plateada en el enunciado, como lo muestra el dibujo que él mismo presenta en sus

hojas de trabajo (Figura 2).

b) Una vez que has encontrado una solucion, trata de validarla elaborando una
prueba mediante argumentos matematicos, es decir, propiedades o conceptos
matematicos que le den validez a tu solucion.

Una simetria central es una representacion de cualquier objeto con un punto
como base con un giro de 180°, si creamos una recta simétrica de otra con
el punto que nos dan como base, se creara la simétrica de la recta cruzando
una parte del circulo y asi al ser una simetria en las rectas habra el mismo
tamafio entre cada recta colocando el punto O como punto medio entre
cada recta

En las respuestas anteriores, esta pareja de estudiantes elabora argumentaciones
en las que nuevamente tratan de relacionar el invariante de esta transformacion
con la situacion planteada en el enunciado del problema y con la aplicacion de la
transformacién misma para resolverlo. Podemos decir que su conceptualizacion
respecto a la simetria central ha evolucionado, puesto que distinguimos en sus
respuestas y en sus acciones rasgos caracteristicos del tercer nivel segun la
clasificacion utilizada por Sangaré (1999): “La transformacion es considerada
como una herramienta funcional con la finalidad de poner en evidencia invariantes
o con la finalidad de resolver problemas.” (p. 29). David y Sergio han sido capaces
de visualizar la transformacion en la situacién planteada en el enunciado y de
utilizarla con eficacia para mostrar la pertinencia de su solucion, desprendiéndose,

en buena medida, de las herramientas de mediacién con las que han trabajado.
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Tal como lo sefala Bartolini (2000, p. 5), esta “pérdida de materialidad permite
tomar distancia de los hechos empiricos, transformando la evidencia empirica del
dibujo que representa una solucion [...] en la representacion externa de un proceso
mental’. Finalmente, constatamos en las diferentes fases de la actividad, cierto
enriguecimiento en cuanto a las herramientas geométricas que los estudiantes
manejan y en cuanto a la manera en como se refieren a esa transformacion,
ambos aspectos constituyen elementos del desarrollo de un campo de experiencia
(Bartolini y Boero, 1998, p. 53) referido, en este caso, a las transformaciones

geométricas.

- El caso de Alma al explorar la homotecia utilizando Cabri

Se presentan en esta parte algunas de las respuestas dadas por Alma cuando ha
estado realizando las actividades correspondientes con la homotecia utilizando
Cabri. Al igual que en el apartado anterior, interesa saber si las actividades y las
respuestas producidas por esta estudiante permiten evidenciar un cambio en la
conceptualizacion de los objetos y los procedimientos geométricos presentes en
las actividades de aprendizaje, o bien, si es posible constatar un enriquecimiento
progresivo del conjunto de herramientas geométricas que esta estudiante utiliza
para abordar las actividades y responder a los cuestionamientos que se le

plantean.

Alma ha explorado la homotecia a partir de un triangulo y su imagen, expresando
lo que ella percibe como los efectos que el arrastre de los objetos base tiene sobre

los objetos construidos a partir de ellos.

d) ¢ Cuadles objetos puedes variar y cuales no?, ¢ Por qué?
Los del triangulo ABC se pueden mover, los del triangulo A’'B'C’ no se
pueden mover, porque como el triangulo A’'B'C’ fue hecho a una escala con
el triAngulo ABC, depende de éste, en especial de sus medidas.

e) Si movemos o variamos el triAngulo ABC, entonces...  es independiente.
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Alma se refiere al triangulo antecedente como un objeto independiente, y al

triangulo imagen como “una escala” del primero.

e.1l) Antes de encontrar la imagen homotética de un punto P sobre el tridngulo
ABC por medio de la herramienta Homotecia, ¢en dénde supones que estara la
imagen homotética del punto P? Escribe tu suposicion.

En el mismo lado y mismo lugar, pero en el triangulo A'B’C’

e.2) Utiliza ahora la herramienta Homotecia para encontrar la imagen P’ en
A'B’C’. Mueve el punto P y observa qué pasa con su imagen P’. Anota tus
observaciones.

Al mover el punto P se mueve el punto P’ en el triangulo A’'B'C’ de la misma

forma.

f) Describe como podrias encontrar la imagen homotética de cualquier punto P, sin
utilizar la herramienta Homotecia de Cabri.
Con la relacién que hay entre el punto O y los puntos ABC con su
homotético forman lineas rectas. Asi podemos trazar una linea recta que
pase por el punto O y el punto P. Donde cruce la recta el lado homotético al

lado donde esta el punto, sera el punto homotético de P.

i) Construye la imagen de otros objetos geométricos, como un segmento de recta
y un circulo, explora su homotecia anotando tus observaciones.

Con un segmento de recta se forma una paralela al primer segmento

j) Caracteriza el objeto geométrico imagen de una homotecia. Anota las
propiedades geométricas que éste tiene en relacion con los elementos basicos de
esta transformacion (el centro, la raz6n de homotecia y el objeto antecedente).
En el primer circulo, el radio multiplicado por el factor de homotecia nos da
como resultado el radio del circulo homotético.
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La identificacion de invariantes de esta transformacion geométrica se hace
explicita en las dos JUltimas respuestas: la alineacion entre puntos
correspondientes y el centro de homotecia, y la relacion entre el factor de
homotecia y las medidas relativas entre segmentos correspondientes, ademas de
gue estos son paralelos. También la respuesta de Alma a lo que se le requiere en
el inciso j hace suponer que su conceptualizacion de la homotecia se ha
enriquecido, puesto que ella se refiere explicitamente a la relacion multiplicativa
entre un objeto y su imagen, determinada por el factor de homotecia. Sin embargo,
las respuestas aun estan limitadas a puntos que pertenecen a objetos

antecedentes de los que ya se tienen construidas sus imagenes.

Por ultimo se pide:
k) Da una definicion general de homotecia.

Es una escala a mayor o menor de la primera figura.

Esta actividad tenia por objetivo llevar a los estudiantes a una formulacion general
de la homotecia, en el sentido de desarrollar un procedimiento para encontrar la
imagen de un objeto geométrico especifico, dados la razén y el centro de
homotecia. Esto no sucede asi, ¢cuales pueden ser las razones de esto? En
principio, las instrucciones que se dan en las hojas de trabajo tendrian que ser
mas explicitas a fin de inducir a los estudiantes a considerar un punto cualquiera y
no solo un punto sobre un objeto del que se tiene también su imagen, o0 mas aun,
pedir que se construya la imagen de un objeto sin recurrir a ninguna de las
herramientas utilizadas durante la exploracién. Sin embargo, al parecer el
desarrollo de un procedimiento de construccion utilizando herramientas comunes
como regla, compas y escuadras, no es una tarea que los estudiantes puedan
llevar a cabo, de forma inmediata, como consecuencia de la actividad de
exploracion de la homotecia por medio del software, aun si ellos intuyen o pueden

reconocer las propiedades que definen esa transformacion.
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El nivel en el que Alma conceptualiza la homotecia, atribuible en términos de lo
gue ella responde en las hojas de trabajo, no se limita a una relacion dimensional
y de posicion entre figuras geométricas, si bien ella enfatiza la relacion escalar
entre figuras (quiza por conviccion en cuanto a lo que ella percibe como el objetivo
de la actividad), sus respuestas muestran rasgos que caracterizan a esta
transformacion como la aplicacion puntual del plano en si mismo (Sangaré, 1999),
destacando la nocién de dependencia de la imagen respecto a la figura
antecedente y el valor de la razén de homotecia como el determinante especifico

de la relacion escalar.

En conclusion, las dos situaciones experimentales presentadas nos permiten
constatar un compromiso favorable de los estudiantes con las actividades de
aprendizaje, en el sentido de alentar la generaciéon de un campo de experiencia
referido a las transformaciones geométricas. En este proceso las herramientas de
mediacion (el software, los pantégrafos y los instrumentos de geometria) juegan el
papel de contexto externo del campo de experiencia en el que subyacen las
nociones y las propiedades geométricas de interés; complementariamente, los
guiones de actividad permiten centrar las acciones de los estudiantes hacia el
reconocimiento y la apropiacion de tales nociones y propiedades. Es factible
entonces constatar cambios en el contexto interno de los estudiantes, en términos
de la forma en que se refieren a las transformaciones geométricas y las utilizan
para dar respuesta a las situaciones que se les plantean, lo cual permite identificar
niveles de conceptualizacion de las mismas. Por otro lado es importante
considerar modificaciones pertinentes en las secuencias de trabajo a fin de que los
estudiantes estén en posibilidad de avanzar hacia la elaboracion de argumentos y
de pruebas mateméticas, en este sentido se considera necesario estimular el

analisis tedrico de las herramientas de mediacion empleadas.
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4.2.2. La posibilidad de involucrar a los estudiantes en situaciones de

validacion

Una parte esencial de esta tesis se enfoca en el andlisis de la racionalidad que los
estudiantes ponen en juego y exteriorizan en situaciones de validacion (Balacheff,
1997), es decir, situaciones en el salon de clases en las que se les requiere
justificar las aserciones o los resultados que ellos obtienen al llevar a cabo las
actividades planeadas. En esta primera serie de sesiones de trabajo en el
laboratorio fue posible observar a los estudiantes involucrandose genuinamente en
procesos de validacion de sus propias afirmaciones o resultados. El escenario de
aprendizaje estimulé el compromiso de los estudiantes en un proceso de conjetura
y argumentacién, en el que las herramientas disponibles y los recursos
desarrollados por los propios estudiantes, son utilizados productivamente. Para
mostrar esto revisaremos las actividades que Antonio y Eutimio llevaron a cabo,
respecto a la rotacién, asi como un argumento propuesto por una de las

estudiantes en el proceso de resolucion de un problema.

- Eutimio y Antonio trabajando con el pantégrafo de Sylvester

Antonio y Eutimio llevan a cabo la actividad de exploracion del pantografo de
Sylvester (Figura 3), el cual produce rotaciones. Tienen como antecedente el
estudio de esta transformacion utilizando Cabri. Ellos han determinado el angulo
de la rotacién que produce el pantégrafo haciendo mediciones sobre las figuras
gue han obtenido y asociando este angulo a la estructura del pantografo,
concretamente a los angulos ECB y BAD representados en el esquema del

pantografo que se muestra a continuacion.
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Figura 3

Esta pareja de estudiantes ha llevado a cabo un procedimiento de construccion

para responder el siguiente requerimiento:

4.b) Coloca un punto sobre uno de los objetos trazados. ¢COmo encuentras o

trazas, sin utilizar la maquina, el punto imagen? Describe tu procedimiento.

Antonio:
Del punto O al X trazamos un segmento, después medimos el angulo
de 40°, al encontrar el angulo trazamos una recta y por ultimo medimos
la recta imagen para encontrar X'. (La respuesta de Eutimio es similar a

esta)

Si bien sus respuestas indican la apropiacion del procedimiento de construccion
geométrica que implica la rotacién, es importante conocer la forma en que ellos
llegan a establecer esto, para lo cual se ha revisado el video que se hizo en ese
momento de su trabajo. Previamente, Antonio y Eutimio han dibujado con el
pantografo dos arcos (Figura 4) sobre las hojas que cubren la tabla en la que este
pantografo esta montado, y han dibujado, también con el pantografo, un par de
trazos cortos sobre los arcos etiquetandolos como P y P’, de manera que
visualizan claramente el resultado de lo que la instruccion les pide describir,

omitiendo la condicion de no utilizar la maquina.
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Como veremos, los objetos que han dibujado con el pantégrafo seran usados
adecuadamente para validar su propio procedimiento de construccion. Utilizando
regla y transportador, construyen una recta que parte del centro de rotacion en el
pantografo (el vértice O en la Figura 3) y que esta girada 40° respecto a la recta
previamente trazada que une el centro de rotacién y el punto P, prolongandola
hasta la interseccion con el arco del segmento circular considerado como imagen
en la transformacion, ellos constatan que esta interseccion coincide con P’, la
imagen de P. Su procedimiento los lleva a obtener el mismo resultado que el
obtenido mediante el pantografo, lo cual les da confianza para responder en
términos practicos a un requerimiento tedrico:
4.c) Trata de construir una prueba teorica de que tu procedimiento de trazado o de
construccion es correcto.
Ambos dan la misma respuesta:

Porque utilizamos el mismo angulo de la maquina en nuestro

procedimiento.
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Figura 4
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Su respuesta esta constrefiida al contexto particular en el que han realizado la
experiencia. Podemos decir que la confirmacion que ellos obtienen de lo que la
magquina produce al llevar a cabo su propio procedimiento, les basta para justificar
el procedimiento mismo. Tal como lo sefiala Balacheff (1987), la situacién permite
una prueba pragmatica, las pruebas pragmaticas son testificadas por la accion y
no por el discurso, los estudiantes tiene acceso a la constatacion empirica y esto
no los estimula a buscar alguna otra forma de justificar que su procedimiento es
correcto, lo cual se hace evidente en el didlogo que se genera atendiendo a un
requerimiento del conductor:
Conductor: Y si yo les diera un punto... no sobre una figura, sino, asi
nada mas, este punto, (Marcando un punto sobre la hoja que
cubre la tabla y denotandolo con la letra x), ¢ Podrian encontrar
su correspondiente segun esta rotacion?
Eutimio: Seria el mismo procedimiento.
Antonio: O sea, ¢Lo podemos sacar... 0 como dices? (Sefialando sobre
la tabla una posible localizacion de la imagen del punto trazado
por el conductor)
Conductor: Si, ¢Cémo podrian encontrar el (correspondiente) de este

punto?

Eutimio procede a hacer nuevamente la construccion, utlizando regla y
transportador, para encontrar la imagen del punto dibujado en la hoja.
Simultaneamente, el conductor interviene con la intencion de que ellos expliquen
su procedimiento:
Conductor: A ver Antonio, mides los 40°, ahi esta ya (Eutimio ya ha
trazado una recta que une el centro de rotacién con el punto X, y
ha llevado a cabo el desplazamiento angular correspondiente,
marcando otro punto); ¢Y después?
Antonio: ... trazas una linea que vaya al infinito, o ¢ algo asi?
Conductor: No se, a ver como...

Eutimio: Por este punto pasaria por los 40°.
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Antonio: ¢ Doénde?

Eutimio: No se...espérame (Nuevamente localiza el punto con el que se
apoya para determinar la rotacion de 40°)

Antonio: Si, que vaya al infinito, luego alargamos aca, luego una

medicién de aqui a aca...

Antonio esta explicando la manera de determinar la imagen del punto indicado por
el conductor de la sesion (al tiempo que Eutimio lleva a cabo dicho procedimiento).
Inicialmente sefiala la semirrecta que corresponde a una rotacion de 40° de la
semirrecta que parte del centro de rotacién de la maquina y pasa por el punto x
(figura 4), e indica su prolongacion; después indica la existencia de un segmento
entre el punto antecedente (x) y su imagen (ésta, en la posicion que €l prevé). Por
ultimo, se refiere a la medicion de la distancia del centro de rotacion al punto
antecedente (x):

Conductor: ¢ Una medicion de donde a donde?

Antonio: De aqui, a acd, y de aqui, a aca para trazar el punto... en esta

linea tiene que estar el punto.

Con el movimiento de sus manos hace la indicacién de trasladar ese segmento a
la recta trazada por Eutimio, indicando asi que ambos segmentos seran iguales y
gue tienen como punto inicial el centro de rotacion, con lo cual pueden establecer
de manera mas precisa la posicion de la imagen (x’) de x. Esta pareja de
estudiantes se ha apropiado de un procedimiento de construccién geométrica que
si bien sigue limitado a la situacion particular que el pantografo representa, les
permite encontrar la imagen de un punto, referido como un objeto genérico. En
este sentido podemos decir que ellos han interiorizado la rotacion como un
procedimiento de construccion geométrica, siendo capaces de obtener la imagen

de un punto haciendo uso de los instrumentos de geometria convencionales.

Dos aspectos son importantes de discutir aqui. Por un lado la respuesta que ellos

dan al requerimiento de elaborar una prueba teodrica de la validez de su
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procedimiento de trazado se fundamenta en la constatacion practica del mismo,
asi, su prueba es pragmatica, se sustenta en la coincidencia entre su propio
procedimiento y lo que el pantégrafo genera. Por otro lado, ellos son capaces de
desarrollar por si mismos una secuencia de construccion independiente del
pantografo o del software que han utilizado para aprehender esa transformacion
geométrica. Esto representa ya un primer paso en la construccion de una prueba
intelectual: “cuando esa accion (la que da cuenta de la prueba pragmatica) puede
ser descrita y explicada se esta en un primer momento de una construccion
cognitiva” (Balacheff, 1997, p. 160).

Podemos ubicar este proceso de validacibn matematica entre una experiencia
crucial y un ejemplo genérico (Balacheff, 1997, pp. 165-166) puesto que esta
pareja de estudiantes es capaz de llevar a cabo una construccion valida para un
punto “cualquiera” en el plano, y también es capaz de hacer explicita su secuencia
de construccion, ésta es la prueba que ellos elaboran en ese momento para
validar su resultado, es decir, la prueba es el ejemplo en si mismo y se usa para
ejecutar las operaciones que garantizan la validez de lo que se afirma. En relacion
con esto, podemos observar que su empleo del lenguaje es aun limitado, quiza la
disponibilidad de las representaciones graficas de los objetos geométricos
involucrados en la transformacion les permite referirse a estos directamente, sin la
necesidad de utilizar denominaciones caracteristicas o0 adecuadas, segun la

terminologia que el software mismo y los guiones de actividad establecen.

En conclusion, este episodio permitié constatar planteamientos que ya Balacheff
habia formulado en cuanto al comportamiento de los estudiantes ante situaciones
de validacion; pero sobre todo permitié hacer verosimil la hipétesis de trabajo en
relacion a la pertinencia de la utilizacion de Cabri y las maquinas matematicas
para promover la participacion de los estudiantes en esta clase de situaciones al
indagar en las transformaciones geométricas. Sin embargo, también se reconocio
(desde la perspectiva del investigador) la necesidad de plantear cuestionamientos

dirigidos a que los estudiantes avancen en la descontextualizacion de sus
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procedimientos de construccion y hacia la elaboracion de pruebas intelectuales, es
decir, esta experiencia, permitio reconocer la importancia de que los estudiantes
lleguen a desarrollar un procedimiento de construccion que haga explicitas la
propiedades de la transformacion en juego, para que ellos avancen en la
elaboracion de argumentos dirigidos a validar sus propias afirmaciones, quiza en
el sentido de establecer los invariantes geométricos de la transformacion

involucrada.

- Un argumento apoyado en la exploracion de una figura geométrica

dinamica

La construccion y exploracibn de figuras geométricas dinamicas alienta el
descubrimiento de invariantes y, con esto, la formulacibn de argumentos
convenientes para iniciar la elaboracion de una justificacion teérica con respecto al
invariante mismo. Esto fue observado en el estudio empirico inicial,

particularmente, en el caso que a continuacion se revisa.

Entre las tareas que se les pide llevar a cabo a los estudiantes esta la siguiente:
2) Construir un segmento AB y un punto M sobre el segmento AB. Construir los
triangulos equilateros AMP y MBQ. R es el punto medio de PQ.

a) ¢Qué trayectoria describe R cuando M se desplaza sobre AB? Encuentra el
objeto geométrico que forma R al desplazarse.

Q

A M B

b) ¢Por qué el objeto geométrico que has determinado es una solucion

correcta? Trata de probar tus afirmaciones buscando argumentos
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matematicos, es decir, propiedades o conceptos matematicos que le den

validez a tu solucion.

Esta tarea se plantea una vez que los estudiantes han explorado las
transformaciones geométricas con Cabri y han trabajado con algunas de las
maquinas matematicas identificando las transformaciones que representan. Se
trata ahora de indagar de qué manera ese proceso les permite abordar problemas
gue se resuelven identificando y aplicando alguna transformacion geométrica en
particular y en los que se les pide justificar lo que ellos proponen u obtienen como
solucion. Se revisan las respuestas dadas por tres estudiantes a los dos

cuestionamientos planteados en la tarea mostrada arriba.

Juan: a) Una paralela con respecto Ay B
b) Por que se comprueba con la funcién de “?” si es paralela o no.

Juan hace referencia en sus respuestas a la construccion dindmica que ha
realizado con el software, el argumento con el que trata de justificar su respuesta
al primer inciso se apoya en la utilizacion de la herramienta Traza activada,
después ha construido una recta tratando de que coincida con la traza del punto R
para compararla con el segmento AB, dado que el software no reconoce la traza
como un objeto geométrico. En esta parte Juan utiliza la herramienta Paralelo
(referida en su respuesta por el signo de interrogacion y que es parte del icono
mostrado por el comando correspondiente en el software) que indica si dos rectas
0 segmentos rectilineos son paralelos o no. La dificultad de dibujar una recta que
coincida perfectamente con la traza del punto R lo lleva a dudar de su justificacion

empirica.

Maricarmen:

a) describe una recta
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b) El punto medio entre los dos D siempre va a ser la recta que describe el
punto medio. La recta se mantendra a la misma distancia del punto del

triangulo antecedente y figura

par ) -

2 eT=80n \8um¢?;':>
Tn m&\@mnuq

Figura 5

Maricarmen justifica su respuesta inicial planteando un argumento geométrico en
el que trata de explicar una propiedad invariante de la construccién. En efecto, las
distancias de los vértices superiores de los triAngulos a la recta que pasa por el
punto medio entre ellos (y que es paralela al segmento base de la construccion, el
segmento AB) son iguales; quiza los estudiantes perciben cierto equilibrio o cierta
compensacion entre las alturas de ambos vértices. Probablemente la exploracion
con el software le ha ayudado a descubrir esa propiedad. Ella hace un dibujo
(Figura 5) en su hoja de trabajo para explicar esa idea y justificar su respuesta,
utilizando las palabras antecedente y figura, lo cual sugiere que esta pensando en

alguna transformacion entre ambos triangulos.

Antonio:
a) R forma una recta.
b) El segmento que forma R es proporcional al segmento AB, por lo tanto

es determinado por la distancia de A a B.

Antonio intuye una relacion proporcional entre el segmento que describe el
desplazamiento de R y el segmento original, después de que ha obtenido una
construccion dinamica que representa adecuadamente la situacion. En la parte

final de la sesién Eutimio y Antonio, quienes han llevado a cabo la actividad en
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pareja, trataban de hacer explicita alguna justificacion fundamentada en el
pantografo de homotecia, el conductor de la sesion les sugirio tratar de reproducir
la configuracion construida con el software pero utilizando ese pantdgrafo.

Constatamos en estas respuestas que los estudiantes logran visualizar con cierta
precision el objeto geométrico que genera el movimiento del punto R, apoyandose
para esto en una construccion dinamica que satisface las condiciones planteadas
en el enunciado del problema. Interesan sobre todo, las justificaciones que ellos
dan a sus respuestas a la pregunta del inciso a, es decir, sus respuestas en el
inciso b. Mientras algunas de estas justificaciones se sustentan en la “autoridad”
otorgada al software o a la eficacia de la construccion dinamica obtenida, como es
el caso de Juan; otras justificaciones tratan de hacer explicitas relaciones
geométricas que si bien surgen de la manipulacién de las construcciones
dindmicas, también muestran una intencion de elaborar explicaciones que no se
limiten a una constatacion empirica del hecho geométrico observado, como es el
caso de Maricarmen y de Antonio. Estas explicaciones pudieran ser los puntos de
partida para generar argumentos validos con los cuales presentar una prueba

matematicamente fundamentada.

Estos resultados llevan a suponer que, en el desarrollo de las actividades puestas
en marcha en este estudio, los estudiantes desarrollan recursos (e. g.,
procedimientos de construccién, descubrimiento de invariantes, anticipacion de
resultados, identificacion de relaciones, apropiacion de imagenes) que les
permiten participar en un proceso de conjetura y argumentacion, mediado por las
herramientas de que disponen, tratese de los artefactos mismos o de las
representaciones que los estudiantes son capaces de generar al utilizarlos.

Esto llevé a considerar un segundo estudio empirico en el que a los participantes
se les pidiese argumentar a favor de sus conjeturas, discutir esos argumentos y
escribirlos de la manera mas clara posible, de tal forma que eventualmente

pudiesen reconsiderarlos en la construccion de una prueba.
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4.2.3. Cierre

El objetivo de este primer estudio empirico fue el de complementar herramientas
de mediacion y actividades dirigidas, con la finalidad de generar un campo de
experiencia que permitiera a los estudiantes no sélo apropiarse de los elementos
caracteristicos y los invariantes geométricos que definen a cada una de las
transformaciones geométricas elementales, sino que les permitiera avanzar en
situaciones de validacién. Los resultados obtenidos indican que el escenario de
aprendizaje, como un todo en el que se incluyen las actividades, las herramientas
y las interacciones entre pares y con el conductor, es eficaz para proporcionar
experiencias compartidas y promover la construccion de nociones geométricas
con las cuales los estudiantes y el conductor pueden establecer procesos de
comunicacion y de argumentacion dirigidos a la justificacion de los resultados y de

las afirmaciones matematicas obtenidas al participar en las actividades previstas.

Podemos observar que los guiones de actividad favorecen el desarrollo de ciertos
esquemas de utilizacion de las herramientas y estos contribuyen a la construccion
de significados y de nociones referidos a las transformaciones geomeétricas.
Concretamente, el arrastre de los objetos base de la construccion lleva a
identificar relaciones de dependencia entre los objetos antecedentes en la
transformacion y sus imagenes, esto también es observable en la manipulacion de
los pantografos, cuando los estudiantes pueden percibir y hacer explicita la
correspondencia entre los trazadores de cada maquina. También observamos la
formacion de patrones discursivos (Hoyos, 2002), o formas de referirse a los
objetos geométricos y sus representaciones, que ponen de manifiesto que los
estudiantes han identificado y son capaces de utilizar las propiedades

caracteristicas de las transformaciones geométricas.
Un aspecto que resalta en la discusion de estos resultados es la importancia de

inducir o favorecer el andlisis tedrico de las herramientas de mediacion,

consideradas como el contexto externo del campo de experiencia; en el caso de
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Cabri, la experiencia de manipulacion directa de los objetos geométricos da paso a
una transformacion cognitiva de objetos abstractos en “realidades concretas”
(Balacheff y Kaput, 1996), pero se requiere que el proceso no termine ahi, sino
gue de la posibilidad al sujeto de ampliar su dominio de experiencia (operando a
través de esas realidades concretas) para enriquecer su concepcion del objeto
geométrico (abstracto) en juego. En el caso de las maquinas articuladas, la
estructura y las diversas configuraciones genéricas que presenta cada pantografo
pueden llevar a una justificacion matematica de la transformacion que produce, se
trata, como ya lo ha sefialado Bartolini (1993) de transparentar la relacion entre la

experiencia mecanica y la experiencia geométrica.

Particularmente, en la manipulacion de los pantégrafos, podemos observar que la
construccion de diversos objetos y sus imagenes y la necesidad de argumentar
para convencerse y convencer a otros de la pertinencia de la conjetura acerca de
la transformacion involucrada, lleva a los estudiantes a una primera justificacion
pragmatica, sustentada en la evidencia empirica y en la coincidencia entre lo que
la maquina articulada produce y el resultado obtenido mediante el procedimiento
de construccion que los propios estudiantes han desarrollado (utilizando otros
recursos, como los instrumentos de geometria). Sin embargo, esta argumentacion
contiene ya los elementos iniciales para elaborar una prueba intelectual, dado que
los estudiantes pueden describir detalladamente el proceso de construccion,
descontextualizado de las herramientas de mediacion utilizadas a lo largo del
proceso. Podemos suponer que el trabajo con el software y con los pantégrafos
estimula en los estudiantes la apropiacion de representaciones dinamicas
referidas a las transformaciones geométricas, que resultan adecuadas para apoyar
el tipo de razonamientos que Balacheff (1987) identifica como experiencia crucial y

ejemplo genérico.
El desempefio de los estudiantes en la fase de resolucion de problemas, permite

suponer que los estudiantes realmente disponen de una estructura de

conocimientos acerca de las transformaciones geométricas, fuertemente apoyada
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en las herramientas con las que han logrado establecer tales conocimientos, y
gue, naturalmente, recurren a éstas para confirmar sus conjeturas, es decir, las
herramientas se emplean en este nivel como un primer criterio de validacion. Para
avanzar hacia la elaboracion de pruebas intelectuales, parece ser importante
incrementar (cualitativamente) la actividad dirigida al analisis teorico de las
herramientas, asi como en la explicitacion de los argumentos con los cuales se
busca mostrar la plausibilidad de una conjetura; también se considera importante
inducir la recuperacion o el reciclaje de esos argumentos, o de algunos de ellos,

con el fin de que los estudiantes lleguen a construir argumentaciones coherentes.

Otro aspecto importante es el que se refiere a las intervenciones del conductor de
las sesiones. Esto representa un aspecto fino de su desempeiio, a fin de no
obstaculizar los posibles desarrollos autonomos de los estudiantes, lo cual se hace
evidente cuando la intervencion termina por dar respuestas puntuales a los
cuestionamientos que los estudiantes plantean, y también en el sentido de
potenciar las participaciones de los estudiantes para que éstos avancen en sus

procesos de validacion.

La informaciébn que este escenario de aprendizaje potencialmente provee,
constituye una base amplia que permite comparar diversos registros referidos a la
interaccion entre pares, a la forma en que se utilizan las herramientas y los
guiones de instruccidon y a la forma en que las intervenciones del conductor alteran
el desarrollo “natural” de la actividad realizada por los estudiantes. Todo lo cual
resalta la importancia de procurar una toma de datos sistemética a fin de obtener
datos consistentes con los cuales discutir las hipotesis con las que se aborda la

investigacion.

Finalmente, este primer estudio empirico permitié establecer bases mas sélidas y
objetivos mas claros en el proyecto de investigacion. Se previé llevar a cabo un
segundo estudio empirico poniendo mayor énfasis en el analisis tedrico, por parte

de los estudiantes, de las herramientas de mediacion como una via para promover
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su desempefio en situaciones de validacion y para promover el desarrollo de
formas de racionalidad matematica ligadas al conocimiento y a los significados
gue los estudiantes pueden estructurar a partir de las actividades y el uso de tales
herramientas. Se ha considerado también que la composicién de transformaciones
puede ser una actividad propicia para el involucramiento de los estudiantes en
procesos de validacion. Por ultimo, la internalizacion de las herramientas y la
generacion, en el contexto interno de los participantes, de instrumentos de
mediacion semibtica, parecen constituir elementos adecuados para elaborar una
discusidon mas amplia referida a la relacion entre la racionalidad puesta en juego
ante situaciones de validacion y la mediacion semidtica desarrollada al llevar a

cabo las experiencias de aprendizaje.

4.3. Estudio final

En los apartados de esta seccién se presentan el desarrollo, los resultados y el
analisis de dos de los episodios grabados en video correspondientes a la segunda
fase de trabajo empirico en el laboratorio de matematicas con estudiantes de
bachillerato. Las precisiones respecto a las caracteristicas de este segundo
estudio han sido ya sefaladas en el apartado 3.2.2. Se dio inicio a este segundo
estudio asumiendo que los recursos materiales y el tipo de actividades utilizadas
en el proyecto de investigacion permiten generar un campo de experiencia referido
a las transformaciones geométricas, en el cual los estudiantes se apropian de
nociones y experiencias y desarrollan actitudes y recursos que les permiten
involucrarse productivamente en situaciones de validacion. Considerando,
ademas, que estas afirmaciones quedaron suficientemente fundamentadas en la
revision de investigaciones antecedentes a la nuestra (apartado 2.1 y los que de
éste se derivan) y por los resultados presentados en el estudio empirico inicial y la

discusion correspondiente.

Para organizar la presentacion y la discusién de los datos obtenidos en este

segundo estudio, se considerd conveniente establecer tres tematicas principales:
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- la generacion de representaciones internas dinamicas;
- la internalizacion de instrumentos de mediacion semidtica;

- la emergencia de racionalidad matematica.

De esta forma, en esta parte del documento, se presentan los que, consideramos,
son los resultados mas relevantes del proyecto de investigacion, asi como un
analisis y una discusion de éstos, teniendo como objetivo sustentar la tesis misma

y dar respuesta a las preguntas de investigacion planteadas.

4.3.1 La internalizacién de instrumentos de mediacion semidtica: El dominio

de las formas semid6ticas externas

El caracter interpsicoldgico o social-transaccional del proceso de internalizacion ha
sido ya argumentado con suficiencia, esencialmente desde la perspectiva de
Vygotsky; asi, sabemos de la necesidad de una préctica comun en la que se
genere una actividad colectiva y de la importancia de la conversion de acciones en
discurso o la explicitacion de las formas en que se emplea la herramienta para que
el sujeto esté en posibilidad de generar herramientas psicologicas o simbolicas.
No obstante, el caracter intrapsicolégico del proceso de internalizaciéon auln
requiere de analisis mas detallados a fin de elaborar modelos explicativos en el
nivel individual del proceso de internalizacion o de apropiacion de signos como
poseedores de significado. Nos interesa particularmente abordar uno de los
aspectos que, a juicio de Wertsch (1995), conforman el proceso de internalizaciéon
tal como lo concibié Vygotsky: el mecanismo especifico de funcionamiento es el
dominio de las formas semiéticas externas (p. 82). La importancia de este aspecto
ha sido ya reconocida en la literatura especializada, e. g. Verillon y Rabardel
(1995) consideran que las hipotesis de Vygotsky proporcionan directrices tedricas
estimulantes para el estudio del impacto de los artefactos sobre la cognicion, sin
embargo, el nivel macroscopico general en el cual estan formuladas deja abierta la
pregunta en relacion con los procesos microscopicos subyacentes involucrados.

Con la misma orientacién, Kirshner y Whitson (1997, p. viii) sefialan la importancia
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de no descuidar las dimensiones intrapersonales del conocimiento y el aprendizaje
para fortalecer perspectivas teodricas como la de la cognicion situada que por

esencia enfatizan las dimensiones social y cultural.

Nos interesa, entonces, dar cuenta del proceso por el cual el sujeto llega a
desarrollar el dominio de las formas semidticas externas asociadas con una nocion
matematica especifica. Tales formas externas estan constituidas por los artefactos
culturales utilizados y también por las representaciones distintivas (o situadas)
generadas por los participantes y que son propias del escenario de actividad en el
gue estan inmersos. Es en esta discusion, que nos parece conveniente introducir
el esquema que Sfard (1991) propone para explicar el desarrollo, al nivel del
sujeto, de los conceptos matematicos. La descripcion y el andlisis del siguiente
episodio permite discutir con respecto a lo que consideramos constituye una
aproximacion productiva a la elaboracion, por los participantes en nuestro estudio,

de instrumentos de mediacién semiética.

- La conjeturainicial

Previamente a la realizacion de la actividad con la maquina de composicién de
simetrias centrales, Gabriela y Rodrigo habian explorado ésta y otras
composiciones de isometrias utilizando Cabri (Apéndice IlI). En aquella ocasion
ellos propusieron una conjetura correcta respecto a la transformacion equivalente,
como podemos observar en sus respuestas a la siguiente instruccion:
- Efectia la composicién de dos simetrias centrales. ¢El objeto final puede ser
obtenido a partir del objeto inicial con una sola transformacion? Si es asi, ¢.con
cual?

R1: “con un vector que se halle dirigido hacia abajo, paralelo con los

dos puntos con los cuales se realizo la simetria central, y el doble de la

distancia entre esos puntos.” (Gabriela)

R2: “Si, usando un vector y luego haciendo una traslacién del segmento A al

A”".” (Rodrigo)
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En esa actividad previa, ambos estudiantes emplearon de manera eficaz el
software para construir la composicién de simetrias y para verificar que mediante
una traslacién podian obtener el mismo resultado. La respuesta de Gabriela esta
limitada por la visualizacién de una configuracion particular entre los centros de
simetria. Dentro de esa limitacion, Gabriela establece las caracteristicas
necesarias y suficientes del vector de traslacion requerido. La respuesta de
Rodrigo es menos precisa en este sentido, sin embargo, muestra con claridad que
él puede verificar, por medio de geometria dindmica, la pertinencia de utilizar una
traslacion para obtener el resultado producido por la composicion de simetrias. El
hecho de que al arrastrar la flecha del vector varien sus propiedades (norma,
direccion y sentido) y sea posible observar, simultaneamente, el efecto producido
en la imagen, permite a Rodrigo tener conviccion de lo que afirma. Como en otros
casos, el conductor de las sesiones intervino pidiendo a los estudiantes afinar de
la mejor manera posible sus respuestas, asi, cuando alguno de los estudiantes
suponia, e. g., que mediante un vector podria obtener un resultado equivalente, el
conductor le pedia tratar de caracterizar con precision tal vector, induciéndolo a
buscar relaciones entre el vector y los elementos de la composicion en juego, algo

gue parece haber funcionado adecuadamente en el caso de Gabriela.

- La actividad con la maquina de composicion de simetrias centrales

Teniendo como antecedentes las actividades ya referidas, Gabriela y Rodrigo
estan ahora examinado la maquina de composicion de simetrias centrales (figura
6). La tarea consiste en descubrir qué es lo que la maquina produce y en elaborar
una justificacion tedrica del resultado de la composicion. Esta maquina articula dos
pantografos de simetria central con un trasladador de Kempe, de manera que
existe la posibilidad de distinguir, en su estructura, cada uno de los tres
pantégrafos funcionando simultaneamente y en correspondencia. Ademas, sobre
la tabla en la que estda montada la maquina se observan tres triangulos, uno
distinguible por las etiquetas de sus vértices como ABC; otro etiquetado como

A'B’C’, imagen del primero bajo la primera simetria central; y un tercer triangulo
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etiquetado A’B’C”, imagen del anterior bajo la segunda simetria. A lo largo de la
actividad indicada en las hojas de trabajo (Apéndice VI). El conductor interviene
cuestionando a los estudiantes o tratando de que ellos hagan explicitas sus

acciones.

Figura 6

1) Conductor: ¢Qué esta pasando con esta maquina?

2) Gabriela: Tres transformaciones.

3) Conductor: ¢ Tres transformaciones?

[Rodrigo parece no estar de acuerdo con la afirmacion de Gabriela, aunque

no lo hace explicito.]

4) Gabriela: Si. Primero empezariamos trazando éste (ABC), éste (A'B'C’)
seria su imagen de éste (ABC) y luego con otra simetria sale éste
(A’B"C”). Esta es una simetria axial, éste con éste (sefialando los
triangulos ABC y A’B"C” que estan dibujados sobre la tabla de la
maquina articulada)

5) Conductor: ¢Entre ABC y A"B"C” es una simetria axial?

6) Gabriela: Si.

7) Conductor: ¢ Donde estaria el eje?

8) Gabriela: ¢ Aqui? (sefialando el centro de la tabla)
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9) Rodrigo: Pero no se estan reflejando.

10)Gabriela: Claro que si, son iguales, éste (ABC) con éste (A"B"C”) son
iguales.

11)Rodrigo: Pero supdn que éste (A"B"C”) estuviera mas arriba y fuera una
hoja (refiriendose a la tabla sobre la que estda montada la
articulacion) y lo doblaras, esta linea (el lado BC) quedaria aca
(sefialando el extremo opuesto de la tabla) y este punto (A”)
guedaria aca (al otro extremo de la tabla).

12)Conductor: Si se corresponden en una simetria axial, entonces tendria
gue haber un eje que hiciera que ésta (ABC) se reflejara aca (en
el sitio donde esta A'B"C")

13)Gabriela: Aqui esta esto. (Gabriela ha encontrado en sus hojas de
trabajo la actividad en la que exploro la simetria axial mediante el
software).

14)Rodrigo: Pero es lo que le digo, que el segmento C y el segmento B
guedaria aca.

[Rodrigo continua tratando de explicar el resultado que ha visualizado con

respecto a la simetria del triangulo ABC por un eje hipotético, indicando la

posicion de la imagen.]

15)Conductor: ¢Y el vértice A?

16)Rodrigo: Y el vértice A quedaria aca, y ya no serian simetrias axiales.

17)Gabriela: Si son simetrias axiales.

Rodrigo considera que la composicidon no corresponde con una simetria axial, y

propone inicialmente una traslacion de la imagen resultante de la composicion,

para después realizar una simetria (intervencion 11) por el eje que resultaria al

“doblar” la tabla sobre la que esta montado el pantografo, concluyendo que los

triangulos correspondientes estarian orientados de manera distinta de la que se

observa en la tabla. Rodrigo muestra tener claridad en cuanto a la configuracion

resultante de una simetria axial al indicar la forma en que el lado BC quedaria

ubicado en el plano por efecto de esa transformacion, ademas, intuye el cambio
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gue se produciria en la orientacion de la imagen respecto a la del objeto inicial, ya
que, en efecto, la simetria axial no es una isometria directa. El propone este
razonamiento con la intencién de explicar que la transformacion equivalente no
corresponde a una simetria axial. En esos momentos Gabriela estd buscando
entre sus guiones de actividad la exploracion que previamente habia hecho de la
simetria axial con el software (int. 13), ella habia dibujado una representacién de
esta isometria mediante dos triAngulos y un eje, sin embargo, tal representacion
corresponde, visualmente, con una traslacién, es decir, se observa una isometria
directa entre los triangulos que ella ha dibujado. Esto la lleva a sostener su
afirmacion de que el producto de la composicién representada en la maquina
articulada es una simetria axial (int. 17), puesto que asocia la configuracion de
triangulos representados en la maquina, particularmente el triangulo antecedente y

la segunda imagen, con su propia representacion, la cual es erronea.

18)Conductor: Traten de ponerse de acuerdo si es una simetria axial o no.
19)Gabriela: Yo digo que si.

20)Rodrigo: O una central.

21)Gabriela: No, central no es.

22)Rodrigo: ¢ Por qué?

23)Gabriela: Porque en la central estan al reveés.

Gabriela recurre a la representacion de la simetria central que ha plasmado en sus
hojas de trabajo correspondientes a la exploracién de las isometrias con Cabri,
refiriéndose a la simetria como una relacion entre dos figuras de las cuales una es

“copia” de la otra, y una esta “al revés” respecto a la otra.

24)Conductor: Entonces observen, ¢Aqui esta quedando al revés este
segundo triangulo (la segunda imagen) con respecto de éste (la figura
antecedente en la composicion)?

25)Gabriela: No.

26)Rodrigo: Es una traslacion.
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27)Gabriela: No... jah, pudiera ser!
28)Rodrigo: Porque fue lo que hicimos esa vez que haciamos el vector méas

grande y lo iba poniendo mas... en el mismo orden.

Rodrigo se refiere al estudio de esta composicion realizado anteriormente con el
software, en el que pudo constatar que una composicion de simetrias centrales

puede sustituirse por una traslacion.

29)Gabriela: Pero, ¢.cual es el vector?

30)Conductor: Entonces tienen que ABC se transforma en A'B'C’.

31)Gabriela: Esta si es una simetria central.

32)Conductor: ¢ Es una simetria central, cual?

33)Gabriela: Este (ABC) con éste (A'B'C’) y éste (A'B'C’) con éste (A’B"C”).

34)Conductor: ¢ Cudles son los centros de las simetrias?

35)Rodrigo: Entre ésta (A'B'C’) y ésta (A’B"C”), éste (sefialando el centro de
simetria correspondiente), porque este punto (C’) pasaria por aqui
(Rodrigo indica con su lapiz una linea imaginaria del vértice C' al C”
pasando por el segundo centro de simetria). Aqui esta C, C' y el punto
(refiriéndose ahora a la primera simetria y colocando una regla sobre la
maquina articulada indicando la alineacion entre ese par de puntos
correspondientes y el centro de simetria).

36)Conductor: ¢ Entonces tienen ahi una composicion?

37)Gabriela: De dos...

38)Rodrigo: Simetrias centrales.

39)Gabriela: Andale.

40)Conductor: Que al parecer equivale a...

41)Rodrigo: A una traslacion.

42)Conductor: Entonces avancen en lo que estan escribiendo en las hojas, y
se trataria de deducir cudl es el vector de traslacion.

43)Gabriela: Este, ¢no maestro? (Gabriela esta arrastrando, en la maquina

articulada, la barra que corresponde con el vector de traslacion).
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44)Conductor: ¢ Este es el vector de traslacion?
45)Gabriela: Yo digo que éste, porque si trasladamos el punto A nos va a dar

esto...

Gabriela asume ahora la traslacion entre el triangulo antecedente y la segunda
imagen y manipula la articulacion para hacer ver que los extremos de la barra
coinciden precisamente con los vértices A y A” de los triangulos representados en
la tabla de la maquina, esto lo verifica también con los otros dos pares de vértices.
Su observacion, lo que ella percibe sobre la estructura de la maquina, le permite
apropiarse de un elemento mas para convencerse de la validez de la conjetura

referida a lo que la maquina realiza.

Al final de su actividad con el pantégrafo, Gabriela y Rodrigo miden la longitud de
la barra que suponen representa el vector de traslacion y miden a continuacion la
distancia entre un par de puntos correspondientes en la composicion, observando
que se trata de la misma medida. Confirmando, asi, que la maquina reproduce una
composicion de simetrias centrales. El conductor de la sesion les pide entonces
avanzar en la justificacion de lo que estan concluyendo de esa parte de la
exploracion con la maquina matematica; en particular les pide que traten de
establecer alguna relacion entre las caracteristicas del vector de traslacion y otras

caracteristicas de esa maquina.

A continuacién se presenta una discusion referida a los aspectos relevantes en el
proceso llevado a cabo por esta pareja de estudiantes, iniciado con la exploracién
de las isometrias en el ambiente de Cabri, y que finalizé en la actividad con la

magquina articulada de composicion de simetrias centrales.
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1. El razonamiento de Rodrigo para explicar que no es el caso de una

simetria axial

Al inicio de la exploracion de la maquina articulada observamos un proceso
cognitivo importante para la identificacion de la composicion de transformaciones
gue la maquina efectia. Mientras Gabriela asegura que la composicion
representada en el pantégrafo puede ser reemplazada por una simetria axial,
apoyandose para esto en lo que ella habia obtenido al explorar esa isometria
mediante el software, Rodrigo se percata de que no es este el caso y propone un
razonamiento en el que supone que en verdad se trata de una simetria axial
(intervenciones 11 y 14), para llegar a un resultado que no corresponde con lo que
se constata en la maquina articulada. Su razonamiento esta fundado en la
apropiacion que él ha alcanzado de la transformacion inicialmente conjeturada por
Gabriela, es decir, él puede ejecutar (internamente) la simetria axial de un
segmento de recta, dado un eje hipotético, para ubicar la posicion de la imagen y

mostrar que no corresponde con lo que la maquina produce.

En términos de las categorias propuestas por Balacheff (1987), el razonamiento
de Rodrigo corresponde, en buena medida, con un ejemplo genérico, dado que el
ejemplo no se examina en si mismo, sino para hacer explicito un modelo de
accion. En este caso, ese modelo de accion consiste de una representacion
mental del procedimiento para efectuar una simetria axial; el discurso
(intervenciones 9, 11, 14 y 16) pone en relieve las propiedades caracteristicas y la
estructura que el objeto representa, pero en referencia directa al caso particular en
el que se apoya la argumentacion; Rodrigo tiene una idea clara de la relacion
entre un objeto y su imagen bajo esa transformacion. Si bien la categorizacion
presentada por Balacheff (1987) no hace referencia explicita a razonamientos que
buscan refutar una conjetura, lo que se observa en el desempefio de Rodrigo se
ajusta, a nuestro juicio, adecuadamente a los rasgos distintivos de este tipo de

prueba pragmatica.
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2. La articulacion de experiencias para confirmar la certeza de la conjetura

producida

Al cabo de su exploracion con la maquina articulada, Rodrigo y Gabriela optan por
trabajar con el software para avanzar en lo que se les ha pedido, es decir, en
proponer argumentos matematicos para validar su afirmacion respecto a la
composicibn que la maquina produce. En ese momento Gabriela esta
construyendo, en Cabri, la composicién de simetrias, produciéndose el siguiente

didlogo entre ellos:

46)G: Ya ves, ya quedo.

47)R: Entonces si era eso.

48)G: Pero, ¢ cuanto tiene que medir el vector?

49)R: El doble de ése.

50)G: Si, es el doble de la distancia de los puntos! Son dos simetrias
centrales.

51)R: Si, equivalentes a una traslacion.

52)G: Ve, si es el doble, ésas son dos simetrias centrales que equivalen a una

traslacion.

Gabriela ha construido un triangulo, un punto y la imagen del triangulo bajo la
simetria, a continuacidn construye otro punto y la imagen de la imagen, en seguida
construye un vector, dirigido del primer triangulo hacia la segunda imagen, de
magnitud tal que al ejecutar la traslacion del primero, obtiene un cuarto triangulo
en la pantalla. Gabriela esta cuestionando cual debe ser la magnitud del vector
necesario para producir una traslacion que haga coincidir este cuarto triangulo en
la pantalla con el obtenido de la composicion (int. 48), Rodrigo propone que sea un
vector del doble del que se muestra en la pantalla, en ese momento Gabriela
comienza a arrastrar la flecha del vector hasta que ese cuarto triangulo queda
superpuesto al obtenido de la composicion. Ella utiliza la herramienta Distancia y
longitud del software para medir primero la longitud del vector y después la
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distancia entre los centros de simetria, en ese momento hace una exclamacion
enfatizando la relacion entre estas medidas (int. 50). Después de esto, sigue
ensayando esa relacién, haciendo variar la posicion y la distancia entre los centros
de simetria y la magnitud del vector. A partir de este momento, la interaccién con
el software se detiene y la pareja de estudiantes se dedica a responder lo que se

solicita en el guion de la actividad.

La decisiobn de utilizar el software les da la oportunidad de reproducir la
composicion explorada en el pantografo, con la posibilidad de variar las
condiciones que en él son fijas: la posicion relativa entre los centros de simetria y
la configuracion geométrica entre la figura antecedente y sus imagenes. La
construccion en Cabri funciona adecuadamente para indagar en términos de una
generalizacion de la proposicion matematica implicada, mostrando un “continuo”
de casos que confirman esa proposicion. Asi, en el caso de Gabriela y Rodrigo, la
indagacion de la composicion de simetrias teniendo como contexto externo la
maquina articulada, en combinacion con su capacidad para generar
construcciones dinamicas, constituyen una base experimental solida para que esta
pareja de estudiantes consolide su conocimiento respecto a esa composicion en

particular.

Al parecer, ellos han logrado interiorizar esta composicion de isometrias,
aproximandose a una aprehension de la misma que corresponde con el tercer
nivel en la categorizaciéon presentada por Sangaré (1999), es decir, ellos son
capaces de evidenciar los invariantes caracteristicos de esta composicion, sobre
la estructura del pantografo y mediante el empleo del software. También es
posible suponer que en este proceso se ha producido cierto nivel de
descontextualizacion, respecto al teorema geométrico que dicha composicion
implica, en esto la actividad mediante los artefactos parece ser fundamental. A

continuacion se presenta un analisis que pretende profundizar en estos aspectos.
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3. Un posible mecanismo de mediacién semiotica

La secuencia de trabajo y las herramientas utilizadas estimulan la adquisicion de
una experiencia geométrica basada en un proceso bidireccional, entendiendo por
esto que tal proceso se desarrolla, simultaneamente, en dos sentidos: por una
parte, el uso de las herramientas, con sus representaciones virtuales o fisicas,
impulsan la concepcién de objetos abstractos referidos de manera especifica
mediante cierto vocabulario y ciertas representaciones; a su vez, estos objetos
abstractos, por medio de las relaciones y las propiedades a ellos atribuidos,
potencian el sentido de lo que las herramientas generan cuando el usuario hace
un uso consciente y premeditado de éstas, enriqueciendo, asi, su experiencia y su
concepcion del objeto abstracto involucrado. Tanto Gabriela como Rodrigo,
pueden establecer conexiones entre representaciones internas y externas,
ademas, son capaces de utilizar las herramientas intencionalmente con el fin de
refutar o de confirmar sus conjeturas. Podemos decir, citando a Mariotti (2002),
gue: “En este sentido, los conceptos matematicos son “abstracciones concretas”
porque reflejan y reconstruyen la naturaleza sistémica e interconectada de los
objetos reales” (p. 699). Los objetos reales (las maquinas articuladas y el software
de geometria dindmica, en este caso) resultan medios eficaces para la apropiacion

de nociones y procesos geométricos subyacentes a tales objetos.

Hay que afadir que, en nuestro estudio, ademas del micromundo que el software
proporciona, los pantografos contribuyen a enriquecer las concepciones
inicialmente activadas en aquél medio. Mientras la actividad con el software
permite internalizar referentes virtuales y linguisticos de los objetos geométricos
involucrados, asi como una primera percepcion de las relaciones y las
propiedades que los caracterizan, la actividad con las maquinas articuladas
promueve la reificacion de los objetos abstractos y sus relaciones incipientemente
elaboradas; estimulando, ademas, la formulacion de una conjetura y el desarrollo
de procesos que lleven a confirmarla o a refutarla. También podemos observar

gue los estudiantes recurren nuevamente a la utilizacion del software con intencion
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de confirmar y ampliar la experimentacién de la proposicidon geométrica en juego.
Las posibilidades de la geometria dindmica son explotadas por ellos
convenientemente, al producir una construccion genérica que permite examinar la

validez general de tal proposicion.

Para Sfard (1991) las concepciones (el nivel subjetivo o personal de un concepto)
gue las personas desarrollan de los objetos matematicos, poseen una naturaleza
dual, estructuralmente (como objetos) y operacionalmente (como procesos), que
se genera en la recursividad de tres fases cognitivas jerarquicas: interiorizacion,
condensacion vy reificacion. Esta jerarquia presupone que: “en el proceso de la
formacion de un concepto, la concepcion operacional precedera a la concepcion
estructural” (p. 10). Con la intencién de proponer un mecanismo de internalizacion,
es decir, la generacion de instrumentos de mediacion semidtica, como
herramientas del pensamiento, analizamos los protocolos presentados
previamente, desde la Optica del desarrollo de las concepciones de los objetos
matematicos que propone Sfard (1991).

a) La actividad previa de exploracion de composiciones de isometrias en el
ambiente de Cabri permitié a esta pareja de estudiantes reconocer dos procesos 0
dos procedimientos geométricos que generan un mismo resultado, y les permitid
también intuir las relaciones basicas entre los elementos caracteristicos de cada
una de las transformaciones involucradas en tales procedimientos (respuestas R1
y R2 al inicio de la presentacion de este episodio). Si bien no se tiene constancia
de que, en ese momento, Gabriela y Rodrigo tuviesen ya la capacidad de llevar a
cabo la composicion de simetrias (como tal) en el plano cognitivo, si es notorio
gue ellos interiorizaron una representacion, cuyo referente linglistico hace
explicito el reconocimiento de tales procedimientos geométricos. Este proceso
cognitivo corresponde en buena medida con la fase de interiorizacién que plantea
Sfard (1991): “en el escenario de interiorizacion un aprendiz obtiene conocimiento
de los procesos que eventualmente daran origen a un nuevo concepto” (p. 18). En

el caso de esta pareja de estudiantes, la idea de composicion evoca en ellos un
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proceso operativo, posiblemente limitado a la utilizacion de las herramientas que el

software proporciona.

b) De la intervencién 26 hasta la 41 de la trascripcion anterior se constata un
proceso en el que la composicion de simetrias adquiere el caracter de lo que
Davydov sefiala como “una abstraccion substancial desde lo concreto, realizada
por el analisis de la funcion de una relaciébn de cosas dentro de un sistema
estructurado” (citado en Bartolini, 1993, p. 98). En otras palabras, la concepcién de
los estudiantes, respecto a la composicion de simetrias, ya no solo se limita a una
configuracion geomeétrica reconocible, sino que se enriquece al hacer explicitos los
elementos caracteristicos de cada transformacion y de la relacibn que guardan
entre si, sobre la base material del pantégrafo. Aqui, la fase de condensacion
parece estar presente, dado que los estudiantes pueden referirse a la composicion
de transformaciones en juego como “el todo en relacion con sus partes” (Sfard,
1991, p. 19). Para Sfard, en el escenario de condensacién “una persona llega a
ser mas y mas capaz de pensar en un proceso dado como un todo, sin sentir la

urgencia de entrar en detalles” (Sfard, 1991, p. 19).

c) Posteriormente, la construccién dindmica generada en Cabri se constituye en
una representacion adicional, funcionalmente enlazada a la maquina articulada,
ambas representaciones “cristalizan” en una concepcion de la composicion de
simetrias como una traslacion. La complementariedad entre las herramientas
utilizadas y su caracter de representaciones dinamicas y diferenciadas de una
nocion geométrica particular, parecen alentar una integracion semantica, para
consolidar en los estudiantes una nocion matematica especifica. Llama la atencion
la forma en que Gabriela cambia su juicio respecto a la transformacion que la
maquina articulada produce, ella asume que se trata de una traslacién y es capaz
de reconocer en la estructura de la maquina la barra que corresponde al vector
involucrado, este proceso desemboca “naturalmente” en la creacion vy
manipulacion, mediante su propia construccion dinamica, de un vector y de una

traslacion con la intencidn de verificar la afirmacion involucrada. Podemos percibir,
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en esta fase de actividad de los estudiantes, el proceso de reificacion que Sfard
caracteriza esencialmente por la concepcion de una nocidbn como “un objeto
totalmente corpéreo... en el que varias representaciones del concepto llegan a
estar semanticamente unificadas por este constructo abstracto puramente
imaginario” (p. 19-20). Adicionalmente, podriamos conjeturar que la intervencion
didactica en su conjunto, en la forma en que se ha llevado a cabo, contribuye a
reducir la distancia entre cada fase, y pudiera estar promoviendo la transiciéon a un

nuevo nivel de procesamiento de la nociéon en juego.

- Cierre

La discusién aqui presentada en relacion con lo que Gabriela y Rodrigo realizaron,
permite sefialar que la actividad centrada en la utilizacion de las herramientas
instruccionales, efectivamente, promueven procesos cognitivos dirigidos a la
internalizacibn de éstas, es decir, a la elaboracion de objetos y procesos
geométricos, como constructos abstractos significativos y también como
“abstracciones concretas” (Mariotti, 2002, p. 699), cuya aprehension resulta de la
utilizacion de referentes concretos o virtuales y de la discusion generada en
cuanto a la validez de las conjeturas que la misma utilizacién de dichos referentes

permite proponer.

Siguiendo con esta idea, se ha introducido en esta discusidon un mecanismo
especifico para explicar la transiciébn desde una actividad “externa”, sustentada en
la exploracion y la indagaciéon de nociones geométricas utilizando artefactos
culturales, a la generacion de instrumentos de mediacidbn semidtica como
herramientas del pensamiento. En otras palabras, las etapas que Sfard (1991)
propone en la construccion de concepciones matematicas se ajustan
adecuadamente a un proceso cognitivo que transcurre simultaneamente en doble
sentido: la internalizacion de objetos y procesos matematicos a partir de la
indagacion (mediante la utilizacién de referentes concretos) de las relaciones y las

propiedades que los caracterizan, da origen a un proceso reciproco de
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significacion de los objetos abstractos y potenciacion de los referentes concretos,
de manera que significados y referentes evolucionan en la medida en que la
actividad y la interaccién promueven el proceso mismo de indagacion. Las etapas
de interiorizacién, condensacion y reificacidbn de concepciones matematicas, se
constituyen en categorias adecuadas a la descripciéon del mecanismo por el cual
los participantes logran el dominio de las formas semidticas externas y construyen
un plano interno, en el cual son capaces de operar con herramientas simbdlicas o
instrumentos de mediacion semidtica en el contexto de las situaciones de

aprendizaje llevadas a cabo en este proyecto de investigacion.

Finalmente, el desempefo de Rodrigo y Gabriela en la unidad cognitiva de un
teorema, especificamente, el teorema que establece la relacion entre la
composicion de simetrias y una traslacion, estuvo limitado, a nuestro juicio, por
dos factores. Por un lado esta pareja de estudiantes se satisfizo con la
confirmacion del resultado de la composicion mediante su construcciéon dinamica,
su actitud pareciera mostrar que, desde su propio punto de vista, lo que lograron
fue suficiente para justificar convenientemente la proposicion geométrica
involucrada, la evidencia empirica proporcionada por las herramientas, aun
tratAndose de construcciones realizadas por ellos mismos, de alguna manera
limité la busqueda de otros argumentos. Por otra parte, la actividad, tal como se
llevé a cabo, no promovié de forma mas dirigida esa busqueda de argumentos
tedricos, quiza en términos de una representacion “esencial” del hecho geométrico
involucrado, o de wuna descontextualizacibn plena del hecho geométrico
confirmado, como podria ser la visualizacién de la proporcionalidad ente lados de
triangulos semejantes formados por los elementos caracteristicos de la
composicion (figura 7), de manera que los estudiantes hubiesen tenido

oportunidad de argumentar en esos términos.
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Figura 7.

4.3.2 La emergencia de racionalidad matematica

Como ya se ha sefalado en otras partes de este documento, entendemos por
racionalidad matematica un tipo de racionalidad tedrica, expresada a través de
razones y de justificaciones que tienen la finalidad de fundamentar un hecho
matematico. Se trata, como lo sefialan Mariotti y sus colaboradores (1997), de
entrar en la fase de fundamentar por qué un hecho es cierto, ya no a partir de la
constatacion misma del hecho, sino a partir de justificaciones teéricas organizadas
mediante el recurso a los conocimientos o a los aprendizajes previamente
consolidados. En nuestro caso, esos aprendizajes consisten de una estructura
tedrica (y cognitiva) creada alrededor de las transformaciones geométricas
elementales, es decir, de sus elementos caracteristicos, de sus propiedades y de

Sus invariantes.

Desde la perspectiva de la investigacion realizada en este proyecto, el proceso de
elaborar pruebas matematicas esta intrinsecamente ligado con los procesos de
mediacién semiodtica y de interaccion social puestos en marcha en las experiencias
de aprendizaje en las que los estudiantes han participado, esto debiera ser asi
tanto por la intencion misma del proyecto de investigacion, como por las
caracteristicas de los medios utilizados y las actividades realizadas. En este

apartado se analizara un episodio en el que cuatro de los participantes, guiados
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por el conductor, llevan a cabo la tarea de encontrar argumentos tedricos para
validar una de las afirmaciones propuesta por dos de ellos referida a una
composicion de transformaciones. En este analisis se pondr4 énfasis en la
racionalidad matematica emergente en el contexto de la situacion, asi como de

sus posibles relaciones con la mediacion semiotica alcanzada.

- La afirmacidén inicial

En el episodio que a continuacion se transcribe los estudiantes (Trinidad, Rodrigo
y Juan Carlos) tienen en sus manos una hoja en la que se pueden leer varias de
las afirmaciones que ellos mismos han producido al trabajar con diferentes
maguinas matematicas. La tarea que se les ha pedido es la de producir una
prueba matematica de la validez de una de esas afirmaciones; la afirmacion

considerada es la siguiente:

A1l: “Dos simetrias axiales corresponden a una rotacion, que corresponde al

doble del angulo formado y que gira en el punto de interseccién.”

Esta afirmacién fue formulada por Gabriela y Rodrigo en una actividad previa, en
la que exploraron la composicién de simetrias con ejes coincidentes utilizando la
magquina matematica articulada y Cabri. Esta pareja de estudiantes logré constatar
cierta relacion entre el angulo formado por los ejes y el angulo de la rotacion
equivalente apoyandose en la utilizacion de ambas herramientas. En su
construccion dindmica, ellos midieron angulos entre los ejes y asignaron diferentes
angulos a la rotacion con la cual buscaban obtener el mismo resultado que el
producido por la composicidn. Sin embargo, la validacion se limitd a la
constatacion del hecho geométrico, es decir, ellos lograron convencerse de que,
en efecto, la rotacion equivalente tiene como centro la interseccién de los ejes y
como angulo el doble del formado entre estos, mediante un proceso de
aproximacion y de superposicion de figuras. Asi, esto no significO que ellos

pudieran elaborar alguna argumentacion que fuese mas alla de describir los
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elementos geomeétricos involucrados en la composicion y las relaciones entre
ellos, sus respuestas al requerimiento de organizar sus argumentos a fin de

explicar satisfactoriamente la afirmacion formulada asi lo muestran:

“Para la realizacion de la simetria axial necesitamos dos ejes de simetria y
la figura. Una rotacién necesitamos un factor numérico un punto y una
figura.

Y éstas dos en conjunto forman una simetria axial con respecto a una
rotacion es decir, al término de hacer una rotacion la simetria de una figura

quedaran en el mismo sitio de rotacion”. (Gabriela)

“Para construir una simetria axial necesitamos un eje de simetria y la figura.
Una rotacién necesita un factor numérico, un punto céntrico y una figura a
rotar.

Y éstas dos en conjunto forman una simetria axial con respecto a una
rotacion, es decir, al término de hacer una rotacion la simetria de la figura

guedara en el mismo sitio que la rotacion”. (Rodrigo)

Sus respuestas hacen suponer que, en ese momento, ellos ain no desarrollaban
alguna forma teorica de explicar la relacion entre las transformaciones
involucradas. Su intencidn de justificar la validez de su afirmacion quedo limitada a
un nivel operacional, en el sentido de la descripcion de los procedimientos
necesarios para construir, por una parte, la composicion y por otra, la rotacién

“correspondiente”.

Por otra parte, ni Trinidad ni Juan Carlos habian trabajado, previamente, con la
maquina articulada, aunque habian explorado ya la composicion de simetrias
axiales utilizando Cabri. En esa ocasién ellos no llegaron a caracterizar
adecuadamente esta composicion, como lo muestra lo que ellos escribieron para
completar la siguiente proposicion:

- Componiendo dos simetrias axiales con ejes coincidentes se obtiene...
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Una rotaciéon de x° (Trinidad)
Una rotacién de 90° (Juan Carlos)

Si bien pudieron reconocer a la rotacion como una transformacioén relacionada con
la composicion de simetrias, la actividad de indagacion quedo limitada a un caso

particular, o quiza al reconocimiento incipiente de la relacién angular existente.

Ahora los estudiantes estan trabajando juntos y tienen en su mesa de trabajo la
maquina articulada en cuestion (figura 8), tienen también una computadora con un
modelo simulado en Cabri de esa maquina (proporcionado por el conductor de la
sesidon), ademas de las hojas de trabajo de todas las actividades que han
realizado con anterioridad y las correspondientes a la actividad que estan
realizando en ese momento. La tarea (Apéndice VII) consiste en considerar la
afirmacion producida previamente (A1) para afinarla con mayor precision y llevar a

cabo una demostracion.

Figura 8
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- Refinamiento de la afirmacidn previamente formulada

Una vez que los estudiantes han leido la afirmacion generada previamente, el
conductor interviene con la intencién de orientar la tarea que ellos tienen en ese
momento:

Conductor: Se trata de especificar de mejor manera la composicion...

Juan Carlos: O sea que no esta bien especificada y hay que trabajar con
ésta... (Sefialando la maquina articulada).

Trinidad: ¢ Dos simetrias axiales?

Conductor: Son dos simetrias axiales.

Trinidad: Ah, pues de una figura pasa a otras dos.

Juan Carlos: Con ejes coincidentes.

Trinidad: Con ejes coincidentes, es una cruz porque eso fue lo que hicimos
nosotros con una figura, es una cruz y pones uno en una esquina.

Conductor: ¢,Una cruz?

Trinidad: Bueno, primero tomas en cuenta un eje, y haces uno (la primera
simetria), y puedes poner un eje que sea transversal a... 0
perpendicular a una recta, y con ése puedes hacer otra simetria y
guedan las dos simetrias y se pueden unir hasta cierto... o sea las

puedes mover.

Trinidad acompafa su explicacion con movimientos de sus brazos y manos para
indicar la posicion de cada eje y para simular un movimiento de rotacion entre la
posicion inicial de un objeto hipotético y la posicién final al cabo de la composicion;
refiriendose a su experiencia realizada con Cabri en la que construyé una
representacion dinamica de la composicion en juego. Su explicacidon muestra que
ha interiorizado ya una imagen, en la que la relacion entre la composicion de
simetrias y la rotacion es patente; aunque dicha relacion permanece aun en un
nivel fenomenolégico u operacional, es decir, limitado a la descripcion de la
sucesion de transformaciones, las simetrias axiales, y su correspondencia con una

rotacion.
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La actividad continta para hacer explicitos, sobre la maquina articulada, cada uno
de los elementos caracteristicos de las transformaciones involucradas y las
transformaciones mismas. Ante el requerimiento de elaborar una afirmaciéon con
las cualidades de un teorema (hip6tesis y tesis), Trinidad reformula lo que ya
habia sefalado:
Trinidad: Utilizando la repeticion de la transformacién de simetria axial,
podemos... (inaudible) una figura dos veces a cierta distancia, esto
se puede hacer, se puede producir este cambio de la primera figura a
la dltima con una sola transformacién que se haga a cierto angulo,
tomando en cuenta el punto de simetria.
Conductor: Entonces, una composicion de dos simetrias axiales
corresponde a una rotacion ¢,cuando?
Juan Carlos: Cuando tienen ejes coincidentes.
Conductor: Eso hay que incorporarlo a la afirmacion que ya tienen,
entonces, ¢como va a quedar la afirmacion?
Trinidad: Dos simetrias axiales, equivalen...
Rodrigo: Equivalen a una rotacion.
Trinidad: Con ejes coincidentes.
Rodrigo: Axiales con ejes coincidentes.
Conductor: ¢ Equivalen a qué?
Juan Carlos: A una rotacion.
Conductor: ¢Y qué mas?
Trinidad: Con cierto angulo.
Conductor: ¢Qué dice la afirmacion con respecto al angulo?
Rodrigo: Que corresponde al doble del angulo.
Trinidad: Una rotacién del doble del angulo formado entre los ejes
coincidentes
Conductor: ¢ Y el centro de rotacion?
Rodrigo: Es éste (sefialando la interseccién de los carriles —figura 8- que

funciona en la maquina articulada como ejes de simetria).
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Trinidad: Tomando como centro de rotacién la interseccidon entre los dos

ejes.

La afirmacion anterior (Al) reelaborada por los estudiantes es la siguiente:
A2: “Dos simetrias axiales con ejes coincidentes equivalen a una rotacion
del doble del angulo formado entre los dos ejes coincidentes, tomando

como centro de rotacion la interseccion entre los dos ejes.”

Después de esto Rodrigo se refiere directamente a los elementos de la maquina
articulada para explicar la nueva afirmacion, su explicacion es seguida por sus
companeros:

Rodrigo: Dos simetrias axiales, aqui esta una y ésta es otra, (sefialando
sobre la maquina articulada cada uno de los eslabonamientos que
produce una simetria axial) equivalen a lo que es una rotacién, o sea
gue si rotamos este triangulo ABC, sale... puede llegar hasta aca (la
posicion que ocupa la segunda imagen de ABC), pero esto, entre dos
ejes coincidentes, que es el centro de la rotacién, la intersecciéon de
los dos ejes, y en cuanto a lo que era la suma del doble del angulo
formado.

Trinidad: Esta composicion se puede hacer por medio de una rotacion, en la
gue el centro es la interseccién entre las dos rectas y el angulo debe

ser del doble del angulo que forman las... los dos ejes.

Cabe sefalar que la maquina articulada incorpora, ademas de los dos
eslabonamientos para las simetrias axiales, un tercer eslabonamiento,
ensamblado sobre los anteriores, y que corresponde con el de un pantégrafo de
Sylvester, es decir, el pantégrafo que realiza la rotacion equivalente, sin embargo

esto no se hizo explicito en ningln momento a lo largo del episodio.

Nuevamente, observamos que la significacion de los objetos y los procesos

geométricos, presentes en las experiencias de los estudiantes, se apoya
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fuertemente en la experiencia fenomenoldgica que las herramientas proporcionan.
Esto genera un dominio de racionalidad pragmatica en la que la constatacion de
los hechos permite establecer una base experimental sélida para el desarrollo de
una racionalidad teérica, apoyada ahora en representaciones y significados

compartidos, tal como se trata de mostrar en la parte siguiente.

- La explicitacion de argumentos suficientes para la construcciéon de una

prueba

El trabajo previo y un nuevo analisis de la composicion a traves de las
representaciones disponibles (la maquina articulada y una simulacion de ésta en
Cabri), junto con la interaccion, tanto entre los estudiantes como entre estos y el
conductor, dan paso a la explicitacibn de argumentos suficientes para la
construccion de una prueba. Las actividades centradas en las herramientas de
mediacién son eficaces para promover la comunicacion matematica entre los
estudiantes y el conductor, y con esto desarrollar argumentos suficientes para su
involucramiento en un proceso de validacion matematica:

Conductor: ¢Qué argumentos pueden dar para decir que esta composicion
equivale a una rotacion?

Juan Carlos: Bueno, pues, la posicion del triangulo, del original y del que
esta a un lado de la isometria (refiriéndose a cada una de las figuras
dibujadas sobre la tabla en la que estd montado el pantografo).

Conductor: De la segunda imagen, les podemos llamar el antecedente, la
primera imagen y la segunda imagen, ¢Qué hay entre ellas?

Juan Carlos: Si comparamos la forma en la que estan, pues una se ve

rotada o girada.

Juan Carlos centra su atencion en la relacion que guardan la figura antecedente y
su segunda imagen. Trinidad estad explorando la composicion en ese momento
utilizando la simulacion en Cabri de la maquina articulada, esto le permite

contribuir a la discusion ampliando lo que afirma su compariero:
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Conductor: ¢ Qué hay entre las posiciones de las figuras?

Trinidad: Cambian.

Juan Carlos: Rotan.

Conductor: ¢ Por qué dices que rotan?

Trinidad: Porque el efecto era como de un espejo en la simetria, y siempre
van a estar encontrados (Trinidad utiliza sus manos para explicar el
efecto que produce en la orientacion de la imagen una simetria axial,
respecto a la orientacion de la figura antecedente).

Conductor: ¢Y ahora?, en una rotacién se mantiene la orientacién de la
figura, ¢ eso sucede aqui?

Juan Carlos: No

Trinidad: Si va a suceder porque en el ultimo, (refiriéndose a la segunda
imagen) como se vuelve a hacer al contrario se... bueno seria la
misma imagen pero un poco volteada, es como si va girando,
entonces en una rotacion pasaria lo mismo.

Juan Carlos: Lo que pasa es que se sigue conservando la orientacion, pero
con respecto a la imagen, o sea tenemos primero el original y la
primera imagen, luego tenemos la primera imagen y la segunda
imagen, quedaria asi. (Juan Carlos también utiliza las palmas de sus
manos, acomodandolas y mostrandolas para simular la sucesion de

imagenes que genera la composicion en juego).

En esta parte de la trascripcion, podemos observar la forma en que Trinidad

recurre a un argumento que consiste en dar cuenta de la doble inversién en la

orientacion de la figura antecedente, por efecto de la aplicacion sucesiva de las

simetrias, para concluir que la segunda imagen “recupera” la orientacion de la

figura original. Juan Carlos amplia la explicacion de su comparfiera, mostrando asi

gue ambos disponen de imagenes o de representaciones compartidas y con

cualidades compatibles, referentes en este caso a la simetria axial y a la rotacion.

La interaccion con el conductor continba orientada a la busqueda de otros

argumentos que puedan sostener la elaboracion de una prueba:
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Conductor: ¢ Habria algin otro argumento ademas de ese, para decir que
aqui hay una rotacion?

Trinidad: A partir del punto del que tomariamos como la interseccion de las
rectas, se tomaria como punto de rotacion y de ese punto a la figura,
la distancia, y aparte debe de... va con su mismo &ngulo, gira como
en un circulo, con relaciéon a un punto, lo mismo que pasaria con una
rotacion.

Trinidad intuye la equidistancia de puntos correspondientes en la composicion al
punto de interseccion de los ejes de simetria, su alusién a un movimiento circular
hace suponer gque éste forma parte de la imagen que ella tiene en ese momento

de la composicion.

B - Al

Conductor: Si ustedes toman por ejemplo el segmento BB’, ¢Qué pasa con
las distancias de este punto (sefialando el punto de interseccion de
los ejes) a los extremos de ese segmento?

Trinidad: Son iguales, porgue si ese punto se mueve (sefialando uno de los
vértices del rombo que constituye la articulacion y que se desplaza
sobre el carril que funciona como eje de simetria) va a pasar lo que
deciamos de la mediatriz, de ese eje de simetria a cierto punto habra

otro que esté equidistante del otro lado.
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Conductor: Si tomamos éste (uno de los ejes de simetria) como la mediatriz
de... ¢qué segmentos?...

Trinidad: Si, estos serian los segmentos A, B y serian equidistantes
(Trinidad sefiala sobre los trazadores de una de las dos maquinas de
simetria).

Conductor: Entonces la distancia que hay de este punto (la interseccion
entre los ejes) aB y a B’, es la misma, ¢y entre B’y B"?

Trinidad: Seria lo mismo (al tiempo que sus compafieros asienten moviendo

la cabeza).

Al cabo de esta parte de la actividad fue posible esclarecer dos condiciones
fundamentales. Se hizo explicita la conservacion de la orientacion entre la figura
antecedente y su imagen bajo la composicion, y también se hizo explicita la
equidistancia de un punto y su imagen respecto a la interseccion de los ejes.
Ambos constituyen invariantes de la rotacion, por lo cual los estudiantes disponian
ya de argumentos suficientes para construir una argumentacién mas rigurosa o

guiza una prueba deductiva.

- Emergencia de racionalidad matematica

En esta siguiente fase de trabajo se incorpora a la actividad Gabriela, por lo que
los cuatro estudiantes estan trabajando juntos, nuevamente. Como conclusion de
la actividad realizada hasta ese momento, ellos han escrito en sus hojas de trabajo
(Apéndice VII) argumentos para apoyar su afirmacion respecto a la composicion
de transformaciones bajo estudio. El conductor de la sesion retoma lo que los
estudiantes habian concluido, para reiniciar la elaboracioén de una prueba:
1) Conductor: Ustedes ya tienen algunos argumentos, argumentos que los
llevan a proponer el teorema, por ejemplo, ¢Un argumento cual es?
2) Juan Carlos: Que la orientacién de la figura se sigue conservando puesto
que en la tercera imagen resulta ser la misma que la original.

3) Conductor: Que la orientacién se conserva, ¢ Que otro argumento tienen?
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4) Juan Carlos: Que la figura gira alrededor del punto de interseccion de los
ejes.

5) Conductor: ¢ Cémo saben que gira?

6) Trinidad: Porque los puntos estan a la misma distancia, estan... son
equidistantes en relacién a ese punto central.

7) Conductor: ¢Cémo sabes que son equidistantes, cual es la razon para
afirmar eso, son equidistantes a que punto?

8) Trinidad: A un punto de rotacion.

9) Conductor: ¢Y cudl es el punto de rotaciéon?

10)Trinidad: El cruce de las perpendiculares.

11)Conductor: Si, y cdmo sabes que son equidistantes, ¢qué es lo que esta
pasando ahi para que puedas afirmar que son equidistantes?

12)Trinidad: Porque es como si consideraramos que el eje de simetria es una
mediatriz entre el segmento de un punto y el punto de imagen, entonces,
si tomas en cuenta que, cuando se cruzan las dos perpen... las dos
rectas y una de ellas se toma como mediatriz entre el segmento, el
punto donde se cruza esta a la misma distancia de los dos extremos del
segmento que forma el punto Ay el punto A’

13)Conductor: ¢ Y porqué nada mas una de ellas?, si de hecho son las dos, las
dos se estan intersectando en un punto, ¢entonces ese punto de
interseccion qué?

14)Trinidad: Va a ser el punto de rotacion.

15)Conductor: Si, pero pertenece a las dos rectas, ¢,no?

16)Trinidad: Bueno se hace al doble en vez de uno, va a haber tres figuras en

vez de tomarse en cuenta solamente dos.

Ante el sefialamiento de Juan Carlos del giro de la figura alrededor de la
interseccion de los ejes, Trinidad hace referencia explicita (intervencién 12) a una
relacion fundamental para construir una prueba matematica del teorema en
cuestion: los ejes de simetria son mediatrices de los segmentos formados por

parejas de puntos correspondientes, por lo cual un punto cualquiera del eje de
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simetria es equidistante de los extremos del segmento definido por puntos
correspondientes. La situacion impulsa a los estudiantes a descubrir propiedades
0 a relacionar conceptos que ya poseen con los objetos y los fenbmenos que
observan como parte del funcionamiento de los artefactos. Trinidad descubre, en
la estructura de la maquina articulada, una relacion geomeétrica subyacente, lo cual
le permite intervenir en la discusion, aportando elementos pertinentes. En efecto,
estas herramientas funcionan como instrumentos de mediacion semiédtica en la
medida en que los estudiantes se involucran en la tarea y llegan a distinguir y a
relacionar objetos y propiedades geométricas que no son evidentes de manera
inmediata, a los cuales se deben referir para justificar sus afirmaciones o,

inclusive, las de sus interlocutores.

El conductor pide a los estudiantes utilizar estos argumentos para elaborar una
prueba del teorema. Pide, también, que consideren la construccion de trazos
auxiliares, a fin de visualizar las relaciones existentes entre los elementos de la
maquina y los objetos dibujados con ésta, y para hacer referencias mas precisas
al tratar de elaborar una prueba. Los estudiantes han decidido utilizar la simulacion

en Cabri de la maquina de composicion de simetrias axiales con ejes coincidentes.

17)Juan Carlos: Entonces tenemos que demostrar que si es una rotacion.

18)Conductor: Si, eso es lo que queremos.

19)Gabriela: Pero si es una rotacion, maestro, porque vea como va ...

20)Conductor: ¢ Cuando dos puntos se corresponden en una rotacion, qué es
lo que hay ahi, qué es lo que sucede?... Por ejemplo tengo O, el centro
de la rotacion, y tengo P y P’ ¢ qué pasa entre P, Oy P’?

21)Trinidad: Se forma un angulo de cierto valor.

22)Conductor: Hay un angulo, ¢y qué mas?

23)Trinidad: Los puntos siguen siendo equidistantes.

24)Conductor: Los puntos son equidistantes de O.
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Nuevamente, el conductor pretende que los estudiantes hagan explicitos
argumentos tedricos y no s6lo argumentos visuales o referidos a la evidencia que
el software proporciona, para ello alude a una imagen interiorizada de la rotacion,

la cual funciona adecuadamente para obtener respuestas de Trinidad.

Los estudiantes contintian la exploraciéon con el modelo simulado, construyen un
triangulo y con la herramienta Redefinir Objeto limitan el movimiento de uno de los
trazadores al recorrido del perimetro de ese triangulo, utilizan ademas la
herramienta Traza Activada con el fin de dibujar la primera y la segunda imagenes
del triangulo. A sugerencia de Trinidad, ellos miden el angulo entre los dos ejes de
simetria y el angulo formado por un vértice del triangulo original, la interseccion de
los ejes y la segunda imagen de ese vértice, con el objetivo aparente de confirmar
su afirmacion, presentada como teorema. También utilizan la herramienta
Rotacién del menu de transformaciones geométricas como otra forma de verificar
su afirmacién. Cuando parece que se han agotado las posibilidades de obtener
mas informacién de la manipulacion del modelo simulado, el conductor sugiere

trabajar con lapiz y papel.

Los estudiantes dibujan un esquema similar al representado en la simulacion de la
maquina articulada (figura 8), en el que indican la posicion de los ejes de simetria
y las posiciones relativas entre tres triangulos que se corresponden en la
composicion:
25)Trinidad: ¢Asi? (mostrando su esquema al conductor de la sesion)
26)Conductor: ¢Y ahora... sobre ese dibujo qué puedes hacer?... Parece ser
gue hay que probar dos cosas. Una que los puntos son equidistantes, o
sea que Ay A” son equidistantes de la interseccién de los ejes y la otra
es que el angulo de rotacion es el doble del angulo que forman los ejes.
27)Juan Carlos: ¢Entonces hay que escribir argumentos para comprobar la...
lo que nos pide?
28)Trinidad: Pero los argumentos ya los habiamos escrito.
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29)Conductor: Los argumentos ya los tienen de alguna manera, ahora traten
de armar la prueba, por ejemplo: ¢Qué es lo que demuestra que los
puntos A y A’, dos puntos correspondientes, son equidistantes de la
interseccion de los ejes, como lo pueden demostrar?

30)Juan Carlos: Bueno, por ejemplo, si uniéramos B con B’ y B” y quisiéramos
por ejemplo que hubiera otra imagen que fuera B” y asi, y fuéramos

uniendo los puntos se haria una circunferencia...

Trinidad simultaneamente ha construido una circunferencia en la pantalla que
pasa por puntos correspondientes en la composicion, sin que haya habido
comunicacion aparente entre ella y Juan Carlos en ese sentido. Ambos
estudiantes tienen ya una idea clara de la relacibn entre los puntos
correspondientes en la composicion, ternas de puntos en este caso, ellos saben
gue equidistan de la interseccion de los ejes, y lo pueden mostrar construyendo
una circunferencia. El conductor nuevamente trata de hacer notar la necesidad de
elaborar argumentos teoricos, en predominancia sobre argumentos visuales o
producidos mediante una constatacion visual de lo que se quiere probar:
31)Conductor: Ahora eso, ¢ qué tiene que ver o como lo puedo conectar con
que en la composicion de simetrias axiales con ejes coincidentes, los
puntos correspondientes van a ser equidistantes, en este caso los tres
puntos que se corresponden, aungque nos interesa nada mas el primero
y el tercero realmente, esos puntos ¢Por qué siguen siendo
equidistantes de la interseccion de los dos ejes?

32)Trinidad: Por lo que le decia de la mediatriz.

Al responder, Trinidad muestra una actitud que sugiere que para ella ya no
requiere mayor discusion el hecho de la equidistancia de diferentes ternas de
puntos correspondientes al punto de interseccion de los ejes de simetria,
constituido como el centro de la rotacion. En este momento parece surgir cierto
desconcierto o cierta tension entre el concepto de prueba que el conductor desea

gue los estudiantes adopten, y el concepto de prueba que éstos reflejan en su
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propia actividad. Este conflicto no se resuelve de manera inmediata, dada la
asimetria entre ambas concepciones y porque una aproximacion deductiva a la
prueba requiere mas que una serie de indicaciones a ser seguidas por los
estudiantes, aun cuando ellos hayan observado previamente este tipo de
demostraciones y hayan descubierto propiedades matematicas que
potencialmente sustenten la prueba. Al parecer, la insistencia del conductor de la
sesion en el sentido de inferir consecuencias logicas a partir de lo que se esta
afirmando llega a convertirse, en ciertos momentos, en un obstaculo para el

avance de los estudiantes en su propio proceso de validacion.

Por otra parte, la decision de los estudiantes de seguir explorando la composicion
mediante el modelo simulado les permite verificar sus conjeturas y convencerse de
la veracidad del teorema en juego, utilizando la herramienta de medicion de
angulos y la herramienta de rotacibn misma, para superponer la figura

antecedente sobre la segunda imagen resultado de la composicion.

Después de esta fase de trabajo, Trinidad presenta a sus compaferos el esquema
gue ha dibujado con la intencion de construir una prueba. El esquema es
explicado inicialmente por Gabriela y después por Trinidad misma. Esto sirve para
gue el conductor mencione la posibilidad de hacer trazos auxiliares sobre el
esquema que Trinidad ha hecho para hacer explicitas las relaciones entre los
objetos geométricos involucrados:
33)Conductor: Tenemos A, A’ y A”, pueden ser tres vértices correspondientes
de los triangulos, estamos diciendo que A y A’ son equidistantes de O,
porque son simétricos y O es un punto del eje de simetria, ¢estan de
acuerdo con eso? Ahora A’ y A” también son equidistantes de O por la
misma razon, entonces si Ay A’ son equidistantes de Oy a suvez A’y A”
son equidistantes de O, ¢habria alguna consecuencia, o puedo inferir algo
de eso?
34)Trinidad: Son dos angulos, ¢iguales?
35)Conductor: ¢ Quienes son angulos iguales?
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36)Trinidad: Los formados entre Ay A’y el punto O y los formados entre A’ y

A’y el punto O.

Esta parte del episodio muestra un momento interesante en la interaccién y
potencialmente Util para llegar a la justificacion matematica plena de la proposicion
en juego. Trinidad hace explicita la relacion fundamental que complementa los
argumentos requeridos para elaborar la demostracién del teorema en términos de
los elementos de la composicidn, esto es, que hay dos pares de angulos iguales
entre si, los formados por tres puntos correspondientes en la composicion, la

interseccion de los ejes de simetria y los ejes mismos.

CII

DAOr=brOA; BAOs= bsOA”

Sin embargo este argumento no es aprovechado o no es identificado en ese
momento como el argumento necesario para completar la demostracion, ademas
de la consecuencia logica que el conductor esta tratando que los estudiantes
externen (la transitividad entre dos cosas iguales a una tercera), no obstante ese
argumento reaparecera mas tarde en voz de Trinidad, mostrando su pertinencia.

El conductor desvia la discusion hacia un hecho intrascendente respecto a lo que
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se quiere lograr, posteriormente centra la discusion en la congruencia entre
segmentos correspondientes en la composicion:
37)Conductor: ¢ Son iguales los angulos, ustedes creen que van a ser iguales?
38)Juan Carlos: No
39)Conductor: ¢ Por qué no?
40)Juan Carlos: Porque por ejemplo como es una simetria axial, 0 sea con
respecto al final de la primera imagen cambia la orientacién, entonces
ahi el angulo... (inaudible) tiene una abertura, entonces en la otra figura
pues se invierte y el angulo es mas cerrado.
41)Conductor: Si, el segmento AO es igual al segmento A’'O, ¢,por qué?
42)Juan Carlos: Porque son simétricos.
43)Conductor: Porque A y A’ son simétricos y O es un punto del eje de
simetria. Pero también el segmento A'O y el segmento A”O son iguales,
¢estan de acuerdo? ¢ por qué?
44)Juan Carlos: Porgque también son simétricos.
45)Conductor: Y O es un punto del eje de simetria, ¢ Qué se puede deducir de
ahi?

46)Juan Carlos: Que AO y A”O son iguales.

Después de esto el conductor repite el argumento con la intencibn de que
Gabriela, Trinidad y Rodrigo se percaten, también, de la consecuencia logica que
da lugar a esta ultima afirmacion. Los estudiantes toman su lapiz y en su hoja de
trabajo tratan de establecer esta inferencia, Trinidad lo hace mediante notacion
algebraica, Juan Carlos escribe su deduccién en forma de texto (Apéndice VII).
Después, continda la interaccion:

47)Gabriela: Maestro, entonces ¢ya acabamos?

48)Conductor: ¢ Ya esta probado el teorema?

49)Gabriela: Pero ya con todos estos dibujitos y cositas pues yo creo que...

(inaudible)... a entender.
50)Conductor: El teorema plantea que el resultado de una composicion de

simetrias axiales con ejes coincidentes es igual a una rotacion...

173



51)Gabriela: Al doble del angulo formado por los ejes.

52)Conductor: Con esta parte que tienen ahi ya se esta demostrando o
probando que los puntos si estan rotando, pero ¢que falta?, o ¢ya esta
todo?... El teorema dice que el angulo de rotacion es el doble del angulo
formado entre los ejes, ¢Eso ya esta confirmado o mas bien probado, o
demostrado?

53)Juan Carlos: No, pero eso lo podemos demostrar.

54)Conductor: Pero eso lo podemos demostrar.

55)Gabriela: Midiendo los angulos.

56)Juan Carlos: No, ¢ Puedo hacer una figura en el pizarron?

Aqui es patente el involucramiento de Juan Carlos en el proceso de elaborar una
prueba tedrica de lo que se esta afirmando al considerar la posibilidad de llevar a
cabo tal prueba, oponiéndose a lo que propone Gabriela. Juan Carlos hace una
representacion esquematica en el pizarron de la composicién de transformaciones
(figura 9), que funciona adecuadamente para iniciar una explicacion de la relacién
entre el angulo formado por los ejes de simetria y el angulo de la rotacion
resultante de la composicion. Esto da pie para un proceso de interaccion entre los
participantes en el que se presentan diferentes aportaciones a la discusién. En
particular las aportaciones de Trinidad muestran que ella ya habia interiorizado la
relacion angular necesaria para establecer adecuadamente la relacion buscada

(intervenciones 35y 37).
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Figura 9

57)Juan Carlos: El teorema nos dice que este angulo, o0 mas bien que el
angulo de rotacion entre una figura y la otra con relacion al punto O es el
doble del angulo en que se intersecan los ejes, y la forma en como yo lo
Veo es porque aqui supongamos que esta figura (la que ha hecho en el
pizarron)... la distancia de aqui a aca es la misma que hay del eje a la
otra figura, es decir, que son simétricos con respecto al eje, ¢no
maestro?

58)Conductor: Si.

59)Juan Carlos: Lo mismo pasa aca entre los puntos correspondientes B, B’, A,
AyC,C

60)Conductor: Por construccion, A y A’ son simétricos respecto a D, y A’y A”
son simétricos con respecto a E, ¢Si estan de acuerdo en eso? Esa
seria la hipotesis de la que estamos partiendo para demostrar el
teorema. ¢ Y entonces?

61)Juan Carlos: Y entonces la rotacion seria la suma de este &ngulo méas estos
segmentos, 0 sea este espacio que queda aqui, mas éste que quedaria

aca, que eso como ya lo vimos pues seria igual al que esta aqui.
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Juan Carlos se refiere a los segmentos entre los puntos correspondientes y el eje
de simetria que los relaciona, pero también trata de referirse al “espacio” entre

€s0s puntos y los ejes mismos.

62)Conductor: ¢Ustedes qué opinan?, ¢Esos espacios de los que estas
hablando no podrias mostrarlos también como angulos?

63)Juan Carlos: ¢Como angulos?, Si. (trazando en el pizarron los segmentos
OAy OA")

64)Conductor: ¢ Entonces que esta pasando?

65)Juan Carlos: Que al sumar estos dos angulos...

66)Conductor: ¢ Cuales angulos?

67)Trinidad: ¢ Por qué no pones un angulo del punto cero a A'.

68)Conductor: Vamos a ver, si, Trinidad.

69)Trinidad: Del punto cero a A’ pon una linea.

Trinidad propone dibujar, también, la recta OA’, con lo cual ya es posible
establecer la relacion angular implicada en la composicion. De esta forma, ella

puede referirse a lo que ya previamente habia visualizado:

Figura 10
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70)Juan Carlos: ¢ Del punto cero?...

71)Trinidad: De O a A’ (Juan Carlos traza en el pizarron la recta OA’)... si 'y
ahora si se ve eso de la suma de los angulos.

72)Conductor: A ver, ¢como esta eso de la suma de los angulos?

73)Trinidad: Es que asi se comprobaria mas la rotacion.

74)Conductor: ¢La rotacion o el doble de los angulos?, Bueno es parte...
¢, Qué suma ves, de angulos, Trinidad?

75) Trinidad: Bueno seria mas bien porque, el angulo que se forma entre lo
que él puso como Fy Dy el que se formaentre Ey G, creoque Ey G, a
simple vista se ve mas grande que el de F y D, entonces al partirlo a la
mitad se ve mas que F, D y la otra que le dije yo que pusiera (la recta
OA)).

76)Conductor: ¢ FOD?, ¢ FOD dices tu?

77)Trinidad: Si, forma un angulo igual al que forma D, O, ponle H al de arriba.
(Trinidad esta tratando de hacer notar la congruencia entre los angulos
AOD y DOA’ de la figura 10)

78)Juan Carlos: A ver, T de Trinidad (asignando T a la recta OA’).

79)Conductor: Bueno con esa nomenclatura que tenemos en el pizarrén ¢Qué
se quiere probar? Que AOA” es el doble de DOE, ¢ si estan de acuerdo?
Entonces, dice Trinidad, ahi se puede ver ya mejor la suma, pero ¢ cual
suma?

80)Juan Carlos: Pues la suma de estos dos angulos, ¢no?, o sea, este angulo
se ve representado aqui (sefialando a los angulos AOD y DOA’)

81)Trinidad: El angulo AOD se representa en DOA’

82)Conductor: ¢ Cémo esta eso de que se representa?

83)Trinidad: Bueno es equivalente.

Tanto para Trinidad como para Juan Carlos es claro que los vértices simétricos

con la interseccion de los ejes forman angulos congruentes, incluso, sus

intervenciones se complementan coherentemente. Sin embargo, surge cierta

dificultad para hacer explicita la congruencia de angulos, quiza por no disponer, en
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ese momento, de términos adecuados. El conductor sigue buscando que se hagan
explicitas razones tedricas, para justificar las afirmaciones generadas, llegando, en

ocasiones, a proponer esas razones €l mismo.

84)Conductor: Si, si trazaran el segmento AA’ ¢ Qué pasaria?

85)Trinidad: Se formaria un tridngulo. (SimultAneamente Juan Carlos traza el
segmento.)

86)Conductor: Se forma el triangulo AOA’, ;Y ese triangulo qué?

87)Trinidad: Es un triangulo isésceles, con dos lados iguales y uno diferente y
gue se da esa equidistancia que explicaba con la mediatriz.

88)Conductor: Entonces los angulos que se forman acéa en el vértice O, esos
dos angulos que se forman ¢cémo son?

89)Trinidad: Iguales, porque estan cortando exactamente a la mitad el
triangulo... como la mediatriz.

90)Conductor: La mediatriz es a su vez ¢qué? del angulo... del angulo AOA'.

91)Trinidad: Ah... la... ¢ diagonal?

92)Conductor: También es la bisectriz, del angulo, ¢no?

93)Trinidad: Eso, eso es.

94)Conductor: Entonces, si en este caso la recta D es la bisectriz del angulo

AOA', los angulos AOD y DOA'’ son iguales, ¢ estan de acuerdo?...

En este momento la actividad llega a un limite, evidenciado por la resistencia de
los estudiantes a continuar la discusién y acentuada, posiblemente, por la
insistencia del conductor de justificar cada una de las afirmaciones generadas.
Después de esto, los estudiantes proceden a concluir, por escrito, una

demostracion del teorema establecido (Apéndice VII).

- Discusién

Se considera importante, desde el punto de vista de la tesis, hacer los siguientes

sefialamientos respecto a lo observado en el desarrollo de este episodio:
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1. El desarrollo de esquemas de utilizacion asociados a los artefactos

Los estudiantes optan por emplear los artefactos disponibles en términos de la
eficacia que les otorgan para las tareas especificas en las que estan involucrados.
Para los estudiantes es ya un proceso relativamente rutinario, es parte de sus
esquemas de utilizacion (Verillon y Rabardel, 1995, p. 86), asociar
convenientemente los elementos visibles en las herramientas con los elementos
caracteristicos de las transformaciones geométricas en juego, tratese de
elementos de posicion, como el centro de rotacion o los ejes de simetria, o de
elementos de relacion, como el angulo de rotacion o pares de puntos
correspondientes en la simetria. Esto promueve la articulacién de lo que Sangaré
(1999) sefala como las propiedades afines (paralelismo, o pertenencia de un
punto a una recta, etc.) y las propiedades euclidianas (conservacion de razén de
longitud, ortogonalidad, etc.) caracteristicas de las transformaciones en el plano.
La actividad también estimula el surgimiento en la discusion de aspectos o
elementos que subyacen en los hechos geométricos que ellos estan constatando;
tal como la nocion intuitiva de “conservacion de la orientacion” entre el objeto
antecedente y su imagen bajo la composicion, o el reconocimiento del eje de
simetria como mediatriz de segmentos formados por pares de puntos

correspondientes.

2. La racionalidad teorica sustentada en la fenomenologia de la experiencia

geométrica obtenida

El dominio fenomenoldgico que la utilizacion de los artefactos culturales provee,
permite establecer una base de experiencias de aprendizaje conveniente para el
involucramiento productivo de los estudiantes en una situacion de validacion
matematica, ademas permite también que la afirmacién por validar sea formulada
y evaluada por medio de los artefactos mismos, es decir, los estudiantes pueden
establecer un hecho geométrico con cierto nivel de generalidad, y también pueden

desarrollar argumentos con los cuales mostrar la verosimilitud del mismo.
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Simultaneamente, la actividad promueve una integracion semantica de las
representaciones que los artefactos proporcionan, ademas de las que los
estudiantes generan. Esta afirmacién se sustenta en el nivel de comprensién que
los estudiantes muestran de la proposicion geométrica en juego, asumiendo que
ésta, una vez afinada, es plenamente comprendida por los participantes, es decir,
es significativa y constituye un objeto de conocimiento, en el cual estan
incorporados  representaciones externas e internas. Asi, el involucramiento
productivo en situaciones de validacion y la integracion semantica de
representaciones promueven el desarrollo de una racionalidad tedrica que
consiste en dar cuenta de las relaciones matematicas que subyacen no solo en los
artefactos mismos sino en las representaciones que estos proporcionan y en las
gue los estudiantes reconstruyen e interiorizan. Esto les permite separarse
eficazmente del nivel fenomenoldgico para avanzar en la construccion de pruebas
intelectuales. La nocion de prueba matematica evoluciona en el sentido de la
importancia de introducir, en la discusién, propiedades y relaciones geométricas
presentes en los objetos o en los procesos bajo estudio.

3. La discusion como una forma de conocimiento matematico socialmente

construido

La participacion en dialogos que tienen como motivo hacer explicitas propiedades
y relaciones geométricas inherentes a los artefactos culturales utilizados, produce
discusiones que van dando forma a un objeto de conocimiento matematico. Tal
objeto de conocimiento es compartido por los participantes en el proceso. Si bien
la participacion de estos no esta en un mismo nivel, al parecer, los niveles de
comprension acerca de lo que se discute y afirma llegan a ser “suficientemente
homogéneos”, lo cual nos permite asumir que existe una construccion social de
conocimiento matematico via la discusion generada, sustentada en el hecho de
gue los participantes comparten experiencias matematicas. Vemos en esto una
relacion reciproca entre los significados atribuidos a los objetos de conocimiento

involucrados y el nivel de la discusion generada. Por otro lado, si el avance en el
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proceso de validacién queda limitado, esto es debido a cierta “saturacion” de la
interaccion social desarrollada en el aula, generada, probablemente, por la tension
gue existe entre la perspectiva del conductor respecto a lo que espera para asumir
gue se ha producido una prueba, y la apreciacion personal de los estudiantes
respecto a lo que representa una justificacion suficiente. Se percibe en esto un
problema recurrente en la investigacion en educaciéon matematica respecto a la
necesidad o al papel de la prueba: la necesidad de construir una prueba
matematica s6lo es asumida por el profesor, sin embargo, en el episodio bajo
analisis, podemos observar en los estudiantes actitudes favorables hacia la
construccion de una prueba intelectual, es decir, cobra importancia el tipo de
razones que se proponen en la discusién para validar una afirmacion, en el sentido
de aportar razones sustentadas en la teoria matemética de la que los estudiantes

disponen.

- Cierre

Si bien no se establecio una prueba matematica formal de la proposicién en juego,
fue posible hacer explicitos argumentos necesarios y suficientes para construir
una prueba en tal sentido. Los estudiantes llegaron a tener conciencia plena de las
relaciones geométricas involucradas y una comprension profunda de la
proposicion correspondiente. Podemos hablar, en estos términos, de la
emergencia de una racionalidad matematica, es decir, en la discusion se llegé a
proponer argumentos tedricos que corresponden a lo que los estudiantes
aprehendieron acerca de las transformaciones involucradas en la composicion
bajo estudio. La utilizacion complementaria de las herramientas disponibles, y su
caracter de representaciones dinamicas y diferenciadas, apoyaron
consistentemente el descubrimiento y la integracion de propiedades y relaciones
geométricas para desarrollar argumentos pertinentes en la justificacion
matematica de una afirmacion. En ese sentido la mediacién adquirié el caracter de
semiotica, puesto que la actividad, en su conjunto, permiti6 a los estudiantes

interiorizar imagenes 0 representaciones adecuadas para la elaboracion y la
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justificacion de sus propios argumentos. Tales representaciones funcionan como
herramientas del pensamiento ante situaciones de validacion, ya que poseen
significados o estan dotadas de contenido matematico, al incorporar propiedades y
relaciones caracteristicas referidas a las transformaciones geométricas

involucradas.

Asi, la transicion de una racionalidad pragmatica, o de un nivel fenomenoldgico de
justificacion, a una racionalidad tedrica, esta estrechamente ligada a la mediacién
semiotica desarrollada en la actividad. Es importante considerar el papel y la
calidad de la discusion matematica, referida a lo que los artefactos permiten
descubrir, para proponer una explicacién significativa de los procesos
interpsicologicos e intrapsicolégicos desencadenados en el desarrollo de estas
experiencias de aprendizaje. Nuevamente, la actividad centrada en la utilizacion
de las herramientas y los esquemas de utilizacion desarrollados, muestran su
potencial para generar, en el contexto interno de cada uno de los participantes,
objetos matematicos experiencialmente reales, de manera que la discusion puede
conducirse, con cierta naturalidad, hacia la caracterizacion matematica de los
mismos o hacia la identificacion de las relaciones o los invariantes geométricos
intrinsecos; estimulando, asi, el proceso de internalizacion de objetos abstractos
dotados de significado. Las intervenciones del profesor también promueven el
esclarecimiento de relaciones presentes en los objetos bajo estudio y la adopcion,
por los estudiantes, de actitudes favorables a la busqueda de argumentos tedricos
para validar una afirmacion. La interaccién entre pares permite a los estudiantes
modificar sus percepciones de lo que los artefactos producen, flexibilizar sus
posturas con respecto a una proposicion y ampliar su comprension de la misma.
Esto abre paso al surgimiento de una racionalidad teorica en el proceso de

validacion de una afirmacion.
Finalmente, este episodio permite corroborar que las transformaciones

geomeétricas constituyen un campo de experiencia propicio para el involucramiento

de los estudiantes en una organizacion local de proposiciones matematicas v,
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eventualmente, en la formulacion de teoremas y la elaboracion de pruebas. Esto
es posible, al menos, en el caso de la composicion de isometrias, dado que, como
se ya se sefal6 (apartado 2.1.2.1), éstas constituyen un grupo, es decir, al
construir composiciones cualesquiera entre estas transformaciones, los productos

siguen siendo elementos del conjunto de las isometrias.

4.3.3. El escenario de actividad como promotor de la apropiacién de
representaciones de caracter dinamico y su papel en la resolucién de

problemas

Como se hizo en el estudio inicial, también en el estudio final los estudiantes
realizaron tareas de resolucibn de problemas, problemas de construcciéon
geomeétrica cuya estructura corresponde a alguna de las transformaciones
estudiadas por los estudiantes en el laboratorio de matematicas. De hecho, fueron
los problemas propuestos en el primer estudio empirico los que se presentaron en
este segundo estudio, aunque con algunas modificaciones orientadas por las
conclusiones que se obtuvieron al cabo del estudio inicial. Se considerd, entonces,
la necesidad de promover la elaboracion de conjeturas, la explicitacion de
argumentos para hacerlas plausibles, asi como una posible recuperacion de esos
argumentos, para avanzar en una justificacion matematica de los resultados o de

las aserciones generadas.

Uno de los problemas que mejor promovié la participacion de los estudiantes en el
proceso de resolucion, estimulando la generacion de alternativas y de argumentos
para abordar la situacion planteada, es en el que se pide encontrar el lugar
geométrico del punto medio entre dos vértices de dos triangulos equilateros
relacionados funcionalmente a través de una construccion dinamica. Con respecto
al desempeio de los estudiantes al abordar este problema en el estudio inicial
(apartado 4.2.2 - Un argumento apoyado en la exploracion de una figura
geométrica dinamica), se observo que ellos llegaron a crear una construccion

dindmica que efectivamente satisfizo las condiciones estipuladas, llegando a
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proponer de manera mas o menos precisa el lugar geométrico buscado. En esa
ocasion, dos parejas de estudiantes formularon argumentos adecuados para
iniciar la elaboracion de una justificacion teérica del resultado propuesto, sin
embargo, no fue posible llevar a una discusion mas amplia tales argumentos.
Teniendo en cuenta esos resultados, se planted en el estudio final nuevamente la
tarea, aunque ahora poniendo énfasis en la explicitacion de argumentos y su
registro como una alternativa para el avance en la elaboracion de una prueba,
ademas se procurd una interaccibn mas estrecha entre los estudiantes y con el
conductor de las sesiones a fin de llevar a la discusion los argumentos

emergentes.

A continuacion se presenta el episodio en el que Trinidad, Rodrigo, Gabriela y
Juan Carlos estan ocupados en la tarea de resolver el problema referido. Este
episodio permite analizar un proceso de validacion matematica a través de
diferentes etapas, desde una exploracion inicial de la situacién-problema apoyada
en la obtencion de representaciones internas dinamicas referidas a la construccién
requerida en el enunciado, hasta el esclarecimiento de la relacion geométrica
necesaria y suficiente para justificar, en un nivel tedrico, la afirmacién producida.
Llama la atencion, particularmente, el uso que los estudiantes hacen de sus
representaciones internas, las cuales muestran un carcter dindmico que se

anticipa a la obtencién de una figura Cabri.
El planteamiento de la actividad es el siguiente:
Construye un segmento AB y un punto M sobre el segmento AB. Construye los

triangulos equilateros AMP y MBQ, y el punto R como el punto medio del

segmento PQ.
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- ¢Cual supones que es el objeto geométrico que describe R cuando M se
desplaza sobre AB?

- ¢ En qué fundamentas tu conjetura?

- Verifica tu conjetura. ¢ Es correcta?

- ¢Como has verificado tu conjetura?

- Elabora una prueba tedrica que le de validez a tu solucién. b Trata de
conectar o de relacionar las propiedades geométricas involucradas en la
transformacion utilizada de manera que expliquen y que justifiquen por qué

tu solucién es correcta.

Desarrollo de la actividad

1. Visualizacion de la dinamica de la figura

En esta parte, con la que se inici6 la actividad sobre la tarea propuesta, la
interaccién entre los cuatro estudiantes y el conductor de la sesién se dirigié a
comprender la situacion planteada y a generar alternativas para hacer la
construccion dinamica requerida sin utilizar aun el software sino apoyandose
Unicamente en el enunciado del problema y en el esquema adjunto. Esta primera
fase del proceso de resolucion esta caracterizada por la dificultad de diferenciar
entre el segmento de recta al que por construccion pertenece el punto R y su

propio lugar geomeétrico.
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Fue necesario, al inicio de la actividad, que el conductor interviniera para hacer
notar la posibilidad de obtener una figura dindmica que conservase la condicion
basica sefialada en el enunciado del problema, esto es, la calidad de equilateros
de los tridngulos involucrados. Si bien, al principio, los estudiantes sefialaban que
esta condicion no se mantendria, después de dicha intervencion ellos asumieron
gue podrian obtener una figura funcional, en términos de la condicién requerida,
previendo, inclusive, formas de hacer la construccion en el ambiente de Cabri. Una
vez asumida esta posibilidad, los estudiantes comenzaron a generar imagenes
referidas a la dinamica de la figura por construir:
Conductor: ...Como estan construyendo triangulos equilateros, cuando se
mueve M sobre AB, ¢Qué va a pasar con los triangulos?
Juan Carlos: Van a cambiar su tamafio.
Conductor: ¢Y qué pasara con el punto R, el punto R entre Py Q?, ¢Py Q
se van a mover?

Juan Carlos: Si.

Juan Carlos acompafia su afirmacion simulando con sus manos un movimiento
alternado de ‘sube y baja’, con la intencion de representar el movimiento relativo
entre los vértices P y Q, como una consecuencia del desplazamiento del punto M.
Rodrigo muestra estar de acuerdo con lo que su comparfiero propone, asintiendo
con la cabeza. Parece que esta primera anticipacion de la dinamica “basica” de la
figura estimula la generacion de representaciones internas dirigidas a visualizar el
objeto que describe el punto R. Los estudiantes tratan de imaginar cudl sera el
movimiento de ése punto cuando la figura se transforma:
Conductor: Lo que se pide en el problema, ¢qué es?... Encontrar el lugar
geométrico de R, predecir, que es lo que genera el punto R.
Gabriela: ¢ Qué ruta?
Conductor: ¢ Qué curva o qué ruta o qué trayectoria describe?
Trinidad: Una paralela... no, una linea recta con una inclinacién de quién sabe
cuantos grados con la linea recta, bueno con el segmento AB. Es un

segmento digamos que imagen, pero con cierta inclinacion.
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Conductor: ¢R se va a mover sobre una recta que forma un &ngulo con AB?
Trinidad: Bueno, si se alargaran los segmentos, cruzarian en cierto momento y

seria un angulo.

Trinidad comienza a generar su propia imagen dinamica de la figura, en ésta, el
segmento formado entre los vértices P y Q se constituye en el referente inmediato.
Asi, Trinidad sefiala que este segmento, o la recta de la que es parte, se
intersecara con el segmento base de la figura o con su prolongacion, formando
distintos angulos. En ese momento, para Trinidad, el lugar geométrico de R y el
desplazamiento que experimenta PQ estan integrados en un soélo objeto. Esto
representd durante buena parte de la actividad un obstaculo para visualizar el
lugar geométrico en cuestion, es decir, la diferenciacién entre el movimiento de
PQ, del cual R es el punto medio, y el lugar geométrico de R mismo, constituy6
una tarea dificil para los estudiantes, aun después de haber obtenido una figura
Cabri. Después de esto, surge una propuesta que activa este proceso de
diferenciacién. Juan Carlos lleva a cabo una construccion auxiliar (sobre la figura
proporcionada en el enunciado) con regla y escuadra, mostrando una nueva
posicion para My, en funcion de ésta, una nueva disposicion de los objetos en la
figura. Esto le da confianza para afirmar que el desplazamiento de R describe una
paralela al segmento AB.
Juan Carlos: Yo maestro, yo creo que se va a mover en linea recta, bueno
en forma paralela a AB.
Conductor: ¢ Por qué?
Juan Carlos: Porque acabo de hacer dibujos.
Conductor: ¢ Cémo hiciste los dibujos?
Juan Carlos: Puse, escogi un segmento cualquiera entre Ay B y puse el
punto M... que seria aqui.
Conductor: Moviste el punto M de donde esta en el dibujo ¢no?, ¢Y luego?
Juan Carlos: Y luego pues ya hice los triangulos, y busqué el punto M, digo
el punto R.

187



Juan Carlos se apoya en el caso mostrado en el guidon de la actividad y en un
segundo caso que €l mismo ha construido para trazar una recta que percibe como
una paralela al segmento original. En ese momento él ha sido capaz de separar el
objeto de su atencién, el punto R, del desplazamiento del segmento PQ, evitando
gue éste interfiera en su proceso de busqueda. Puede decirse que Juan Carlos ha
visualizado la dinamica del objeto de interés de manera previa a la utilizacion del
software. Para esto ha sido fundamental su propia reconstruccién de la figura en
otra configuracién, asignando una nueva posicion para el punto M sobre el
segmento AB.

Si bien el razonamiento de Juan Carlos corresponde con el de una prueba
pragmatica, quizd en el nivel de empirismo ingenuo, segun lo que propone
Balacheff (1987), puesto que se sustenta en la observacion de un par de casos, la
reconstruccién que él hace de la figura parece aproximarse mas a una experiencia
crucial, sobre todo por su intencién, esto es, Juan Carlos est4 inmerso en un
proceso de generalizacion referido a las distintas posiciones que experimenta el
punto M y, en consecuencia, el punto R. Asi, su procedimiento, y la nueva

configuracion que €l obtiene, lo llevan a proponer una conjetura verosimil.

2. Confirmacion de la conjetura

La actividad contindia con la intencion de establecer argumentos para validar la
conjetura propuesta por Juan Carlos. Los estudiantes, en parejas (Trinidad con
Juan Carlos y Gabriela con Rodrigo), trabajan con el software, primero para
obtener la figura Cabri requerida y después para confirmar la conjetura y avanzar

en su justificacion.

Tras un intento errado de Trinidad de construir la figura Cabri, Juan Carlos lleva a
cabo la construccion que habia ya previsto. El utiliza la herramienta Rotacion para
girar los segmentos AM y MB alrededor de los extremos A, M y B, construyendo,
asi, los triangulos equilateros. Su construccion queda validada al conservar las

relaciones geométricas requeridas cuando el punto M es arrastrado sobre el
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segmento AB. Juan Carlos obtiene confirmacién empirica y dinamica de lo que ya
habia afirmado en la fase de exploracion y discusion del problema. Utilizando
varias herramientas del software, puede mostrar que el punto medio entre los
vértices P y Q describe un desplazamiento paralelo al segmento AB. Para hacer
esto, construye una paralela a ese segmento por el punto R, y con la herramienta
Traza muestra como el desplazamiento del punto R coincide con la paralela. Si
bien aun faltaba especificar la posicion y la longitud del segmento descrito por ese
punto, su conjetura pudo ser confirmada mediante el empleo productivo del

software.

La figura Cabri y sus atributos (los que Juan Carlos ha puesto en evidencia),
alientan a Trinidad a presentar un argumento para justificar el lugar geométrico de
R.

Conductor: Entonces R describe un segmento... ¢ COmo es ese segmento?

Juan Carlos: ... siempre esta alineado con P y Q, entonces...

Trinidad: Siempre va a ser la diferencia cuando los dos triangulos sean

iguales, y que forme una linea recta, el segmento PQ.
Conductor: Todo el tiempo forman una linea recta.
Trinidad: Bueno si, pero sin inclinacidn, va a ser ése, ése es el trayecto que

hace R.

Trinidad ha visualizado una configuracion particular, la que corresponde al caso en
el que M coincide con el punto medio de AB y, en consecuencia, los dos triangulos
son congruentes. En este caso, el segmento PQ se superpone al lugar geométrico
de R. Al parecer, Trinidad descubre que entre los vértices P y Q existe una
relacion constante (“Siempre va a ser la diferencia cuando los dos triangulos sean
iguales y que forme una linea recta, el segmento PQ), un invariante de la
construccion dinamica. Un argumento semejante a éste fue propuesto por
Maricarmen, una de las estudiantes que participé en el estudio empirico inicial. De
hecho, la representacibn que Maricarmen en ese momento propuso (véase la

figura 5 en el apartado 4.2.2), muestra claramente una idea intuitiva de
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compensacion o de equilibrio entre los vértices de los triangulos involucrados en la
figura. Esto nos lleva a suponer que la figura dindmica en juego es eficaz para
promover formas de visualizar el objeto geométrico de R, y aun para generar
argumentos matematicos, no evidentes, con los cuales iniciar una justificacion
tedrica. Si bien este argumento, por si solo, no es suficiente para elaborar una
justificacion teodrica de la conjetura presentada, si permite a Trinidad convencerse
de la validez de la conjetura propuesta y entrar en una fase de justificacion que
apela a relaciones geométricas no evidentes en la figura Cabri.

Por su parte, Gabriela y Rodrigo estan aun tratando de encontrar sentido a la
afirmacién formulada previamente por Juan Carlos y ahora confirmada mediante la
construccion dindmica. En su caso, dicha afirmacion se sitia en un primer nivel de
motivacion para la prueba, el de la veracidad de ese hecho geométrico (Mariotti, et
al., 1997). Ellos aun tienen dificultad para reconocer algin objeto geométrico
asociado con el desplazamiento del punto R, que sea distinto al que por
construccion éste pertenece, como se puede confirmar en la siguiente parte del
protocolo registrado:

Rodrigo: Se esta pidiendo el punto medio de PQ... por decir... si yo muevo
el punto M, PQ se va a... bueno el segmento PQ se deforma pero el
punto R siempre va a ser constante.

Gabriela: Si.

Conductor: Y después, ¢ Qué mas?

Rodrigo: Si, este segmento [PQ] termina de aqui a aqui...pero si se
prolongara se interseca con AB.

Conductor: Es decir, ese segmento pertenece a una recta, esa recta... ¢Es
paralela a AB o no es paralela a AB?

Rodrigo: Dependiendo... si ponemos a AB en el centro de... digo el punto M
en el centro del AB, pues obvio que va a ser paralelo, pero si yo le...

Conductor: Pero sigues pensando en el segmento PQ, ¢no?
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Rodrigo: Si, bueno aqui va a ser un segmento, el segmento PQ, pero
supongamos que el segmento PQ se prolonga a mas de donde estan
los puntos, del punto P...

Conductor: Si, porque ese segmento todo el tiempo esta cambiando ¢no?

Rodrigo: Para la izquierda o para la derecha, donde se mueva...

Conductor: Ademas de todo eso, ¢ Qué pasa con R?...

Rodrigo: Que es el punto medio de PQ.

Conductor: Pero... ¢Qué lugar geométrico describe R?, (Como se esta

moviendo R?

Aln cuando Rodrigo intuye cierto “comportamiento” de R, no puede diferenciar,
todavia, entre el lugar geométrico que ese punto describe y el segmento PQ del
gue, estructuralmente, forma parte. Rodrigo (como Trinidad) ha identificado un
caso particular en el que el segmento PQ es paralelo al segmento AB. Rodrigo y
Gabriela estan, todavia, en una fase de exploracion de la construccion dinamica
en la que el segmento PQ domina su atencion. Esta parte del protocolo, también
muestra cierta desconexion entre lo que la pareja de estudiantes esta

argumentando y lo que el conductor de la sesion quiere hacer notar.

Hacia el final de esta fase de exploracion de la figura Cabri, Trinidad y Juan Carlos
habian avanzado en la comprensiéon mas amplia de la dinamica de la construccion
geomeétrica. Ellos se dan cuenta de lo que sucede cuando M coincide con alguno
de los extremos del segmento AB:

Conductor: Vayan tratando de adelantar cdmo podemos explicar ese
comportamiento, ¢ Porgqué el punto R hace esa trayectoria, a qué se
debe?

Juan Carlos: A gue siempre es el punto mediode Py Q, y Py Q siempre
estan alineados, entonces como esta sobre un segmento ya
establecido, o sea Q llega a un tope y de ahi ya no hace que crezca
mas... y entonces el punto entre P y Q es éste, aqui esta R que es el

191



punto de la... [Refiriéndose a su construccién dinamica en la pantalla
de la computadora.]

Conductor: Es el punto medio de ese lado de ese triangulo mas grande...

Juan Carlos ha observado que los vértices P y Q llegan a coincidir con los
extremos del segmento AB, como efecto del desplazamiento maximo de M. Esta
visualizacion mas amplia de la dinamica de su construccion les ayudara a lograr
una caracterizacion precisa del objeto geométrico que el punto R describe, como

se vera en la siguiente parte.

3. Situacion de validacion

Esta fue la ultima fase del trabajo en la tarea propuesta. La intencion (desde la
perspectiva del conductor) era la de concluir la tarea elaborando una
argumentacion tedrica con la cual validar la afirmacion ya constatada. El conductor
pidid a los estudiantes reunirse en un so6lo grupo para concluir la tarea propuesta:
Conductor: Vamos a tratar de terminar esta parte. Lo que describe R ¢Qué
es?
Trinidad: Una recta.
Conductor: Una recta que es, ¢Como?
Juan Carlos: Paralela.
Conductor: Paralela ¢ A qué?
Juan Carlos: A AB.
Conductor: Eso es lo que estamos observando. Ahora, ¢Por qué sucede
eso?, ¢Cudl es la razén, hay alguna transformacion que ayude a
explicar que es lo que estd pasando?... Se trataria de dar algunos
argumentos para explicar que es lo que esta pasando.
Trinidad: Porque el punto R esta en el centro del segmento PQ, y al
trasladarse de un lado hacia otro se traslada sobre... No, es que
como los triAngulos estan formados con sus bases sobre el

segmento AB, los vértices de arriba siempre se van a trasladar en
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ese segmento, ya sea aunque uno sea mas pequefio y otro sea mas
grande siempre van a trasladarse en ese segmento.

Conductor: ¢ En qué, como esta eso, a ver?

Trinidad: En el segmento AB, era lo que estabamos haciendo...

Conductor: Mientras uno... al momento que mueves M, uno va creciendo y
el otro va decreciendo.

Trinidad: Si, pero como el punto M, que es el que esta haciendo que crezca
o decrezca, siempre se traslada sobre el segmento A, esto quiere
decir que el punto P y el punto Q siempre se van a trasladar igual, o
sea, digo, tal vez cambie la inclinacion y todo eso, pero siempre se
van a trasladar sobre AB, entonces el punto R debe hacer esa
paralela, puesto que como los otros dos puntos pueden cambiar la
inclinaciéon de esa recta cuando crece o decrece algun triangulo...

bueno, hasta ahi iba bien.

Observamos, nuevamente, que Trinidad recurre a la imagen que previamente ha
interiorizado, en la que existe cierto invariante en la relacién entre los vértices P y
Q (“esto quiere decir que el punto P y el punto Q siempre se van a trasladar
igual...”), para justificar el lugar geométrico de R. Por su parte, Juan Carlos ha
identificado otro caso particular, dentro del “continuo” que la construccién dinamica
genera, el que corresponde al desplazamiento de M hasta coincidir con uno de los

extremos del segmento AB; como se muestra en la siguiente figura.

Fo

M

Figura 6
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Juan Carlos también muestra, mediante su figura Cabri, el objeto geométrico que
describe R, y que forma parte de un triangulo equilatero mas (RPS, en la figura 6).
Esta configuracion particular parece ser decisiva para lograr una caracterizacion
precisa de tal objeto, pero sobretodo en la visualizacion de la transformacién

geomeétrica que lo justifica, como se puede observar en la parte siguiente.

- Laintegracion de casos y la visualizacion de la transformacion geométrica

El conductor de la sesidon pide a los estudiantes que traten de identificar una
transformacion geométrica que permita justificar lo que ya han confirmado
mediante su construccién dinamica: ¢Qué transformacidn geométrica podria
ayudar para resolver ese problema?, ya sabemos que lo que describe el punto R
es un segmento paralelo a AB. ¢Podrian decir algo mas del segmento que
describe R?, por ejemplo sabemos que es mas chico, pero ¢ Qué tanto mas chico?
La atencion se centra en lo que Juan Carlos esta dibujando sobre la figura
proporcionada junto con el enunciado del problema:
Conductor: Juan Carlos, explicanos mas o menos qué estas haciendo...
varios casos ahi sobre el dibujo.
Juan Carlos: Si, lo que hice fue buscar otra vez la paralela, la que describe
R y, bueno, ya con el segmento R, buscar lo que usted nos
preguntaba la...
Conductor: ¢Qué es lo que obtienes de ese dibujo?
Juan Carlos: Pues que, aparentemente, el segmento R es la mitad del
segmento AB.
Conductor: ¢Qué es lo que estas haciendo en tu construccion?, estas
completando...
Gabriela: Todo.
Conductor: Un triangulo, un triangulo mas grande arriba.
Juan Carlos: Si, bueno, suponiendo que alguno de los dos triangulos lo
llevaramos hasta la orilla...

Conductor: Que M llegue hasta A o hasta B, se forma ese tridngulo grande.
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Juan Carlos: Y seria lo méximo que...

Conductor: P queda hasta arriba, por ejemplo, y Q queda hasta abajo, en
B... ¢Y qué pasa con R, en dénde esta R?

Juan Carlos: R estaria aqui en la orilla.

Conductor: Que seria ¢ qué?, el punto ¢qué?

Juan Carlos: El punto medio entre By P.

Conductor: ¢Qué mas?, eso ya esta dando mas cosas, parece ser que es
un segmento que es paralelo y que ademas es la mitad del segmento
AB. Si pensaramos en alguna transformacién geométrica cual
ayudaria, cual estaria relacionada con eso.

Juan Carlos: ¢ La homotecia? No, no es cierto.

Conductor: ¢ Por qué no?, si fuese una homotecia quienes estarian jugando
el papel de...

Juan Carlos: Bueno, si puede ser una homotecia, por ejemplo que esta
figura, la que queda aqui arriba, el triangulo pequefio, este triangulo
podria ser el original y su homotecia o su imagen podria ser el
triangulo mas grande.

Conductor: ¢ Cuél seria el triangulo mas grande?

Juan Carlos: Todo, y tomando como el centro de la homotecia este vértice
de aqui [el vértice superior en su dibujo], entonces pues seria lo

doble, o sea con una razén dos.

La argumentaciéon de Juan Carlos parte de la constatacibn empirica, €l mide la

longitud del segmento que ha construido (figura 7) y la compara con la longitud de

AB. El conductor sugiere a los estudiantes que traten de relacionar ese resultado

con alguna de las transformaciones estudiadas. La relacion de 1:2 entre los

segmentos que Juan Carlos ha identificado le permite proponer que esa

transformacién podria ser la homotecia. Después de esto, se produce un didlogo

con el conductor que lleva a Juan Carlos a apropiarse de la situacién en términos

de esa transformacion, de manera que él puede relacionar adecuadamente los
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objetos presentes en la construccion dinamica con los elementos caracteristicos

de aquella:

Figura 7

Conductor: Si es una homotecia, ¢Qué debe pasar entre R y M?, ¢Quién
seria O y quién seria A’y B'?

Juan Carlos: Bueno, el homotético de R seria M, el homotético de Q seria
B, el homotético de P seria... no, bueno suponiendo que Q esté aca,
y P esté aca, entonces el homotético de Q seria... [Juan Carlos esta
tratando de identificar las imagenes de los vértices P y Q]

Conductor: Si ése es O [sefialando el vértice superior], ¢donde estarian los
homotéticos de Ay de B, las imagenes?

Juan Carlos: De B seria Q... 0 este vértice que esta aqui [sefalando el

extremo derecho del lugar geométrico de R].
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En este momento Juan Carlos asume que no es necesario preguntarse por los
homotéticos de P y de Q, sino que la atencion debe centrarse en la relacion entre
el lugar geométrico de R y el segmento AB.

Conductor: ¢ Por qué seria ese vértice?

Juan Carlos: Porque la homotecia esta construida en base a este triangulo
[sefialando el triangulo pequefio formado en el vértice O], estd a una
razon de dos, o también podria ser al revés, por ejemplo la
homotecia en base al mas grande y la homotecia de .5

Conductor: Entonces ¢ quiénes son correspondientes, por ejemplo de Ay de
B...?

Juan Carlos: Estos dos de aqui [sefialando los extremos del lugar

geométrico de R], y el punto O es imagen de si mismo.

Juan Carlos ha podido visualizar el comportamiento general de la construccion
dindmica. El lleva a cabo una integracion entre los casos que la exploracion de la
figura Cabri ha evidenciado y sus propias construcciones utilizando regla y lapiz.
Esto le permite tener una vision completa de la dinamica de la figura y asociar
eficazmente los objetos geométricos de ésta con los elementos caracteristicos de

una homotecia.

- El esclarecimiento de la relacion geométrica necesaria para elaborar una

justificacion tedrica

La actividad continta teniendo como referentes principales para la discusion los
casos identificados y sus representaciones, ademas de la idea de la homotecia
como la transformacion que permite justificar la conjetura en relacion al lugar
geométrico que describe el punto R. Los estudiantes tienen en la mesa las
construcciones que ha hecho Juan Carlos en su hoja de trabajo (figura 7). El
conductor interviene con la intencion de que se establezca explicitamente una
propiedad geométrica que justifique la relacion de 1:2 entre los segmentos OR y
OM:
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Conductor: ¢ Qué estabas explicando Juan Carlos?

Juan Carlos: En caso de que sea homotecia, se estaria construyendo la
homotecia de este triangulo, la homotecia del triangulo grande [OAB
en la figura 7] en base a este punto que seria el punto O, con una
razon de dos, o también se podria construir al revés, que en base al
triangulo grande construyas la homotecia del triangulo pequefio a
una razon de .5, entonces los puntos correspondientes, por ejemplo,
en este caso seria... este vértice seria correspondiente a B y el de
aca seria correspondiente al vértice A [refiriéndose a los extremos
del segmento que corresponde al lugar geométrico de R] y el R seria
correspondiente a M, y O seria imagen de si mismo.

Conductor: ¢,Si ven esa homotecia ahi?

Rodrigo: Si.

Conductor: ¢Habria alguna manera de asegurarnos de que, por ejemplo, R
siempre va a ser el punto medio entre Oy M?

Juan Carlos: Pues porque siempre, 0 sea cComo son puntos este...

Conductor: O sea, justificar la homotecia de razon dos, a partir de alguna
construccion, por ejemplo la figura PMQO [figura 7]¢,qué es?

Juan Carlos: Un... paralelogramo.

Conductor: ¢ Si, estan de acuerdo en que PMQO es un paralelogramo...?,
porque PM siempre es paralela a BQ y QO es parte de BQ, y lo
mismo pasa del otro lado, PO es paralela a MQ, entonces son dos
pares de paralelas que se cortan. ¢Qué pasa en ese paralelogramo,
entre sus diagonales?, ¢ Cuales son sus diagonales?

Juan Carlos: ¢Cuales son las diagonales? [Juan Carlos y Gabriela estan
trazando con regla y lapiz la diagonal OM del paralelogramo en
cuestion.]

Conductor: Esa es una (OM) y la otra...

Rodrigo: Q con P.
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Gabriela: Las diagonales se intersecan aqui. [Sefialando con el lapiz la
interseccion de las diagonales OM y PQ, la cual coincide con el punto
R.]

Conductor: Una propiedad de las diagonales de un paralelogramo ¢ .cual es?

Trinidad: Se intersecan en un punto... central.

Conductor: Punto medio, ahi podemos ver que R siempre va a ser el punto
medio entre O y M, entonces si hay una homoteciade 1a2,o0de 2 a
1, ¢Silo ven?

Trinidad y Juan Carlos: Si.

Conductor: Bueno entonces traten de terminar ya esta parte...

Gabriela: Entonces si es una homotecia.

Conductor: Es decir, con todo lo que ya vimos, traten de elaborar una

argumentacion que justifique esto.

Juan Carlos puede describir con claridad la relacion de homotecia entre los
triangulos, esta relacién subyacia en la figura hasta el momento en el que él
mismo lleva a cabo la integracion de casos y de representaciones, ya referida en
el apartado precedente. La intervencion del conductor tiene la finalidad de hacer
visible un argumento geométrico que permite establecer la condicién necesaria y

suficiente para justificar esa relacion.

No obstante, parecia existir aun, desde la perspectiva de los estudiantes, cierta
confusién en cuanto a lo que se debia justificar, 0 a lo que el conductor requeria
gue fuese justificado. Por una parte se buscaba justificar el lugar geométrico del
punto R, sin embargo en el centro de la discusion se ubicé la homotecia que
subyace en la construccion dinamica. La relacion entre ambos aspectos no parece
haber quedado del todo establecida, como lo muestran los sefalamientos de
Trinidad ante las afirmaciones de Rodrigo al reformular las explicaciones de Juan
Carlos.
Rodrigo: Y aqui Juan Carlos toma como base el segmento donde esta el
punto R, y ya no seria este de aca [el segmento AB], entonces ya
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nada mas encuentra los vértices correspondientes y es lo que decia
el maestro que se forma un paralelogramo, y las diagonales, P con Q
y M con O intersecan al punto R, este punto R es... ¢como se llama?

Gabriela: El punto de interseccion.

Rodrigo: Ah, el punto medio de éste... del paralelogramo.

Trinidad: Si, ¢Y eso con qué ayuda a explicar por qué el punto R hace esa
trayectoria?

Juan Carlos: Porque una de las propiedades del paralelogramo es que
siempre tienen... que los lados opuestos son congruentes, al igual
que los angulos.

Trinidad: ¢Y eso qué?

Juan Carlos: Entonces cuando lo abres, pues los lados opuestos siguen
siendo congruentes al igual que los angulos [refiriéndose al efecto

provocado en PMQO por el desplazamiento de M].

El reclamo de Trinidad indica cierta desconexion entre el hecho de que los puntos
M y R sean homotéticos y el hecho de que R describa el lugar geométrico ya
establecido. Esto permite centrar nuevamente la discusion en el objetivo inicial:

Conductor: Es muy buena pregunta la que hace Trinidad, ¢ por qué todo eso
gue se esta diciendo justifica que R describe esa trayectoria?

Juan Carlos: A porque una de las propiedades de la homotecia es que los
puntos correspondientes siempre estan alineados con el centro de
homotecia, y el centro de homotecia es O, entonces a donde se
muevan siempre van a estar alineados y como te das cuenta pues
ORM es la diagonal, es una de las diagonales del paralelogramo.

Trinidad: Si...

Conductor: Pero R siempre esta a la mitad de camino entre O y M.

Trinidad: Y siempre va a ser el punto medio del paralelogramo.

Conductor: Y como M se estd moviendo sobre una recta...

Rodrigo: Este [el vértice O] seria el... asi como lo sacamos sobre su

homotético del punto por decir este seria el punto...
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Juan Carlos: El centro de la homotecia.

Rodrigo: El centro de la homotecia, éste [R] seria el punto original y éste [M]
seria su homotético y de aqui a aqui [de O a R] y de aqui a aqui [de
R a M] es la misma distancia.

Trinidad: A creo que esta mas facil asi.

Juan Carlos hace explicita una de las propiedades de la homotecia, mientras que
Rodrigo sefala la congruencia entre los segmento OR y RM (figura 7), ambos
estan involucrados en el proceso de elaborar una justificacidon que convenza a su
compariera. Para ello recurren a argumentos tedricos validos en la situacion bajo

estudio.

El tipo de razonamientos que caracterizan esta parte final de la actividad, marca,
segun la propuesta de Balacheff (1987), la transicion de las pruebas pragmaticas a
las intelectuales. Especificamente, observamos, en estas intervenciones de los
estudiantes, el recurso a su conocimiento tedrico y a su conocimiento empirico;
por un lado, ellos conocen los invariantes de la homotecia y sus elementos
caracteristicos, por otro lado, ellos han acumulado una serie de experiencias que
pueden relacionar adecuadamente con esos conocimientos. Otros indicios de que
dicha transicion estaba en curso son los siguientes: a) el lenguaje utilizado recurre,
en momentos, a los términos formales; b) la figura que presenta Juan Carlos ya no
es en si misma la justificacion de lo que se afirma, sino que constituye un medio
sobre el que se proponen argumentos para establecer la justificacion; c) los
argumentos se basan en el andlisis de las propiedades de los objetos en juego. Es
importante sefalar que la intervencion del conductor permite integrar, finalmente,
€s0s conocimientos y experiencias, mediante un argumento geomeétrico pertinente

(el referido al paralelogramo que se forma en la figura).
Para finalizar la actividad, el conductor pidi6 a los estudiantes que pusieran por

escrito las afirmaciones que se habian presentado durante esta fase final. Asi los

estudiantes se dieron a la tarea de recuperar lo que a su juicio fueron los hechos
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geomeétricos relevantes y explicitados en la discusion y que en conjunto explicaban
satisfactoriamente el resultado obtenido, de tal forma que procedieron a redactar
en forma de listado esos hechos geométricos. Uno de estos listados es el

siguiente:

- Si un triangulo aumenta, el otro disminuye

- Los puntos O P Q M forman un paralelogramo,
tendiendo como punto medio es R

- La trayectoria de R es una paralela en relacion a
la trayectoria de M

- Los triangulos, siempre son equilateros

- Existe homotecia entre el punto R y M con un
factor 2, teniendo como centro de la misma el

punto O

- Cierre

El desempeiio del grupo de estudiantes, en esta tarea de resolucion de un
problema, indica que ellos fueron capaces de prever cierta fenomenologia
inherente a una figura geométrica, aun antes de manipular o de explorar de
manera directa una construccion dinamica relacionada. Nos parece que sus
experiencias previas con Cabri y con las maquinas articuladas, les proporcionan
recursos para generar representaciones internas de caracter dinamico, es decir,
representaciones que pueden ser transformadas con el fin de predecir algun
resultado. En el caso de Juan Carlos, esta forma de concebir las figuras
geométricas lo impulsa a transformar la situacion inicial para proponer una
conjetura y comenzar un proceso de validacion. Tal proceso esta marcado por una

integracion de las representaciones o de los casos particulares identificados por
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medio de la figura Cabri, una vez obtenida. Esto enriquece su conceptualizacion
dindmica de la figura misma y le permite distinguir propiedades y relaciones
geométricas Utiles para avanzar en una justificacion tedrica de la conjetura
sefialada. Asi, entrelazada con este proceso, esta una transicion de las pruebas
pragmaticas a la pruebas intelectuales (Balacheff, 1987). Como ya se sefialo, la
figura Cabri permite reconocer casos especiales, dentro del continuo que
representa; por una parte, esos casos especiales parecen alentar formas de
razonamiento como la experiencia crucial o el ejemplo genérico; sin embargo, es
esta integracion de representaciones lo que permite generar razonamientos que
corresponden con la experiencia mental en el nivel de prueba intelectual. Si bien,
no es posible afirmar que el texto producido, al final de la actividad, constituye una
demostracién matematica de la conjetura elaborada, si podemos afirmar que los
argumentos presentados, o los conocimientos puestos en juego, el caracter
general que estos tienen, asi como el lenguaje utilizado, corresponden con una

prueba intelectual.

Aunque tampoco es posible afirmar que los cuatro estudiantes estan involucrados,
en un mismo nivel, en el proceso de validacion puesto en marcha, nos parece que
la interaccion entre ellos y con el conductor, promueve su avance individual, de tal
manera que, en general, las discusiones y los argumentos que se generan les son
significativos. En esto, probablemente, juega un papel fundamental el hecho de
compartir experiencias de aprendizaje y el de poder referirse a los objetos
geométricos como objetos experiencialmente reales. En otras palabras, la
actividad colectiva, la conversion de acciones en discurso, el control voluntario de
las representaciones (tanto externas como internas) y el predominio (sobretodo en
la fase de validacion) de las imagenes subjetivas sobre las representaciones
externas, son indicadores puntuales de un proceso de mediaciébn semiotica
ejercido por medio de la actividad en el laboratorio, vista de manera integral. Tal
mediacion tiene, en este caso, la caracteristica de promover formas de
aprendizaje de matematicas en las que es posible involucrar a los estudiantes en

la justificacion teorica de los hechos que ellos previamente han confirmado.
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También fue observable cierto obstaculo inherente a la situacion planteada en el
enunciado del problema. Este obstaculo consiste en la dificultad de diferenciar
entre el objeto que el punto R genera al desplazarse, y el segmento al cual ese
punto biseca. En principio, la construccion dindmica (la figura Cabri) no resuelve
esta dificultad, incluso, podria aumentarla. El hecho de que R esté asociado,
simultdaneamente, a dos segmentos distintos crea un obstaculo para lograr esta
diferenciacion, evidenciado en las dificultades en la comunicacion surgidas en los
dialogos entre Rodrigo, Gabriela y el conductor. La forma en que ese obstaculo es
superado es distinta en cada caso. Para Trinidad fue revelador identificar la
situacion en la que ambos objetos se confunden en uno sdlo, esta configuracion la
llevé a visualizar y a proponer un argumento que si bien no progreso en la
discusion, si le permiti6 convencerse de la conjetura propuesta y comenzar a
distinguir el lugar geométrico del punto R del segmento al que biseca. Rodrigo
también habia reconocido esa configuracion, inclusive llegdb a proponer una
relacion dimensional entre el que seria el lugar geométrico de R y el segmento AB,
sin embargo, fue hasta el momento en el que Juan Carlos argumenté a favor de la
homotecia para explicar las relaciones geométricas surgidas de sus propias
representaciones, que Rodrigo hizo referencias explicitas al lugar geométrico de R
como un objeto definido e independiente del segmento PQ. Esto sugiere que la
diferenciacion manifiesta entre el lugar geométrico del punto R y el segmento al
gue éste biseca se produjo, en el caso de Rodrigo, al visualizar la relacion

homotética entre los objetos de la figura.
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5. Conclusiones

Las conclusiones del documento de tesis se presentan en cuatro apartados. En el
primero se hacen explicitas las que consideramos son diferencias sustanciales
entre nuestra investigacion y las investigaciones vinculadas a ésta. En el segundo
apartado se presentan respuestas a las preguntas de investigacion. En el tercer
apartado se presenta una argumentacion referida a lo que se ha planteado como
la tesis misma del proyecto. Por ultimo, se presenta una breve discusion de temas
0 preguntas de investigacion que pudieran plantearse a partir de los resultados
obtenidos.

5.1. Diferencias entre esta investigacion y otras investigaciones relacionadas

Aunque esta investigacion tiene vinculos estrechos con otras investigaciones,
principalmente con las resefiadas en el apartado 2.1.3, también presenta

diferencias. Sefialamos, a continuacion las que consideramos son sustanciales.

1. La utilizacibn complementaria de Cabri y las maquinas articuladas ya ha
sido objeto de investigacién. Hoyos (2003-a) plantea esto en el sentido de “...la
coordinacion del uso de artefactos mecanicos y virtuales hacia la promocion de
experiencias matematicas significativas.” (pp. 145-146). Por su parte Vincent et al.
(2002) explotan este aspecto con la intencién de promover procesos de prueba
deductiva. Si bien estos aspectos también forman parte de este proyecto de tesis,
no se habia enfocado esta complementariedad entre ambos tipos de artefactos
para promover el desarrollo de un campo de experiencia de las transformaciones
geométricas. Se considera, entonces, que éste es un rasgo particular de esta
tesis.

2. El enfoque con respecto al estudio de las formas de racionalidad

matemética que emergen de la actividad de los estudiantes, ha tenido, en este

proyecto de tesis, una orientacion hacia la construccion de una organizacion local
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del campo (Freudenthal, 1973), como una red de proposiciones inherentes al
campo de las transformaciones geométricas en el plano. Esto ha tenido la
intencion de involucrar a los estudiantes en situaciones de validacion referidas a la

composiciéon de transformaciones.

3. Diferentes autores (Verillon y Rabardel, 1995; Kirshner y Withson, 1997)
han sefalado la necesidad de proponer modelos explicativos del proceso de
internalizacién, sobre todo en el nivel individual o microscopico del proceso.
Wertch (1995) propone que es el dominio de las formas semidticas externas lo que
esencialmente constituye la internalizacion. Mariotti (2002) sefala que la
internalizacion es un proceso complejo, en el cual tiene un papel importante la
coordinacion, que el sujeto puede lograr, entre diferentes esquemas de utilizacion
(la génesis instrumental) respecto a una herramienta. El esquema de desarrollo de
los conceptos matematicos que propone Sfard (1993), y que adoptamos en este
estudio, representa una alternativa que puede aportar a la discusion, sobre todo si

se trata de explicar el proceso de internalizacion en el nivel intrapsicoldgico.

5.2. Respuestas alas preguntas de investigacién

- ¢ Qué evidencias es posible encontrar, en el desempefio de los estudiantes, de
relacion entre una racionalidad matematica emergente y la elaboracion de

instrumentos de mediacidon semiotica?

En un primer nivel de respuesta podemos sefialar que el desarrollo de una
concepcion de las figuras geométricas como objetos dinamicos, mediante la
apropiaciéon de esquemas de utilizacién asociados a los artefactos empleados,
permite a los estudiantes prever una fenomenologia inherente a una construccién
dindmica aun por realizar y, de esta manera, buscar y proponer argumentos
sustanciales para respaldar lo que esa construccion generara. Esta concepcion
dindmica, también promueve la identificacion plena de relaciones entre los
elementos geométricos involucrados, estas relaciones, una vez constatadas,

llegan a constituir, desde la perspectiva de los estudiantes, evidencias sélidas con
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las cuales argumentar a favor de una conjetura. Asi lo muestra el desempefio de

los estudiantes ante tareas de resolucion de problemas.

Uno de los casos en que esto se constato, es el caso en el que David y Sergio
resuelven un problema de construccion geométrica (apartado 4.2.1). En el
problema se pide encontrar un segmento cuyos extremos estén, uno, sobre una
recta, y el otro, sobre una circunferencia y cuyo punto medio sea un punto entre
ambas. En el proceso de resolucién, David es capaz de presentar, valiéndose del
pantografo de simetria central, una configuracion en la que el problema esta
resuelto; mostrando, de esta manera, que esa transformacion resuelve el
problema. La apropiacién que logra de la situacidbn queda evidenciada por esta

forma de visualizar la configuracién requerida.

Otro caso en el que se observa una utilizacion productiva de una concepcion
dindmica de los objetos geométricos es el problema en el que se pide encontrar el
lugar geométrico del punto medio entre vértices de dos triangulos equilateros,
funcionalmente relacionados (apartados 4.2.2 y 4.3.3). En la resolucién de este
problema se observo, en dos distintas ocasiones (tanto en el caso de Maricarmen
como en el de Trinidad), el surgimiento de un argumento geométrico fuertemente
apoyado en la exploraciéon dinamica que la figura Cabri permite realizar. El
argumento consiste en hacer notar un invariante de la figura, mismo que coincide
con el lugar geométrico en cuestion. Tal argumento se constituyé en un apoyo
visual y racional para avanzar en la solucién del problema. También en la
resolucién de este problema, se observé como Juan Carlos se dio a la tarea de
generar nuevas configuraciones a partir de la presentada originalmente como
parte del enunciado del problema. Una vez asumida la factibilidad de obtener la
figura dinamica requerida, Juan Carlos “inmediatamente” fue capaz de producir
representaciones coherentes con la dinAmica misma de la figura y, de esta

manera, proponer una conjetura verosimil.
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Estos casos permiten proponer que el escenario de actividad y la actividad misma,
como un todo, son adecuados para promover en los estudiantes la apropiacion de
esquemas de utilizacién productivos, referidos a algunas de las caracteristicas
estructurales que las herramientas poseen. Tales esquemas se originan en la
indagacion de lo que las herramientas producen o de la forma en que funcionan,
para dar paso a un uso premeditado (y en ocasiones complementario) de las
mismas. Asi sucede con la funcién de arrastre en Cabri, o con algunos de los
comandos que proporciona, como la Activacion de la traza o la Redefinicion de un
objeto, o con la “tendencia” a relacionar los elementos caracteristicos de las
transformaciones geométricas (tanto de posicion como de relacion) con los

elementos materiales correspondientes en las maquinas articuladas.

En un segundo nivel de respuesta, podemos sefalar que las fases de actividad
cognitiva (Sfard, 1991), asociadas con la generacion de concepciones
matematicas estructurales, son estimuladas cuando la actividad ha promovido la
internalizacién de instrumentos de mediacion semiotica. El episodio en el que
Gabriela y Rodrigo estan trabajando con la maquina de composicion de simetrias
(apartado 4.3.2) permite identificar estas fases, y proponer, de esta manera, un

posible mecanismo de internalizacion:

Al explorar la composicion de simetrias centrales utilizando Cabri, Gabriela y
Rodrigo produjeron una conjetura correcta respecto a la transformacion
equivalente: Al efectuar la composicién de dos simetrias centrales, el objeto final
puede ser obtenido a partir del objeto inicial... “con un vector que se halle dirigido
hacia abajo, paralelo con los dos puntos con los cuales se realizé la simetria

central, y el doble de la distancia entre esos puntos.”

Esa actividad permitié a esta pareja de estudiantes reconocer dos procedimientos
geomeétricos que generan un mismo resultado (la composicion de simetrias y la
traslacion equivalente), y les permitid también intuir las relaciones béasicas entre

los elementos caracteristicos de cada una de las transformaciones involucradas.
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Este proceso corresponde con la fase de interiorizaciéon que propone Sfard (1991):
“en el escenario de interiorizacion un aprendiz obtiene conocimiento de los
procesos que eventualmente dardn origen a un nuevo concepto” (p. 18). En el
caso de esta pareja de estudiantes, el concepto de composicién evoca en ellos un
proceso operativo, posiblemente limitado a la utilizacion de las herramientas que el

software proporciona.

Posteriormente, la exploracion del pantégrafo de composicion de simetrias
centrales da pie a una situacion de validacion generada y asumida por los propios
estudiantes. Mientras Gabriela sostiene que el pantégrafo (como unidad) realiza
una simetria axial, Rodrigo expresa su desacuerdo:
Rodrigo: Pero no se estan reflejando.
Gabriela: Claro que si...
Rodrigo: Pero supén que éste (el triangulo etiguetado como A'B’C")
estuviera mas arriba y fuera una hoja (refiriéndose a la tabla sobre la
gue estda montada la articulacion) y lo doblaras, esta linea (el lado

BC) quedaria aca y este punto (A”) quedaria aca.

Rodrigo es capaz de prever el resultado de una simetria axial y supone su
realizacion; intentando que su compariera también lo visualice. El busca mostrar la
contradiccion entre lo que Gabriela sostiene y lo que el pantografo produce. Esto
induce a Gabriela a flexibilizar su postura y la prepara para adherirse a lo que su

compariero propone mas adelante:
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Rodrigo: Es una traslacion.

Gabriela: No... jah, pudiera ser!

Rodrigo: Porque fue lo que hicimos esa vez que haciamos el vector mas
grande y lo iba poniendo mas... en el mismo orden. (Rodrigo se
refiere a la exploracion de esta composicion realizada anteriormente
con el software)

Gabriela: Pero ¢cual es el vector?... Esta si es una simetria central.
(Refiriéndose a una de las dos simetrias mostradas en el pantografo)

A partir de este momento, ambos estudiantes inician un proceso en el que seran
capaces de reconocer, en la estructura del pantografo, los centros de las simetrias
involucradas y de asumir la necesidad de identificar el vector de la traslacién
equivalente. La concepcion de los estudiantes de esta composicion, ya no se limita
a un procedimiento definido, sino que se enriquece al hacer explicitos los
elementos caracteristicos de cada transformacion y de la relacidon que guardan
entre si, sobre la base material del pantégrafo. Aqui, la fase de condensacion
parece estar presente, dado que los estudiantes pueden referirse a la composicién

como “el todo en relacién con sus partes” (Sfard, 1991, p. 19).

Al cabo de su exploracion con la maquina articulada, Rodrigo y Gabriela optan por
trabajar con el software con la intencién de verificar su afirmacion. Ahora Gabriela
estd manipulando la composicion de simetrias que ha construido, produciéndose
el siguiente dialogo:

Gabriela: Ya ves, ya quedd... Pero, ¢cuanto tiene que medir el vector?

Rodrigo: El doble de ese.

Gabriela: jSi, es el doble de la distancia de los puntos! Son dos simetrias

centrales.

Rodrigo: Si, equivalentes a una traslacion.
Su construccién dindmica se constituye en una representacion adicional,
funcionalmente enlazada a la maquina articulada, ambas representaciones
“materializan” una concepcion de la composicion de simetrias como una

traslacion. La complementariedad entre las herramientas utilizadas y su caracter
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de representaciones dinamicas y diferenciadas de una nocion geométrica
particular, parece alentar en esta pareja de estudiantes una integracion de las
representaciones externas y la consolidacion de una nocibn mateméatica
especifica. Podemos percibir en esta fase de actividad el proceso de reificacion
gue Sfard caracteriza esencialmente por la concepcién de una nocién como “un
objeto totalmente corpdreo... en el que varias representaciones del concepto
llegan a estar semanticamente unificadas por este constructo abstracto puramente

imaginario” (p. 19-20).

De esta forma, las etapas de interiorizacion, condensacion y reificacion de
concepciones matematicas, permiten una primera aproximacion a lo que podria
ser un mecanismo especifico de internalizacion. La transicion de una concepcion
operacional a una concepcion estructural de una composicion de
transformaciones, parece dar cuenta del proceso de internalizacion de
instrumentos de mediacién semidtica. En otras palabras, los objetos geométricos
se constituyen en abstracciones concretas como estructuras cognitivas formadas
por representaciones, significados asociados y esquemas de utilizacion
productivos. La evidencia mas clara de esto radica en el dominio de las formas
semidticas externas; la capacidad desarrollada por los estudiantes para pasar de
las representaciones y de las construcciones generadas en Cabri, al empleo de las
maquinas articuladas y viceversa (tendiendo como motivos identificar elementos
caracteristicos, afinar proposiciones, constatar relaciones o descubrir invariantes),
significa el desarrollo de formas productivas de interaccion con las herramientas;

pero sobre todo, representa la apropiacién de herramientas del pensamiento.

Finalmente, podemos sefialar que el involucramiento productivo en situaciones de
validacion y la integracion semantica de representaciones, promueven el
desarrollo de una racionalidad teorica, la cual se apoya en hacer explicitas
relaciones geométricas que subyacen no soélo en los artefactos mismos sino en las
representaciones que estos proporcionan y en las que los estudiantes

reconstruyen e interiorizan al utilizar, sistematicamente, tales artefactos. Esto
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permite que los estudiantes se separen del nivel fenomenologico de justificacion,
para avanzar en un nivel teérico o racional de validacion. Al mismo tiempo, esta
relacion entre racionalidad matematica emergente y mediacion semibtica,
promueve la significacion matematica atribuible a los artefactos mismos y a las

representaciones que mediante estos se obtienen.

- ¢, COmo se construye esa relacion en la situacion particular de la interaccion de
los estudiantes con dos tipos de herramientas de mediacion que se asumen,

desde el punto de vista del investigador, como complementarias?

En los episodios analizados fue posible constatar que los estudiantes optaban por
emplear los artefactos disponibles en términos de la eficacia que ellos mismos les
otorgaban para las tareas especificas en las que estaban involucrados. Un modo
de trabajo que llegd a consolidarse a lo largo del estudio empirico, consistio en la
utilizacion alternada de las herramientas o los artefactos de mediacién. Para los
estudiantes llegd a constituirse en un proceso relativamente rutinario, como parte
de sus esquemas de utilizacion (Verillon y Rabardel, 1995, p. 86), asociar
convenientemente los elementos visibles en las herramientas con los elementos
caracteristicos de las transformaciones geométricas. También la confirmacién o
una exploracion mas detallada de algun hecho geométrico descubierto mediante el
empleo de uno de los artefactos, trasladando la actividad hacia el otro de los
artefactos disponibles, fue una forma recurrente de utilizacion complementaria de
las herramientas desarrollada por los estudiantes. De esta manera, la utilizacién
coordinada de las herramientas promovio, consistentemente, el descubrimiento y
la integracibn de propiedades y relaciones geométricas para desarrollar
concepciones Yy significados compartidos y compatibles acerca de las
transformaciones geométricas y también para elaborar argumentos pertinentes en
la justificacion matemética de alguna afirmacion. En estos procesos tuvieron un
papel esencial la organizacion de las actividades, realizadas por los estudiantes,
mediante los guiones o las hojas de trabajo, mismas que ellos tuvieron en todo

momento a su disposicidn, asi como las intervenciones del conductor de las
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sesiones. Si bien no fue éste el enfoque central de la investigacion, si podemos
sefalar que ambos aspectos funcionaron también como mediadores dentro del
proceso, puesto que actuaron esencialmente como directrices de la actividad de
indagacién que se esperaba de los estudiantes y para promover la discusiéon

matematica referida a los hallazgos producidos en esa indagacion.

De manera mas precisa, es posible afirmar que las actividades centradas en el
empleo de las herramientas y los esquemas de utilizacion desarrollados,
funcionaron adecuadamente para lograr la articulacion de lo que Sangaré (1999)
sefiala como las propiedades afines (paralelismo, o pertenencia de un punto a una
recta, entre otras) y las propiedades euclidianas (conservaciéon de razén de
longitud, ortogonalidad, etc.) caracteristicas de las transformaciones en el plano.
Esto se hizo evidente sobre todo en la sesion final en la que los estudiantes
trabajaron en la justificacibn matematica de la composicion de simetrias axiales
con ejes coincidentes (apartado 4.3.2). En esa sesion, se hicieron explicitos
conceptos geométricos inherentes al eje de simetria, como el de constituir la
mediatriz de segmentos determinados por pares de puntos correspondientes, 0
bien el hecho de constituir la bisectriz del angulo formado entre pares de puntos
correspondientes y un punto sobre el eje mismo. Estos hechos explicitados
constituyeron a su vez argumentos matematicos con los cuales fue posible

justificar convenientemente el resultado de la composicion.

Otro hallazgo encontrado en esta investigacion, que permite argumentar acerca de
una forma especifica de construccion de la relacion entre racionalidad emergente
y mediacién semibtica, es el que se refiere al desarrollo, por los participantes, de
procedimientos de construccion descontextualizados de los artefactos inicialmente
utilizados para el estudio de las transformaciones geométricas. Asi, fue posible
observar, tanto en el estudio inicial (el caso de Antonio y Eutimio trabajando con el
pantografo de Sylvester, apartado 4.2.2) como en el final (el razonamiento de
Rodrigo para refutar la propuesta de su compafiera, apartado 4.3.1), que los

estudiantes concibieron una secuencia de construccion independiente del
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pantografo o del software que habian utilizado para aprehender la transformacion
geomeétrica involucrada. Tal procedimiento constituyd, desde la perspectiva de los
estudiantes, una prueba de la certeza de la afirmacion producida, e. g. en
referencia a la transformacién que realiza una maquina matematica en particular.
Sin embargo, lo que mas interesa resaltar es que esto representa ya un primer
paso en la construccion de una prueba intelectual: “cuando esa accion (la que da
cuenta de la prueba pragmatica) puede ser descrita y explicada se estd en un
primer momento de una construccion cognitiva” (Balacheff, 1987, p. 160).

- ¢Qué argumentos se pueden dar, en términos de los elementos puestos en
juego en esta investigacion y de los resultados obtenidos, respecto a la interaccion
social y al deseo de certitud como motores para la elaboracion de pruebas por

parte de los estudiantes?

En ambas fases del estudio empirico se observé que los estudiantes llegaron a
compartir significados atribuidos a objetos matematicos experimentados en un
contexto material. Esto fue particularmente manifiesto en la actividades en parejas
desarrolladas por los estudiantes, e. g., cuando la explicacion de uno de era
acomparfada fielmente por las construcciones geométricas del otro, ya fuese con
Cabri, con las maquinas articuladas o bien utilizando instrumentos estdndar como
transportador, y regla. Casos que muestran esto son los de Antonio y Eutimio al
trabajar con el pantografo de Sylvester (apartado 4.2.2), en esa ocasion
observamos como las explicaciones que Antonio daba al conductor para justificar
la validez del procedimiento de construccion para la rotacion, eran acompafiadas
por la construccion misma llevada a cabo por Eutimio. Otro caso es el de Trinidad
y Juan Carlos cuando estaban inmersos en el proceso de validacion referido al
resultado de una composicion de simetrias con ejes coincidentes (apartado 4.3.2);
ahi, en un par de ocasiones, lo que uno de ellos explicaba, era mostrado,

simultdneamente, mediante el software por su compafiero.
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También fueron observados momentos en los que cierta explicacion o justificacion
de alguno de los participantes era reformulada por alguno de sus comparfieros,
mostrando acuerdos en cuanto a la forma de interpretar tales explicaciones, como
sucedié durante el trabajo colectivo en la resolucién del problema en el que se
pide encontrar el lugar geométrico del punto medio entre los vértices de dos
triangulos equilateros, funcionalmente relacionados (apartado 4.3.3). En ese
episodio surgieron momentos en los que Rodrigo reformulaba alguna explicacion
dada por Juan Carlos, o bien, situaciones en las que cierto desacuerdo conducia a
hacer explicitos los entendimientos propios respecto a lo que significaba justificar
la afirmacion en cuestion. Asi sucedié cuando Gabriela propuso dar por terminado
el proceso de validacion con respecto a tal afirmacién, en ese momento Juan
Carlos tomo la iniciativa de presentar una argumentacion teérica que mostrara con
claridad las relaciones geométricas necesarias y suficientes para probar esa
aseveracion. Por supuesto, también las intervenciones del conductor en ocasiones
llegaron a promover la reflexion con respecto a las afirmaciones o a las conjeturas
gue los estudiantes proponian o se dirigieron a presentar argumentos tedricos que

pudiesen ayudar en la validacion de las proposiciones en juego.

Esto da pie para proponer que las discusiones entre los participantes, incluyendo
el conductor de las sesiones, se constituyen en espacios propicios para la
reflexion no solo de lo que los compafieros proponen, sino también de lo que cada
quien trata de exponer. Como lo sefialan Yackel y Cobb (1996), las explicaciones
se constituyen en objetos de reflexiébn, ya no so6lo es importante comprender
personalmente el tema o el objeto de estudio, sino que también lo es el que
nuestros interlocutores comprendan lo que uno mismo trata de explicar. Adquiere
importancia, entonces, el tipo de justificaciones que se dan para validar una

afirmacién matematica.
En términos de lo anterior, consideramos que el tipo de experiencias de

aprendizaje promovidas en un escenario como el utilizado en este proyecto de

investigacion, contribuye a superar uno de los obstaculos que Balacheff (1978)
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sefala para el desarrollo de pruebas intelectuales dentro de la comunidad del
salon de clases, y que consiste en las diferencias significativas que pueden existir
entre los participantes en cuanto a los concepciones que cada uno posee respecto
a los objetos matematicos involucrados. Las actividades de aprendizaje mediadas
por artefactos culturales, junto con la actividad discursiva generada, favorecen una
significacion compartida, y compatible, de los procesos y los conceptos

matematicos implicados.

- ¢Cudl es el papel de las herramientas de mediaciébn en el proceso de

descontextualizacion requerido para la elaboracion de pruebas intelectuales?

Las herramientas de mediacion utilizadas en este estudio, contribuyen a construir
un puente entre las pruebas pragmaticas y las pruebas intelectuales (Balacheff,
1987). La utilizacion de las maquinas articuladas promueve en los usuarios un
proceso de descripcién y de explicacion de lo que cada maquina genera, los
estudiantes llegan a ser capaces de describir con detalle el procedimiento de
construccion relativo a una transformacion geométrica. Esto fue constatado en
varias ocasiones durante el desarrollo de la parte empirica del proyecto, como en
el caso de David y Sergio al resolver un problema de construccion geométrica
(apartado 4.2.1). En ese episodio David genera una representacion que muestra el
problema resuelto y a partir de esto, puede justificar la aplicacion de una simetria
como estrategia de solucién conveniente. Otro caso que muestra, claramente, la
apropiacién de un procedimiento de construccién valido para obtener la imagen de
un objeto bajo una rotacion, es el de Antonio y Eutimio trabajando con el
pantografo de Sylvester (apartado 4.2.2), su procedimiento recurre al uso de
transportador y regla, siendo, asi, independiente del empleo de Cabri o del
pantografo. Como lo sefiala Balacheff (1987), cuando la accién que testifica una
prueba pragmatica puede ser descrita y explicada se esta en un primer momento
de una construccion cognitiva (p. 160). Asi, la actividad promueve la
descontextualizacion de las transformaciones, particularmente, en lo que se refiere
a su aplicacion sin recurrir a los artefactos previamente utilizados. Esto es

atribuible a que las actividades centradas en el estudio de las transformaciones,
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mediadas por el uso de Cabri y las maquinas articuladas, efectivamente, permiten
identificar e interiorizar los elementos caracteristicos de las transformaciones y los

invariantes geomeétricos que las definen.

Estas actividades favorecen, también, la visualizacion de configuraciones que, a
su vez, estimulan en los estudiantes la generacion de razonamientos del tipo que
Balacheff (1987) define como experiencia crucial, ejemplo genérico y experiencia
mental. Estos artefactos culturales permiten el reconocimiento tanto de casos
particulares como generales; los estudiantes pueden transitar, en un sentido y en
otro, entre la representacion especifica y concreta que proporciona un pantografo
y las representaciones dinamicas y de caracter mas general correspondientes en
el ambiente de Cabri. Esta integracion semioética de representaciones promueve el

transito de las pruebas pragmaticas a las pruebas intelectuales.

En nuestra investigacion fue posible observar esta integraciéon de
representaciones, que permite a los estudiantes generar las suyas propias y
utilizarlas efectivamente en una justificacion tedrica. Quiza el ejemplo mas claro de
esto se tenga en la actividad llevada a cabo por Trinidad y sus compafieros,
teniendo como motivo probar lo que el pantégrafo de composicion de simetrias
con ejes coincidentes producia (apartado 4.3.2). En este episodio, los estudiantes

disponian del pantégrafo mismo y de una simulacién de éste en Cabri.

La actividad comienza con la intencién de afinar la afirmacion previamente
formulada respecto a esa composicion, en esta primera fase las experiencias
antecedentes con Cabri permiten a Trinidad explicar la composicion en términos
de la aplicacion secuencial de las simetrias:

Trinidad: Bueno, primero tomas en cuenta un eje, y haces uno (la primera
simetria), y puedes poner un eje que sea transversal a... 0
perpendicular a una recta, y con ése puedes hacer otra simetria y
guedan las dos simetrias y se pueden unir hasta cierto... o sea las

puedes mover.

217



Trinidad acompafa su explicacion con movimientos de sus brazos y manos para
indicar la posicion de cada eje y para simular un movimiento de rotacion entre la
posicion inicial de un objeto hipotético y la posicién final al cabo de la composicién.
Su explicacion muestra que ha interiorizado ya una imagen, en la que la relacion
entre la composicion de simetrias y la rotacién es patente; aunque dicha relacion
permanece aun en un nivel fenomenoldgico u operacional, es decir, limitado a la

descripcion de la sucesion de transformaciones.

La afirmacién va siendo refinada de manera que se hace explicita la condicién de
coincidencia de los ejes y la interseccion de estos como centro de la rotacion
equivalente. Después, Rodrigo se refiere directamente a los elementos de la
maquina articulada para explicar la nueva afirmacion, su explicacién es seguida
por sus comparieros:

Rodrigo: Dos simetrias axiales, aqui esta una y ésta es otra, (sefialando
sobre la maquina articulada cada uno de los eslabonamientos que
produce una simetria axial) equivalen a lo que es una rotacién, o sea
que si rotamos este triAngulo ABC, sale... puede llegar hasta aca (la
posicion que ocupa la segunda imagen de ABC), pero esto, entre dos
ejes coincidentes, que es el centro de la rotacién, la interseccion de
los dos ejes, y en cuanto a lo que era la suma del doble del angulo
formado.

Trinidad: Esta composicion se puede hacer por medio de una rotacion, en la
gue el centro es la interseccidn entre las dos rectas y el angulo debe
ser del doble del angulo que forman las... los dos ejes.

En estas intervenciones observamos que la significacion de los objetos y los
procesos geomeétricos, presentes en las experiencias de los estudiantes, se apoya
fuertemente en la experiencia fenomenoldgica que las herramientas proporcionan.
Este dominio de racionalidad pragmatica permite establecer una base
experimental solida para el desarrollo de una racionalidad teorica, apoyada ahora
en representaciones y significados compartidos. Posteriormente, Juan Carlos

centra su atencion en la relacion que guardan la figura antecedente y su segunda
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imagen, mientras Trinidad explora la composicion utilizando la simulacion en
Cabri, esto le permite contribuir a la discusion ampliando lo que afirma su
companero:

Conductor: ¢ Qué hay entre las posiciones de las figuras?

Trinidad: Cambian.

Juan Carlos: Rotan.

Conductor: ¢ Por qué dices que rotan?

Trinidad: Porque el efecto era como de un espejo en la simetria, y siempre
van a estar encontrados.

Conductor: ¢Y ahora?, en una rotacidbn se mantiene la orientacién de la
figura, ¢ eso sucede aqui?

Juan Carlos: No

Trinidad: Si va a suceder porque en el ultimo, (refiriéndose a la segunda
imagen) como se vuelve a hacer al contrario se... bueno seria la
misma imagen pero un poco volteada, es como si va girando,
entonces en una rotacion pasaria lo mismo.

Juan Carlos: Lo que pasa es que se sigue conservando la orientacion, pero
con respecto a la imagen, o sea tenemos primero el original y la
primera imagen, luego tenemos la primera imagen y la segunda
imagen, quedaria asi.

Juan Carlos contribuye, a su vez, a esclarecer la explicacion de su compafiera,
recurriendo a imagenes interiorizadas, referentes a la simetria axial y a la rotacion.
Posteriormente, Trinidad intuye la equidistancia de puntos correspondientes en la
composicion al punto de interseccion de los ejes de simetria, haciendo alusion a
un movimiento circular o a una circunferencia que une puntos correspondientes en
la composicion. Nuevamente, Juan Carlos aporta a lo que su compafera sefala:

Juan Carlos: Bueno, por ejemplo, si uniéramos B con B’ y B” y quisiéramos
por ejemplo que hubiera otra imagen que fuera B” y asi, y fuéramos
uniendo los puntos se haria una circunferencia...

En la parte final del episodio, los estudiantes elaboran esquemas como apoyos de

su argumentacion. Juan Carlos presenta en el pizarron su propio esquema, mismo
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gue dispara la explicitacion de los argumentos suficientes y necesarios para
validar la proposicion geométrica finalmente establecida. EI esquema muestra,
inicialmente, los elementos geométricos involucrados. Nuevamente es Trinidad
guien contribuye a enriquecer ese esquema, permitiéndole ademas, presentar
comenzara a desarrollar un argumento esencial para justificar, teéricamente, el
resultado de la composicion:

Trinidad: ¢Por qué no pones un angulo del punto cero a A’

Conductor: Vamos a ver, si, Trinidad.

Trinidad: Del punto cero a A’ pon una linea.

Juan Carlos: ¢ Del punto cero?...

Trinidad: De O a A’ (Juan Carlos traza en el pizarrén la recta OA’)... siy ahora

si se ve eso de la suma de los angulos.

La relacion angular que ha visualizado Trinidad resulta fundamental para la prueba
de lo que la composicién produce. Los angulos AOD y DOA’ son congruentes, al
igual que A'OE y EOA”.

Esta seleccion de intervenciones, extraida del episodio ya referido, permite
evidenciar un enriquecimiento de las representaciones que los estudiantes han
interiorizado, como resultado de su participacion. Se trata, seguramente, de un

proceso de integracion de las diferentes representaciones que los artefactos
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proporcionan, para llegar a producir, en el contexto interno de cada participante,
imagenes propias que, sin embargo, son enteramente compatibles con las de los
otros. Nos parece que este proceso resulta poderoso para efectos de la
descontextualizacion de una aseveracion, en el sentido de que su validez deja de
estar sujeta a la herramienta desde la cual ha sido formulada originalmente. Esto
represento, desde nuestra perspectiva, un recurso valioso para el avance de los
estudiantes en la elaboracion de pruebas intelectuales o justificaciones

teéricamente fundamentadas.

5.3. Conclusiones en referencia a la tesis del proyecto

Puesto que nuestro planteamiento esencial radica en la relacién entre la
apropiacion de instrumentos de mediacion semidtica y la emergencia de formas de
racionalidad matematica, se considera necesario finalizar estas conclusiones
elaborando una explicacion mas precisa de lo que significd tal relacion en el

desarrollo de este trabajo de tesis.

La disponibilidad de artefactos culturales, tratese de objetos materiales o
computacionales, que estructuralmente incorporan contenidos matematicos, ha
representado, en este trabajo de investigacion, la posibilidad de generar
actividades de aprendizaje apoyadas en una variedad de representaciones
relativas a un contenido especifico. Ademas de estos artefactos culturales, se ha
dispuesto de secuencias o guiones como organizadores de la actividad que los
estudiantes llevan a cabo, y de la conduccién del proceso ejercida por el profesor,
esto ha permitido generar condiciones para el involucramiento de los estudiantes
en la elaboracion de conjeturas y en el desarrollo de argumentos dirigidos a la

justificacion de las mismas.
La utilizacion intensiva y organizada de los artefactos promueve la apropiacion por

parte de los usuarios de instrumentos de mediacidn semidtica, constituidos en

herramientas del pensamiento. En el contexto en el que se ha trabajado esta
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teisis, es posible proponer que un instrumento de mediacién semiotica consiste de
una estructura cognitiva organizada por medio de representaciones externas e
internas, significados, e incluso esquemas de utilizacién, que el sujeto integra y
asocia convenientemente a un concepto o a un proceso matematico. Este objeto
de conocimiento se constituye entonces en una “abstraccion concreta” (Mariotti,
2002) que refleja y reconstruye la naturaleza sistémica e interconectada de los
objetos materiales o virtuales a partir de los cuales ha sido elaborada, varias
representaciones del concepto llegan a estar semanticamente unificadas (Sfard,

1991) por este constructo abstracto.

Sin embargo, también es necesario atender el papel de la interaccién social o los
procesos interpsicolégicos promovidos a traves del requerimiento de hacer
explicitos y publicos los entendimientos personales y las razones o los argumentos
con los que se trata de sustentar cierta conjetura o cierto resultado matematico,
evidenciado mediante la manipulacion de alguna de las herramientas disponibles.
Estos requerimientos promueven eficazmente un tipo de discurso reflexivo (Cobb,
et al, 1997) que permite convertir los resultados de acciones concretas, tales como
procedimientos o resultados de problemas, en objetos de discusion en términos de
su pertinencia o de su eficacia, desde un punto de vista matematico. También es
necesario destacar el papel del conductor de las sesiones de trabajo en el
laboratorio como el de un representante de la comunidad matematica, en el
sentido de llevar a un primer plano el aspecto de la validacién. La busqueda
sistematica de argumentos que permitan fundamentar un resultado o una

aseveracion, requiere, en principio, de una orientacién cualificada.

Bajo estas condiciones, los estudiantes pueden asumir como propia una situacion
de validacién, no soélo porque disponen de herramientas o artefactos materiales
con los cuales pueden explorar el hecho o la afirmaciébn matematica involucrada,
sino también porque se encuentran inmersos en un proceso de construccion de
entendimientos y de significados matematicos relativos a esos mismos hechos y

resultados. La internalizacion de objetos y procesos a partir de la exploracion de
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las relaciones y las propiedades que los caracterizan, da origen a un proceso
reciproco de significacion de los objetos abstractos y potenciacion de los
referentes materiales, de manera que los significados atribuidos a los referentes
evolucionan en la medida en que la actividad y la interaccion social e instrumental

promueven el proceso mismo de indagacion.

Los resultados de esta investigacién también ponen en relieve la importancia de
asumir diferentes niveles y significados de la prueba en el salon de clase de
matematicas de manera que, como lo propone Herbst (2000), lo que cuenta como
una prueba esta condicionado por la situacion en la que los participantes se
encuentran, de los medios externos y de los recursos propios de que disponen. En
nuestro caso, la actividad en el laboratorio de matematicas permite promover
distintos niveles de actividad cognitiva, como la busqueda de regularidades o de
invariantes, la identificacion de esas regularidades en otros medios de
representacion, la explicitacion de tales regularidades, la elaboracién de un
discurso reflexivo y de una reflexion colectiva, la integracion semiotica de las
representaciones disponibles y la generacion de representaciones internas, para
constituir, de esta forma, objetos matematicos abstractos que poseen referentes
experimentados en un contexto material y que son socialmente compartidos. Esto
permite fomentar actitudes y aptitudes favorables a la argumentacion y a la

validacion matematica.

5.4. Preguntas o temas de investigacidén que surgen de esta tesis

Un aspecto en el que es necesario profundizar, es el que se refiere a la pertinencia
de utilizar el esquema que Sfard (1991) propone para explicar el desarrollo de
concepciones estructurales de los objetos matematicos, como un medio para
describir y entender el proceso de internalizacion de herramientas psicoldgicas en
el nivel individual. A nuestro juicio, la decisidon de introducir, en el contexto de
aprendizaje, referentes concretos desde los cuales sea posible elaborar objetos

matematicos, empata adecuadamente con ese esquema, en todo caso, esa
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decision demanda la adopcidon (o la elaboracion) de un marco explicativo, sin
pasar por alto que existen ya alternativas, como la desarrollada por Mariotti (2002)
respecto a la génesis instrumental. Nos parece que esto es importante y que
requiere de una indagacibn mas profunda que contribuya a ampliar el
entendimiento con respecto a la relacion entre el nivel interpsicologico y el

intrapsicologico de la internalizacion.

Con respecto a la relacion entre racionalidad mateméatica y mediacion semiotica,
nos parece que este estudio permite hacer patente el potencial que esta relacion
tiene para un desarrollo reciproco, quiza dialéctico, de ambos procesos. Sin
embargo, para hacer sefialamientos mas precisos al respecto, puede ser
conveniente indagar en aspectos tales como la visualizacién o en la integracion
semiotica de representaciones, tanto en contextos geométricos como en otros.
También surge la inquietud de averiguar si las formas de racionalidad matematica
caracterizadas por Balacheff, pudieran ser promovidas mediante la introduccion de
artefactos culturales en contextos distintos de la geometria euclidiana, o bien,
indagar en cudales serian las formas de racionalidad “equivalentes” en tales

contextos.
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APENDICE | )
EL SOFTWARE DE GEOMETRIA CABRI-I|

Nombre: Edad:
Fecha:

|. Lapantalla de Cabri-géometrell.

- En la pantalla de inicio de la computadora, haz doble %
“clic” en @ icono que corresponde a software Cabri- Cabri-géometre 3
géométre Exp. Exp

- Maximiza la ventana de Cabri. En esta
ventana puedes observar una barra de menli. IR H G T rLL]

principal, y debajo de esta una barra de & Archive  Edicién  Opciones  Wentana  Apuda

cajas de herramientas; ademés del area de  {|[x]| | -|=|C]

dibujo o de trazado. i

- Cabri es un software que permite hacer construcciones geométricas dindmicas, es decir, es
posible construir objetos geométricos tales como puntos, lineas, poligonos, etc., con la
particularidad de que esas construcciones pueden ser modificadas a arrastrar en el plano
los elementos base, es decir, los elementos con los que esas construcciones fueron
definidas.

- Abre la opcion Ayuda del menu principal, esta opcion indica la funcién que tiene la
herramienta activa que ha sido seleccionada con el puntero. Para empezar a explorar este
software revisa los contenidos de cada una de las cajas de la barra de herramientas. Para
esto, oprimiendo el boton izquierdo del ratdn, desliza lentamente el puntero sobre la barra
de herramientas y observa las opciones que cada caja presenta.

[l1. Construccionesiniciales.

1. Construye un triangulo rectangulo de tal manera que a arrastrar cada uno de los tres
vertices el triangulo continde siendo rectangulo. Después de terminar la construccion,
describe por escrito e procedimiento realizado. Para arrastrar un objeto es necesario
sefidlarlo con e puntero y oprimir el boton izquierdo del ratdn, lo que equivale a asir ese
objeto.




2. Construye un cuadrado a partir de dos puntos dados de tal manera que a terminar el
cuadrado, puedas arrastrar |os vértices iniciales de la construccion y lafigura siga siendo un
cuadrado. Después de terminar la construccién, describe por escrito € procedimiento
realizado.

3. Construye un paralelogramo a partir de tres puntos dados de tal forma que al terminar €l
paralelogramo, puedas arrastrar los tres vértices iniciales de la construccién y ésta siga
generando un paralelogramo. Después de terminar la construccién, describe por escrito el
procedimiento realizado.

4. Selecciona aguna de las construcciones realizadas y trata de justificar el procedimiento
de construccion, es decir, trata de hacer explicitas las razones por las cuales la construccion
gue has hecho satisface |as propiedades geométricas de la figura solicitada. (Utiliza la parte
posterior de esta hoja).



~ APENDICEIl
¢QUE SON LASISOMETRIAS?

Nombre: Edad:
Fecha:

Tradacion.

a) Construye un segmento AB.

b) Construye el segmento A’'B’, el trasladado de AB, utilizando la herramienta Traslacion
de la cgja de Transformaciones Geométricas de Cabri. (Abre e menu Ayuda con F1)

) ¢Qué objetos son necesarios para la construccion?

Al seleccionar la herramienta Traslacion y abrir el menu Ayuda
se puede leer en la pantalla lo siguiente: “Construye la imagen
desplazada de un objeto segun un vector dado”. Esto significa que
requerimos de un objeto, el segmento AB en este caso, y de un
vector, por ejemplo el vector OP. Después de que hayas creado el

vector OP, efectua la traslacion del segmento AB.

0

figural

d) ¢Cudles objetos geométricos puedes mover o variar arrastrandolos con € raton? ¢Por
qué?

Podemos mover: - el segmento AB,
- los puntos A y B, cambiando asi la longitud del segmento
AB,

- el vector OP,
- el punto O, origen del vector, y el punto terminal P, con lo
cual varian la norma, la direccion y el sentido del vector.
Estos objetos se pueden mover porque son objetos de base (libres).
No podemos arrastrar el segmento A’'B’, debido a que depende de
los objetos libres que han servido para construirlo, es decir,
depende del segmento AB y del vector OP.



€) ¢Qué sucede cuando variamos estos objetos geométricos en la pantalla?

Si movemos [/
variamos....

Entonces ...

El vector OP

No se mueve nada mas

O,oP

El segmento A’'B’ se mueve manteniéndose
paralelo a AB, sin cambiar su longitud, pero
variando la distancia al segmento AB. Los
segmentos AA’ y BB’ se mantienen paralelos a OP.

El segmento|el segmento A’'B’ se mueve conservando su

AB posicidn respecto a AB y conservando su
longitud.

A Se mueve A’ y el segmento A’'B’ se mantiene
paralelo y a la misma distancia de AB, y sin
variar su longitud. Los segmentos AA’ y BB’ se
mantienen paralelos a OP.

B Se mueve B’ y el segmento A’'B’ se mantiene

paralelo y a la misma distancia de AB, y sin
variar su longitud. Los segmentos AA’ y BB’ se
mantienen paralelos a OP.

‘]S\

O

‘]:\

figura 1 después de haber arrastrado P

figura 1 después de haber arrastrado A




f) Construye la imagen de otros objetos geométricos (recta, circulo, tridngulo) y explora su
traslacion anotando tus observaciones.

Por ejemplo: Una circunferencia de centro C.

/O

P

Podemos mover o variar O, P, C y el radio de la circunferencia
de centro C. Si movemos O, o P, la circunferencia imagen se
mueve sin variar el radio, y CC’ se mantiene paralelo al vector
OP.

Si movemos C, la distancia entre C y C no varia y la
circunferencia imagen se mueve sin cambiar su radio.

Si variamos el radio de la circunferencia antecedente, el radio
de la circunferencia imagen varia para mantenerse igual al
radio de la primera.

g) Caracteriza el objeto geométrico imagen en una traslacion. b Explica las relaciones o
las propiedades geométricas que se verifican entre pares de puntos correspondientes bajo la
traslacion.
En la traslacion del segmento AB segun el vector OP, el segmento
imagen A'B’:

- tiene la misma longitud de AB

- es paralelo a AB

- AA’y BB’ son paralelos al vector OP

En general la imagen A’ de un punto cualquiera A del plano,
mediante la traslacion por el vector OP, es tal que: AA’=OP y
AA’ /| OP

h) Da una definicién general de latransformacion geométrica Traslacion.

La traslacion segun el vector OP transporta cada punto A del
plano al punto A’ del mismo plano, de tal forma que el segmento
AA’ es igual y paralelo al vector OP. La traslacién conserva las
distancias entre los puntos que se corresponden en la
transformacién, es decir, AB = A'B’, donde A’ y B’ son las
imagenes de A y B respectivamente.




La traslacion no deja puntos invariantes en el plano, es decir,
en la traslaciéon mediante un vector diferente del vector nulo,
Nno hay un solo punto que sea imagen de si mismo.

Simetria axial 6 Reflexion por un ge.

a) Construye un segmento CD.

b) Construye € segmento C'D’ simétrico de CD con respecto a ge “a’, usando la
herramienta Simetria axial de Cabri. (Abre el ment Ayuda con F1)

c¢) ¢Cudles son los objetos geométricos necesarios para la construccion?

d) ¢Cuales objetos geométricos se pueden mover o variar y cudles no?, ¢Porqué?

e) ¢Qué sucede cuando hacemos variar esos objetos geométricos?

Al mover/variar ... Entonces...

los puntos C o
D

el segmento
CD

el eje de
simetria

f) Construye la imagen de otros objetos geométricos, como un triangulo o un poligono, y
explora la simetria. Trata de verificar en los nuevos objetos y sus imagenes |as propiedades
geométricas que has identificado en €l cuadro anterior. Anota tus observaciones.




g) Caracteriza €l objeto geométrico imagen en una simetria axial. P Explica las relaciones
0 las propiedades geométricas que existen entre puntos correspondientes y el ge de
simetria.

h) ¢Consideras gque existen puntos invariantes en la simetria axial, es decir puntos que son
imagen de s mismos? Justifica tu respuesta.

i) Daunadefinicion general de la Simetria Axial.

Simetria central, o Reflexién respecto a un punto.
a) Construye un segmento CD
b) Construye el segmento C'D’ simétrico de CD con respecto a centro O, usando la
herramienta Simetria central de Cabri (abre el meni Ayuda con F1)
c) ¢Cudales objetos geomeétricos son necesarios para la construccion?

d) ¢Cuales objetos geométricos se pueden mover / variar y cuales no? ¢Por qué?



€) ¢Qué cosa sucede cuando hacemos variar esos objetos geométricos?

Si movemos / Entonces ...
variamos...

los puntos C o D

el segmento CD

el centro de
simetria O

f) Construye laimagen de otros objetos (recta, circulo, triangulo) y explorala simetria
central anotando tus observaciones.

g) Caracterizael objeto geométrico imagen de unasimetriacentral. P Explicalas
relaciones o |as propiedades geométricas que has encontrado entre pares de puntos
correspondientesy el centro de simetria.

h) ¢Hay puntosinvariantes en la simetria central ? Justifica tu respuesta.




i) Daunadefinicion general dela Simetria central.

Rotacion.

a) Construye un segmento AB.

b) Construye el segmento A’B’, imagen de AB con respecto a la rotacion por € punto
O, usando la herramienta Rotacion de Cabri (abre el ment Ayuda con F1)

c) ¢Cuales objetos geomeétricos son necesarios para la construccion?

d) ¢Cuales objetos geomeétricos se pueden mover / variar y cuales no? ¢Por qué?

e) ¢Qué cosa sucede cuando hacemos variar esos objetos geométricos?

Si movemos / Entonces...
variamos...

Los puntos A o
B

el segmento
AB

el centro de
rotacion

el angulo de
rotacion

f) Construye laimagen de otros objetos (recta, circulo, triangulo) y exploralarotacion
anotando tus observaciones.




9)

h)

)

Caracteriza el objeto geométrico imagen de unarotacion. P Explicalas
propiedades o |las relaciones geométricas que existen entre puntos correspondientes
en estaisometriaen relacion al centroy a angulo de rotacion. Puedes utilizar la
parte posterior de esta hoja paraampliar tu respuesta.

¢Hay puntos invariantes en la rotacion? Justifica tu respuesta.

Da unadefinicién general de la Rotacion.

¢COMO SE COMPONEN (APLICAN DOS VECES SUCESIVAMENTE) LAS
ISOMETRIAS?

a)

b)

Lleva acabo la composicion de dos traslaciones. ¢El objeto final puede ser obtenido
apartir del objeto inicial con una solatransformacion? Si es asi, ¢con cud?

Efectia la composicién de dos simetrias centrales. ¢El objeto final puede ser
obtenido a partir del objeto inicial con una sola transformacion? Si es asi, ¢con
cua?

Efectla la composicién de dos simetrias axiales. ¢El objeto final puede ser obtenido
apartir del objeto inicial con una solatransformacién? Si es asi, ¢con cud?
Consideralas diversas posiciones reciprocas de |os gjes:

Ejes coincidentes...

Ejes perpendiculares...

Ejes para€eos...

10



d) ¢Es posible obtener algunas conclusiones generales acerca de la composicion de las
diversas isometrias?
Componiendo dos traslaciones se obtiene...........

Componiendo dos simetrias axiales con gjes coincidentes se obtiene...........

Componiendo dos simetrias axiales con € es perpendiculares se obtiene...........

Componiendo dos simetrias axiales con gjes paralelos se obtiene...........

e) ¢Cuales isometrias son operaciones internas (aquellas que su composicion de una
isometria del mismo tipo)?

11



APENDICE 111
Homotecia respecto a un punto y a unarazon dada.

Nombre: Edad:

a) Construye un triangulo ABC.

b) Construye € tridngulo A’B’C’, homotético de o
ABC, usando la herramienta Homotecia de
Cabri. /\
Al
c) ¢Cuales objetos geométricos son necesarios B
para la construccion? (Abre e ment Ayuda con
F1)
C
A
B
O

d) ¢Cudles objetos puedes mover o variar y cuales
no?, ¢Porqué?

€) S movemos/ | Entonces...
variamos ...

los puntos A,
BoC

el triangulo
ABC

el centro de
homotecia

el factor o
razon de
homotecia

12




f) Localiza un punto cualquiera P sobre €l triangulo ABC...
1. Antes de encontrar su imagen por medio de la herramienta Homotecia, ¢Donde
supones gue estara laimagen homotética de P? Escribe tu suposicion.

2. Utiliza ahora la herramienta Homotecia para encontrar la imagen P de P en
A’B'C’. Mueve € punto Py observa que pasa con su imagen P'. Anota tus
observaciones.

g) Describe como podrias encontrar laimagen homotética de cualquier punto del plano sin
utilizar la herramienta Homotecia de Cabri-Il.

h) ¢Lahomoteciaes unaiSOMELIia? ..........ccceveieeeerecie e
Justifica tu respuesta:

i) ¢Recuerdas algun teorema de Geometria que se relacione o que se aplique directamente a
la homotecia?
Si esasi ¢cud teoremaesy como se aplica?

13



j) Construye la imagen de otros objetos geométricos, como un segmento de recta y un
circulo, explora su homotecia anotando tus observaciones.

k) Caracteriza el objeto geométrico imagen de una homotecia. P Explica las propiedades o
las relaciones geométricas que existen entre puntos correspondientes en esta transformacion
enrelacion al centroy a factor o razon de homotecia.

I) Da unadefinicion general de homotecia.

14



) ) APENDICE IV: )
MAQUINASMATEMATICAS PARA TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Nombre: Edad:
Fecha:

1) Tu tienes una méquina matemética. Utilizando esta méquina dibuja laimagen de algunos
objetos geomeétricos (puntos, segmentos de rectas, triangulos, etc.)
2) ¢De qué transformacion se trata?

3) Dibuja dos esguemas de la maguina en dos diferentes configuraciones.
a) En el dibujo asignaletras alos puntosy alos segmentos que conforman la maquina.

b) En la méquina articulada, ¢cudles son las relaciones o las propiedades geométricas
gue distingues entre sus diferentes componentes?

15



4) Una vez que has explorado con la maguina la transformacién geométrica que genera,
trata de identificar alguna propiedad invariante, es decir, alguna propiedad que se verifique

en cualquier configuracién, o bien que se verifigue con cualquier par de puntos
correspondientes bajo la transformacion.

a) Coloca un punto sobre unos de los objetos trazados. ¢COmo encuentras o trazas, sin
utilizar la maquina, el punto imagen?. Describe tu procedimiento.

b) Escribe la propiedad o |as propiedades identificadas. ¢Por qué consideras que esa o
esas propiedades se verifican siempre en la méaquina? Trata de encontrar
argumentos matemati cos para esto.

16



c) Trata de construir una prueba tedrica de que tu procedimiento de trazado o de
construccion es correcto.

5) Has una descripcion de la transformacion geométrica que trabajaste con la maquina de
tal manera gue quién leatu descripcion pueda encontrar laimagen de un punto cualquiera o
de otro objeto geométrico, bajo la transformacion en juego.

17



APENDICE V
PROBLEMAS

Nombre: Edad:
Fecha:

1. En la siguiente figura se tiene dos puntos, A y B, de un mismo lado de larectal. Se trata
de encontrar e punto C sobre larectal parad cual latrayectoria ACB: AC + CB, eslaméas
cortaposible.

- ¢Cud supones que es lasolucion?

- ¢En qué fundamentas tu conjetura?

- ¢Queé transformaci dn geométrica puede ser utilizada para resolver el problema?

18



- ¢ Por gué supones que esa transformacion es Util pararesolver el problema?

- Pon en préctica & procedimiento de resolucién que has previsto para este problema.
P Trata de verificar tu solucion en relacion a la condicion fundamental que se
sefidla en €l enunciado.

- ¢Cbmo has verificado que tu solucién es correcta?

- Elabora una prueba tedrica que le de validez a tu soluciéon. P Trata de argumentar
relacionando o conectando las propiedades geométricas de la transformacion
utilizada para resolver el problema.

19



Nombre: Edad:
Fecha:

2. Construye un segmento AB y un punto M sobre el segmento AB. Construye los
triangulos equilateros AMPy MBQ, y & punto R como el punto medio del segmento PQ.

- ¢Cud supones que es el objeto geométrico que describe R cuando M se desplaza
sobre AB?

- ¢En qué fundamentas tu conjetura?

- Verificatu conjetura. ¢ES COMMECLA? ........ovieiiirieiieieeee e

20



- ¢Cbmo has verificado tu conjetura?

- Elaborauna prueba tedrica que le de validez atu solucion. P Trata de conectar o de
relacionar las propiedades geométricas involucradas en la transformacion utilizada
de manera que expliquen y que justifiquen por qué tu solucion es correcta.

21



Nombre: Edad:
Fecha:

4. Se dispone de una circunferencia, de una recta y de un segmento AB. Construye un
paralelogramo ABCD de tal manera que C y D estén uno sobre larectay €l otro sobre la
circunferencia. Indagar acerca de la posibilidad de diferentes soluciones.

a) ¢Cud de las transformaciones geométricas revisadas es adecuada para resolver €l
problema?

b) ¢Por qué supones gue esa transformacion es conveniente para resolver el problema?
P Trata de argumentar afavor de tu conjetura.

c) Pon en préctica la solucion que has previsto para resolver e problema. b ¢Te
permite resolverlo de manera que satisface las condiciones planteadas en €
enunciado del problema?

22



d) Unavez que has encontrado una solucion, trata de hacer explicitas las propiedades o
los conceptos matemati cos involucrados en ellay que hacen que sea correcta.

e) Trata de conectar estas afirmaciones o argumentos a fin de construir una prueba
matematica.

23



Nombre: Edad:
Fecha:

5. Se dispone de una circunferencia, de una rectay de un punto O. Construye el segmento
AB de tal manera que O sea el punto medio de AB y que A esté sobre la circunferenciay B
sobre larecta..

a) ¢Cud de las transformaciones geométricas revisadas es adecuada para resolver €l
problema?

b) ¢Por qué supones que esa transformacion es conveniente para resolver el problema?
b Trata de argumentar afavor de tu conjetura

c) Pon en préctica la solucion que has previsto para resolver € problema. b ¢Te
permite resolverlo de manera que satisface las condiciones planteadas en €
enunciado del problema? Indaga acerca de la posibilidad de diferentes soluciones.

24



d) Una vez que has encontrado alguna solucion, trata de hacer explicitas las
propiedades o los conceptos mateméticos involucrados en ellay que hacen que sea
correcta.

€) Trata de conectar estas afirmaciones 0 argumentos a fin de construir una prueba
matematica.

25



] ] APENDICE VI: ]
MAQUINASMATEMATICAS PARA TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Nombre: Edad:
Fecha:

1) ¢Queé es o que hace la maguina matematica con la que estas trabagjando?. P Describe la
transformacidn geomeétrica que produce.

2) ¢Cud esla composicion de transformaciones en juego? P Trata de especificar |o mejor
posible las transformaciones que intervienen en la composicion, asi como € resultado de
esta.

26



3) Trata de justificar tu afirmacién acerca del resultado de la composicién de
transformaciones representada en la maguina matemética. b ¢Qué argumentos puedes
presentar para convencer atus comparieros de que el resultado de esa composicion es el que
tu supones? Andtalos de la manera més clara que te sea posible y has un esguema o un
dibujo si consideras que te puede ser Util en estatarea.

4) Considerando los argumentos que has presentado para explicar e resultado de la
composicion que redliza la maguina, trata de elaborar una prueba de esta afirmacion, es
decir, trata de organizar tus argumentos de manera que el texto producido explique
satisfactoriamente la afirmacion que has hecho.

27



APENDICE VII
Afinar y demostrar una conjetura

Nombre: Fecha:

Considerando la afirmacion que ha hecho su compafiera 0 compariero en relacion con la
transformacion geométrica, o con la composicion de transformaciones, que produce la
maquina articulada correspondiente, traten de elaborar una demostracion matematica de
gue tal afirmacién esvalida.

Para esto, primero revisen lo que Uds. mismos hicieron en € caso de la actividad con esa
maquina y afinen lo mejor posible la afirmacion de manera que quede expresada como un
teorema (hipotesis y tesis), es decir que se establezcan o se especifiquen las condiciones

bajo las cudes es vdlida la afirmacion. Después traten de elaborar la demostracion
correspondiente. Pueden utilizar nuevamente el software o la maguina misma.

Teorema:

Argumentos gue llevan a proponer este teorema:

Construccion de una demostracion:
(Consideren la posibilidad de hacer un esquemay hacer trazos auxiliares.)

28



Nombre: Jla “Twncdad ,!rjl_l,d'ﬂ' hnes ﬂl_{a\-;; Fecha: ./ Z"” [0z

Considerando la afirmacidn que ha hecho tu compafiera o compaiiero en relacién a la
transformacién geométrica o a la composicion de transformaciones que produce la maguina
articulada correspondiente, traten de elaborar una demostracion matemdtica de que ial
afirmaciom es vilida.

Para esto primero revisen lo que Uds. mismos hicieron en el caso de la actividad con esa
maquina ¥ afinen lo mejor posible la afirmacidn de manera que quede expresada como un

teorema (hipdtesis v tesis), es decir que se establezcan o se especifiquen las condiciones
bajo las cuales es valida la afirmacidn.

Después traten de elaborar la demostracion correspondiente. Pueden utilizar nuevamente el
software o la maquina misma.

Teorema:
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Construccion de una demostracion;

{Consideren la posibilidad de hacer un esquema v hacer trazos auxiliares.)
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Nombre: \jur:n Cc:rlc.E:Of‘i‘rng.clrxﬂdm Feﬂhafz_Z“_;Q&E 2002

Considerando la afirmacion que ha hecho tu compafiera o compafiero en relacién a la
transformacion geométrica o a la composicién de transformaciones que produce la mdguina
articulada correspondiente, traten de elaborar una demostracion matemstica de que tal
afirmacidn es vilida,

Fara esto primero revisen lo que Uds, mismos hicieron en el caso de la actividad con esa
méquina ¥ afinen lo mejor posible la afirmacion de manera que quede expresada como un
teorema (hipdtesis ¥ tesis), es decir que se establezean o se especifiquen las condiciones
bajo las cuales es vilida la afirmacion.

Después traten de elaborar la demosiracidn correspondiente. Pueden utilizar nuevamente el
software o la mdquina misma.

Teorema:
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Argumentos que llevan a proponer este teorema:
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