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INTRODUCCION

La utilizacion de entornos tecnoldgicos computarizados se ha incrementado y
popularizado para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, particularmente
en algebra (ver, por ejemplo, Ball y Stacey, 2003; Kieran y Saldanha, 2005;
Kieran y Drijvers, 2006). Sin embargo, algunos investigadores reportan ventajas y
desventajas de estas herramientas tecnolégicas (Olive et al, 2010; Hoyos, 2009).

En relacién con el aprendizaje del algebra, Kieran y Drijvers (2006) sefialan
gue el Sistema Algebraico Computarizado (CAS) ha potenciado la comprension de
los conceptos algebraicos de los alumnos. Argumentan que discutir sobre la forma
en que el CAS presenta los resultados promueve un entendimiento profundo de
los conceptos algebraicos involucrados.

Por su parte, Ball, Pierce y Stacey (2003) sostienen que en los estudiantes
gue denotan un bajo nivel, el CAS ayudd a incrementar su conocimiento del
algebra, pues al proponerles rutinas algebraicas éstas fueron desarrolladas
exitosamente por ellos.

Este trabajo de tesis se propuso conocer y analizar cuales son las
estrategias de transformacion de expresiones algebraicas que desarrollan los
estudiantes de bachillerato.

Se buscéd la participacion de estudiantes de segundo semestre de
bachillerato (de la Escuela Comercial Camara de Comercio de la Ciudad de
México) para instrumentar actividades de ensefianza, en las cuales se usé
Aplusix. Este software sirvio para validar sus transformaciones y como medio
facilitador para la comprension de la nocion de la equivalencia algebraica.

En este trabajo de tesis también se pretendid observar el grado de
instrumentacion e instrumentalizacion (Drijvers y Trouche, 2008; Iranzo y Fortuny,
2009) de los estudiantes cuando utilizaron el CAS en las actividades propuestas.

Las tareas de los estudiantes consistieron en transformar expresiones
algebraicas con Aplusix con el propdsito de analizar la relacion que existe entre las
expresiones producidas y, de esta manera, descubrir la nocion de equivalencia

algebraica.



De manera sintética se puede decir que Aplusix se usé como herramienta
para obtener datos, que luego se registraron en las hojas de trabajo.

Cabe decir que algunas sesiones del estudio exploratorio fueron
videograbadas. Tal respaldo se llevdo a cabo, debido a que es una forma de
obtener informacion para corroborar nuestras hipotesis acerca de la utilidad de los
medios de aprendizaje alternativos.

El analisis de los datos nos permitio ver la funcionalidad del ambiente
tecnolégico de aprendizaje Aplusix en la transformacién de las nociones
algebraicas del estudiante y reconocer que los estudiantes pueden desarrollar un
pensamiento matematico distinto bajo la utilizacion de ambientes de aprendizaje
de este tipo. Si bien estos ambientes no suplen a las clases comunes de
matematicas, si las complementan, y por consiguiente, se avanza en la posibilidad
de obtener un aprendizaje significativo (ver, Moreno y Waldegg, 2004).

Esta tesis estéd estructurada en cinco capitulos. El primero da cuenta del
estado del arte, esto es, se revisa la literatura sobre trabajos de investigacion
anteriores que retoman el uso de la tecnologia para la ensefianza del éalgebra, en
especial sobre la equivalencia algebraica con el uso de un CAS. En este primer
capitulo de la tesis también se encuentran las consideraciones que es necesario

tener en cuenta para el uso de los CAS en el aula.

En el segundo capitulo se presenta detalladamente el marco tedrico que
guia este trabajo de tesis y que brinda el soporte de las actividades que nos
propusimos llevar a cabo con los dos medios ambientes (papel y lapiz y CAS) en
dos situaciones escolares distintas, una en un salon de clases y la otra en
entrevista.

El tercer capitulo aborda la metodologia de la investigacion. También se describe
el sitio del proyecto Algebra in Partnership with Technology in Education (por sus
siglas en inglés, APTE) lo que sirvio, en conjunto con el estudio realizado por
Kieran y Drijvers (2006), como fuente para el disefio y adaptacion de las
actividades utilizadas en este estudio exploratorio. El capitulo concluye con la
descripcion del proceso de disefio e instrumentacion de las actividades
propuestas, cuya finalidad fue la de generar aprendizajes matematicos que son

parte del curriculum obligatorio en el bachillerato. Especificamente, se traté de
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coadyuvar a la comprension del aprendizaje de la nocidbn de equivalencia
algebraica con el uso de un CAS.

En el cuarto capitulo se presentan los datos que se obtuvieron a partir de la
participacion de los estudiantes de segundo semestre de bachillerato de la
Escuela Comercial Camara de Comercio de la ciudad de México, la fecha y lugar
de realizacion de la experimentacion, las herramientas para la recoleccion y los
datos obtenidos. En este apartado también se detallan el desarrollo y avance de
los estudiantes a partir de las actividades que se instrumentaron durante las
sesiones de trabajo.

También se presenta el andlisis efectuado a partir de las respuestas
escritas de los alumnos a las hojas de trabajo. También se revisaron registros en
video, y notas tomadas al término de las actividades, fruto de las discusiones y
preguntas que se generaron en el aula. Adicionalmente, se muestran algunas
imagenes de las respuestas y registros de los escolares.

El quinto capitulo contiene un resumen de los principales resultados del
capitulo cuarto y las conclusiones generales que se derivan del estudio
exploratorio que se realiz. Se resalta sobretodo la categorizacion de las
ejecuciones de los estudiantes que aqui se pudo corroborar (ver Iranzo y Fortuny,
2009).

Finalmente, se incluye un Anexo, que presenta el guion de las actividades (I
a V) y las preguntas de reflexion que se plantearon a los estudiantes en las hojas

de trabajo.



CAPITULO |

Antecedentes

1.1. El algebra en el bachillerato

Durante las dltimas décadas, en México se le ha dado mayor importancia en el
programa de matematicas de bachillerato al contenido algebraico; por ello, la
investigacion en educacién matemética también tuvo esta tendencia.

Sin ser propio de nuestro pais, hacia 1990 se registraron diversos estudios
gue versaban sobre la utilizacion de recursos tecnoldgicos en la ensefianza de las
matematicas a nivel basico y medio superior: Logo, Excel, Cabri-Geometre,
Simecalc-Math World, Mathematica, Function Machines, L Algebrista, Ila
Calculadora TI-92, Geometer's Sketchpad, etc. Los referidos estudios se
enfocaron, luego de que éstos se habian puesto en préactica, principalmente a la
evaluacion de los resultados y s6lo algunos se desarrollaron bajo un contenido
algebraico: Concretamente sobre la nocion de equivalencia algebraica.

Quiza la falta de investigaciones, sobre temas algebraicos relacionados con
el uso de nuevas tecnologias, distancia al profesor de los recursos tecnologicos
actuales que complementan su labor en el aula.

En el nivel medio superior (aunque no sélo en éste) existen carencias que
perjudican los procesos de ensefanza-aprendizaje. De estas carencias se
desprende una serie de dificultades que afecta tanto a quien ensefia como a quien
aprende. Asi, algunas dificultades detectadas estan relacionadas con la poca
capacidad de concentracion e interés manifestada por el estudiante. Lo anterior es
importante, ya que de la capacidad de concentracion e interés de quien aprende
dependera la incorporacion de un aprendizaje duradero y realmente significativo.

Rodriguez y Salazar (2004) sostienen que a la mayoria de los alumnos no
les atrae el estudio de las matematicas porque las perciben dificiles y aburridas,
debido a la forma en que el profesor las ensefia.

En los dltimos afos, las instituciones de nivel medio superior en México
implementaron reformas curriculares, cuyos objetivos persiguen el logro de una
flexibilidad del curriculo, promover una formacion integral de los individuos y
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fomentar el crecimiento de éstos a partir de adecuados ambientes culturales. Sin
embargo, las inconsistencias entre los fines y los medios para su consecucion®
denotan la necesidad de relacionar la ensefianza de las matematicas con la
tecnologia, pues asi se propiciaria en el estudiante mayor comprension y
razonamiento de la disciplina.

En el programa de la asignatura de Mateméticas | de bachillerato se
especifica la utilizacion de ésta sélo como un recurso para romper con la
instruccién tradicional y no como un medio para desarrollar el pensamiento
matematico.

La Matematica es una disciplina que en su proceso de aprendizaje requiere
de una secuencia en el tratamiento del contenido; hay temas antecedentes que
permiten abordar conceptos ubicados posteriormente; por ello, se organiza el area
del conocimiento mediante asignaturas que guardan un orden logico para su
tratamiento. Asi, el dlgebra es un antecedente para la solucién de problemas que
se presentan en geometria, trigopnometria y asignaturas subsecuentes.

Los conceptos fundamentales y subsidiarios, que aparecen en la
organizacion de cada una de las asignaturas, permiten, por un lado, la formulacion
de macro conceptos (categorias) y, por otro lado, el tratamiento de contenidos
procedimentales y actitudinales (a partir de diversos problemas que se presentan
en una realidad cargada de sucesos sociales, naturales, cientificos y
tecnolégicos).

En algebra, una problematizacion referida al calculo de las medidas de un
terreno, que se conoce por sSu perimetro, permite establecer una expresion
algebraica o0 modelo matematico para que a partir de éste se hallen sus posibles
soluciones. En la geometria analitica, el tratamiento de lo unidimensional y
bidimensional permite localizar y representar, en un sistema de coordenadas, un
determinado problema para su analisis.

La estructura de contenidos procedimentales promueve el fortalecimiento
de la disciplina matematica de bachillerato. En la siguiente figura se muestra la

ramificacion del &lgebra en este nivel educativo.

ICf. La reforma actual (Reforma integral de bachilie 2008).



Figura. 1.1. Ramificacion del &lgebra en el bachillerato general.

La asignatura de Matematicas | del bachillerato general tiene su
antecedente en las matematicas de educacién secundaria (que en nuestro pais se
considera parte de la educacion basica). Segun el plan de estudios de la
Secretaria de Educacién Publica (SEP) (2006) los estudiantes aprenden a plantear
y resolver problemas en distintos ambitos de su realidad. Asi como a justificar la
validez de los procedimientos y resultados cuando emplean el lenguaje

matematico como un elemento mas de comunicacion.



Con respecto al nivel bachillerato general, el mismo plan de estudios de la
SEP indica que en los estudiantes se consolidan y diversifican los aprendizajes y
desempefios adquiridos y, por tanto, se amplia y profundiza en los conocimientos,
habilidades, actitudes y valores relacionados con el campo de las matematicas.
Asi, en matematicas | se promueve el uso de representaciones y procedimientos
algebraicos para resolver situaciones de su entorno, que implican el manejo de
magnitudes variables y constantes.

En las asignaturas siguientes de este nivel, el desempefio se fortalecera
con el manejo de las relaciones funcionales entre dos 0 mas variables, mismas
gue permitirdn al estudiante modelar situaciones o fenébmenos y, obtener, explicar
e interpretar sus resultados; por tanto, en matematicas Il el fortalecimiento se da al
relacionar magnitudes fisicas o espaciales y también deterministicas o aleatorias,
en matematicas Ill mediante el cambio y la equivalencia entre representaciones
algebraicas y geométricas y, finalmente, en matematicas IV mediante el empleo de

diversos tipos de relaciones funcionales.

1.2. Breve revision de la nocion de equivalencia en el
programa de matematicas del primer afio del bachillerato

general

Con base en un analisis del programa de matematicas del primer afio del
bachillerato general (DGB/DCA/2009-03) el cual esta dividido en diez bloques
(Bloque | a Bloque X) y se encuentra centrado en el ambito del &lgebra,
especificamente en el tema de la nocion de equivalencia, se puede destacar que
en el primer semestre del bachillerato se aborda el contenido de &lgebra
(propiedades y aplicaciones) estudiado en secundaria y se agregan
particularmente algunas actividades: En el Bloque | se enseia el uso de variables
y expresiones algebraicas en el contexto de los nimeros positivos. En el Bloque I
se extiende lo anterior al conjunto de los numeros reales, incluyendo
comparaciones mediante tasas, razones, proporciones Yy la variacion proporcional

como caso simple de relacion lineal entre dos variables.



En el siguiente se estudian sucesiones y series (aritmeéticas y geométricas) de
numeros, bosquejando funciones discretas (lineales y exponenciales).

Los Bloques IV y V ilustran sobre operaciones con polinomios en una
variable y factorizaciones béasicas y de trinomios (incluyendo productos notables y
expresiones racionales). Los tres siguientes Bloques: VI, VII y VIl analizan los
sistemas de ecuaciones 1 x 1, 2 x 2, y 3 x 3 en estrecha conexién con la funcién
lineal. Finalmente los Bloques IX y X exponen el estudio de las ecuaciones
cuadraticas en una variable y su relacion con la funcion cuadratica.

A partir de lo anterior observamos que el aprendizaje del algebra es
importante para todos los estudiantes y no sélo para aqguellos que van a continuar
en una carrera universitaria.

La nocion de equivalencia es importante en el estudio del algebra porque,
generalmente, la falta de claridad de este concepto dificulta la solucion de
problemas algebraicos, ya que no existe: un adecuado desarrollo,
encadenamiento y transformacion de una expresion en sus diferentes formas
equivalentes.

Aunque la idea de equivalencia algebraica esta tendida en el corazén de la
transformacion algebraica, tipicamente no es puesta en primer plano en la
instruccién algebraica (Kieran y Saldanha, 2005).

La literatura de investigacion sobre el aprendizaje del algebra, aunque muy
extensa (Kieran, 1992), incluye pocas investigaciones respecto al entendimiento
de la equivalencia algebraica (Ball, Pierce, y Stacey, 2003; Kieran, 1984;
Pomerantsev y Korosteleva, 2003; Steinberger, Sleeman, y Ktorza, 1990). Por lo
anterior, el conocimiento respecto al entendimiento de la equivalencia algebraica
es minimo, lo cual se denota al cuestionarnos acerca de cdmo ese entendimiento
podria desarrollarse en los alumnos cuando hagan el trabajo de transformacion en
algebra y se apropien de él.

Ahora bien, las manipulaciones simbdlicas de las expresiones estan
presentes en la préctica de la escuela. Esto puede apreciarse, en el estudio de los
Blogues IV y V donde se presentan operaciones con polinomios en una variable y
factorizaciones basicas y de trinomios (incluyendo productos notables y

expresiones racionales).



En estas actividades el estudiante tiene que realizar una serie de
transformaciones algebraicas: descomponer productos, desarrollar, sustituir,
resolver las ecuaciones, simplificar las expresiones, etcétera. De tal manera, en el
nacleo de las tareas existe la idea de cambiar la forma de una expresion o
ecuacion a otra, manteniendo las equivalencias (Kieran, 2003; pp. 123). El
concepto de equivalencia es basico para comprender la manipulacion y
transformacion de simbolos; por ello a continuacién se muestran algunos ejemplos
de como los estudiantes tienen que realizar estas transformaciones en diferentes
ramas de las mateméticas en donde se encuentra inmerso el concepto de
equivalencia en el bachillerato:

1. ALGEBRA

x2 + fa+b)x+ab=(x+a) (x+b)

1)

[x+a) [x+h] =X s+ e an= 4 o [a+h]x:xi+ [a+h) x+ab

x’+ {a-b)x-ab = (x +a) (x-b)
2)

(k+a) (x-h) =% -ab-bxe ax = - b+ (a-b) %=+ (a-h) x-b

x2 - {a+b)x+ab = (x-a) (x-Db)

3)

(x-4) (kD) <K' -ah-be-ax=x - (o ) k=< 4] k- db

mnx> + ab + {mb +na) x = (mx +a) {(nx +b)

4)

(M 2] (1 h) = + b+ b nag=m’ + b+ (b + na) %= mn’ ¢ b +na) x+ b



2. GEOMETRIA ANALITICA

Plx.v)

d(c,pP) =r

Jix-ay +(y-bp =r

Elevando al cuadrado obtenemos la ecuacion:
(x-—af +(y-bf =r?

Si desarrollamos:

x2+y?-2ax-2by +a& +b*-r?* =0

y realizamos estos cambios:

A= -2a B =-2b C=-a& +b*-r?
Obtenemos otra forma de escribir la ecuacién:

x2+y? +Ax+By +C =0

Donde el centro de la circunferencia es:

A B
(%22

y el radio de la circunferencia cumple la relacion:
2 2
Fi = ﬂ + E -
2 2
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3. CALCULO DIFERENCIAL

Las reglas que se tienen que seguir para poder desarrollar las derivadas por
incremento son las siguientes:

Derivada de una funcion en un punto. Dada la funcion f(x) continta en el intervalo
abierto I, se define la derivada en el punto "a" como:

_ mreey K e B — F e
F (= =1amn =

Si en lugar de considerar h el incremento de la variable independiente x lo
sustituimos por Ax tenemos que la definicién queda:

_ = F = & Ay — Fi=x)
S = Hm, A

En el caso de que hagamos h=x-a tenemos a+h=x, y la definicion nos queda de la
siguiente forma:

S e ——

Funcién derivada. Dada la funcion f(x) continta en el intervalo abierto |
denominamos funcion derivada a:

_ m= F{x+ =By — _F )
G {xh — Limmm =

Si en lugar de considerar h el incremento de la variable independiente x lo
sustituimos por Ax tenemos que la definicién queda:

- F i Ay — _Fi{x)
F = Hm A

D — Rawwm

Como podemos ver, los conceptos y métodos algebraicos son, algunas
veces, insuficientes para transformar y comprender las expresiones. De tal
manera, que este tipo de tareas hacen que los alumnos sean llamados a construir
nuevas estrategias de solucion.

En bachillerato el estudio del algebra, especificamente el tema de la nocion
de equivalencia, no se desarrolla claramente, aunque el concepto de equivalencia
esta inserto implicitamente dentro de cada uno de los diez Bloques (I a X) ya
mencionados. De hecho, a lo largo de los diez Bloques el estudiante realiza
transformaciones algebraicas. Todavia mas, la nocion de equivalencia algebraica

11



no es considerada importante, pese a que la identificacion y realizacion de
expresiones equivalentes podria ayudar al alumno a visualizar relaciones entre las
transformaciones algebraicas y sus simplificaciones o resultados. También suele
pasar que los profesores no vinculen la nociébn de equivalencia con la
transformacion algebraica porque lo perciben como tema distinto. Sin embargo,
tanto la transformacion algebraica como la nocion de equivalencia son ejes
fundamentales en el algebra.

En nuestro pais, el estudio sobre el concepto de equivalencia esta poco
abordado. Quiza al explorar el tema con la utilizacién del CAS Aplusix, como se
propone en el presente trabajo de investigacion, se obtenga un aprendizaje
integro, no fragmentado, pues se estaria logrando la conexion de conceptos

matematicos.

1.3. Revision de los estandares del Consejo Nacional de
Profesores de Matematicas de los Estados Unidos
enfocados a la utilizacion de recursos tecnolégicos en la

ensefanza de las matematicas

A continuacion se presenta una breve revision de la utilizacion de recursos
tecnologicos enfocados a la ensefianza de las matematicas (etapa 9-12) dentro de
los estandares de los Estados Unidos.

Segun el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de los Estados
Unidos, National Council Teachers of Mathematics (NCTM), (1989), en
matematicas se pone énfasis en la deduccion y resolucion de problemas usando
las calculadoras y computadoras. Desde la perspectiva de dicho consejo los
alumnos de secundaria y bachillerato deberian tener oportunidad de profundizar
en la comprension de las relaciones y funciones y ampliar, asi, su repertorio de
familias de funciones. También considera la necesidad de que los estudiantes
utilicen herramientas tecnolégicas para representar y estudiar el comportamiento

de funciones polindmicas, exponenciales, racionales y periddicas, entre otras. El
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NCTM sefiala que con el uso de herramientas tecnolégicas los estudiantes
aprenden a combinar funciones, a expresarlas en formas equivalentes, a
componerlas y, cuando es el caso, a encontrar las funciones reciprocas, ya que
los aprendices necesitan desarrollar la comprension de las propiedades
algebraicas que rigen la manipulaciéon de los simbolos en las expresiones,
ecuaciones y desigualdades para alcanzar fluidez al operar mentalmente, a mano
0 con maquinas para resolver ecuaciones y desigualdades.

Otras consideraciones del Consejo referido son las siguientes:

El amplio repertorio de tipos de funciones disponibles en secundaria y
bachillerato para modelizar mateméticamente, deberia suministrar medios
poderosos y versétiles a los alumnos para analizar y describir su mundo.

Los alumnos pueden crear modelos y analizar una amplia serie de
fendbmenos del mundo real, con programas de manipulacion simbdlica,
representacion grafica y ajuste de curvas, asi como con programas y hojas de

calculo para representar procesos iterativos.

Los alumnos deberian ser capaces de operar con soltura cuando se trata de
expresiones algebraicas, de combinarlas y de cambiar su forma. Tales destrezas
constituyen la base de la habilidad para hallar las soluciones de una ecuacion o
expresion algebraica, un objetivo que siempre ha sido central en el curriculo del
algebra.

Tanto si los alumnos resuelven ecuaciones mentalmente, como si lo hacen
a mano o usando un CAS, deberian desarrollar la habilidad para trabajar con
simbolos para incentivar la capacidad de representar situaciones de seleccion de
meétodos apropiados de resolucion y para juzgar si los resultados son admisibles.
Desarrollar la capacidad de operar con simbolos algebraicos también es
importante porque se adquiere habilidad para transformar expresiones
algebraicas, ademas de expresar las funciones en formas que revelen distintos

tipos de informacion sobre ellas.
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1.4. Revision de algunos estudios enfocados a la nocion de

equivalencia algebraica mediante la utilizacion de un CAS

En seguida se hace referencia a diferentes investigaciones que proponen el uso
de la tecnologia para la ensefianza del algebra, concretamente para la ensefianza
de la nocion de equivalencia algebraica a partir de la utilizacion de un Sistema
Algebraico Computarizado.

Los investigadores revisados son: Cerulli y Mariotti (2002), Ball, Pierce y
Stacey, (2003), Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004), Kieran y
Saldanha (2005) y Kieran y Drijvers (2006).

El trabajo de Cerulli y Mariotti (2002) presenta el software L'Algebrista, el

cual es considerado por los autores como un “micromundo” y en donde incorporan
la teoria basica de las expresiones algebraicas.
La tesis de Cerulli (Introducing pupils to algebra as a theory: L’Algebrista as an
instrument of semiotic mediation, 2004) da cuenta de las actividades llevadas a
cabo dentro del micromundo, las cuales consistieron en transformar expresiones
primero numéricas y luego simbodlicas. La cadena de las transformaciones
mencionadas correspondio a la prueba de la equivalencia de expresiones dentro
de la teoria de las expresiones algebraicas.

La hipétesis basica planteada por los autores referia que en el algebra los
axiomas, los teoremas y las definiciones son los elementos principales implicados
en la transformacion de expresiones.

La investigacion de Cerulli y Mariotti (2002) incluye un experimento
realizado a lo largo un afio escolar en una clase de 9° grado (lo que en nuestro
pais equivale a tercero de secundaria). Los entornos de la secuencia de

actividades y las ideas basicas que los inspiraron fueron:

o Introducir a los alumnos a manipulacion simbdlica.

o Introducir a los alumnos a una perspectiva tedrica.

Dado que en este grado escolar los estudiantes consideran a las expresiones
numeéricas como equivalentes, cuando ellas dan el mismo resultado numérico, en

las actividades del experimento se planteo el problema de comparar expresiones.
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El resultado obtenido de dicha tarea fue que no es dificil negociar la interpretacion
de expresiones numéricas como esquemas de calculo, que seran equivalentes si
ellas dan el mismo resultado.

El micromundo L'Algebrista no es capaz de realizar ninguna transformacién
si no es dirigida explicitamente por el estudiante que usa y manipula los botones
de los comandos.

En contraste con lo que pasa con otros manipuladores simbdélicos —como
la calculadora TI-92 de Texas Instruments donde el estudiante sélo introduce los
parametros de la expresion y mediante la aplicacion de comandos: Solve y
Expand, por ejemplo, el CAS realiza las operaciones de manera interna y luego al
presentar el resultado final el estudiante debe estar en la posibilidad de
interpretarlo— Cerulli y Mariotti (2002) seialan que en L’Algebrista el estudiante
tiene el control total sobre la actividad de transformacion de las expresiones.
Ademas, hace explicitas las relaciones finales de entidades matematicas que
estan implicadas en la manipulacion simbdlica. La siguiente figura muestra la

pantalla del micromundo.

Figura 1.4.1 Pantalla del micromundo L Algebrista.
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En el estudio de Cerulli y Mariotti (2002) el concepto de relacion de
equivalencia fue el subalterno basico principal para la manipulacion simbdlica, lo
que representd el punto de partida de las actividades para los estudiantes.
Finalmente los estudiosos mencionan que de acuerdo con la teoria Vygotskiana,
las expresiones y comandos pueden ser pensados como signos externos de la
teoria algebraica. De tal manera, que pueden convertirse en instrumentos de
mediacion semiotica. Asi, pueden ser utilizados por el profesor para inducir a los
estudiantes a la manipulacién sintactica como una actividad tedrica.

El siguiente estudio revisado es el de Artigue, M. (2002a). En éste, la nocion
de equivalencia algebraica se analizé a partir del trabajo realizado por los
estudiantes a quienes se les propuso pasar una expresion algebraica de una
forma a otra mediante transformaciones algebraicas. Para lograr lo anterior el
autor defendio su planteamiento: "Los Problemas de equivalencia surgen como
algo que va mas alla de lo que es normal en el salon de clases.”

El estudioso empled un CAS como un “apalancar para promover el trabajo
sobre la sintaxis de las expresiones algebraicas, que es algo muy dificil de motivar
en ambientes usuales" (Artigue, 2002a, 265), lo cual forzé a los estudiantes para
gue se enfrentaran a la solucion de problemas donde involucren la nocién de

equivalencia y de simplificacion algebraica.

La tercera investigacién explorada del concepto de equivalencia y del uso
del CAS, es la de Ball, Pierce y Stacey (2003). Ellos mencionan que la capacidad
de reconocer expresiones algebraicas equivalentes de manera rapida y con
confianza, se torna necesaria para hacer matematicas en asociacion inteligente
con el algebra computacional. El trabajo de estos tres investigadores aporta la
idea de “expectativa algebraica”’, misma que consideraron una habilidad algebraica
paralela al calculo numérico. Ellos monitorearon el progreso de esta habilidad por
mas de dos afios en un grupo de 50 estudiantes al inicio del 11° grado (segundo
afio de Bachillerato) con quienes utilizaron un nuevo instrumento: la prueba de
expectativa algebraica. También utilizaron las cuatro operaciones basicas y la raiz
cuadrada, en el aprendizaje del algebra con un CAS.

En esta investigacion Ball, Pierce y Stacey (2003) indican que los

estudiantes comenzaron la llamada prueba de expectativa algebraica con poca
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destreza y confianza y, por tanto, sus avances fueron modestos. Sin embargo,
hacia el final del trabajo con los estudiantes, confirman en su estudio la
importancia de sortear obstaculos apoyandose en un CAS, el cual deberia
incorporarse explicitamente en los planes de estudios.

Esta prueba algebraica descubrio lo esencial que resulta la toma rapida de
decisiones (en tiempo real), ya que reflejé cdmo la expectativa algebraica provee
la observacidbn en curso constante y, casi inconsciente, de los resultados
algebraicos; por ello, fue elemental exponer preguntas que tuvieran un tiempo
limitado para responder. Cabe decir que la prueba fue disefiada para ser
administrada mediante la aplicacion de una presentacién en Microsoft PowerPoint
con un tiempo de 10 segundos entre cada pregunta.” Dada la necesidad de una
buena concentracion el tiempo de la prueba no podia exceder mas de 5 minutos,
aproximadamente 25 preguntas fueron aplicadas, mismas que fueron
seleccionadas sobre la base de investigaciones anteriores acerca del aprendizaje
del algebra o del uso del CAS.?

La pertinencia y la validez fueron examinadas por experimentados
profesores de matematicas, a quienes se les pregunto si esperaban, o no, que los
estudiantes en los grados 11° y 12° (segundo y tercer afio de bachillerato
respectivamente) podrian establecer rapidamente la nocién de equivalencia en las
expresiones algebraicas sin la utilizacién de procedimientos o calculos escritos.

Ball, Pierce y Stacey (2003) indican que sin ser estudiante cualquier
persona, dependiendo de su edad y su etapa, puede poseer una "buena
expectativa algebraica”. Lo anterior influy6 en la creacion de los items de la prueba
de expectativa algebraica.

En la figura 1.4.2. se presenta el tipo de items utilizados por Ball, Pierce y
Stacey (2003) cuando realizaron la prueba de expectativa algebraica. También se

observan los resultados obtenidos en la misma.

2 Tiempo basado en una prueba previa realizada por Pierce (2002).
3t Drijvers, 2000; Kieran, 1992; MacGregor y Stacey, 1997
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Tablce 1: Alecbraic Expoctation Quiz results Fob 2001 and Scpt 2002 (IN=50)

Figura 1.4.2. ltems utilizados y resultados obtenidos en la prueba de expectativa

algebraica.

En la figura expuesta puede observarse que cada item contiene dos
expresiones algebraicas. Se pidi6 a los estudiantes decidir si estas expresiones
eran o no equivalentes.

Finalmente en su estudio Ball, Pierce y Stacey (2003) mencionan que los
resultados obtenidos demuestran que los estudiantes practicamente no tienen
confianza y, por consiguiente, tienen poca facilidad para reconocer la equivalencia
algebraica. Afirman que el reconocimiento de la equivalencia algebraica, incluso
en casos sencillos, fue un obstaculo importante para los estudiantes. Asi, ellos
definen y analizan la expectativa algebraica en relacién con elementos como saber
convenciones y propiedades bésicas de las operaciones, y tener desarrollada la
capacidad de identificar la estructura y las caracteristicas claves de las
expresiones algebraicas.

La cuarta investigacion revisada, sobre el tema de la nocion de equivalencia
y el uso de los sistemas algebraicos computarizados que esta tesis incluye, es la

de los franceses: Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004) quienes
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describen el uso del CAS Aplusix en una clase de 10° grado (1% afio de
bachillerato) para mostrar la influencia de estas herramientas tecnoldgicas en la
construccion de competencias en algebra. Concretamente, evaluaron el trabajo de
los estudiantes durante una secuencia dedicada a la descomposicién de productos
en factores y a la solucién de ecuaciones algebraicas. Esta secuencia fue una lista
de ejercicios que los estudiantes tuvieron que resolver utilizando el CAS Aplusix
con el modo de retroalimentacion del sistema activado (validacion de la
equivalencia entre las transformaciones). Analizaron el comportamiento de los
estudiantes en el Pre-test. Observaron las dificultades de éstos para aplicar los
conocimientos previos aprendidos en el 9° grado.

Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004) aplicaron un Pre-test y
Post-test con diferentes tipos de ejercicios de temas algebraicos de 9° grado
(tercero de secundaria) usando siempre el CAS Aplusix.

A continuacién se muestra el tipo de ejercicios utilizados y los resultados

obtenidos en el Pre-test y Post-test.
TO: ax+b=0 Tl ax+b=cx+d T2: (ax+b)x(cx+d)=0

T3: (ax+b)x (cx+d)=(ex+f)x (gx + h)

Type of problems Pre-test Post-test
T, 46% 74%
T, 3% 63%
Ta: 27% 71%
Total 18% 68%

Figura 1.4.4. Evolucién de los estudiantes entre el pre-test y el post-test (porcentajes de
los ejercicios resueltos con ayuda del CAS Aplusix).

Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004) presentan la figura 1.4.5
para exponer las acciones llevadas a cabo por Maria, alumna participante. Los
investigadores describen las capacidades y estrategias desarrolladas por Maria
quien resolvio la equivalencia entre sus transformaciones. Lo anterior fue posible
gracias a la retroalimentacion que le proporcioné el CAS Aplusix, lo que a su vez

le permitio detectar y corregir sus errores.
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Solve

(x+2) (x-3) = [x+2) (X-4) [ ‘ (x+2) (x-3) = (x+2) (x-4)

| ¥

(%-3)= (x-4) (x-3) = (x-4)
1) Maria duplica la ecuacién dada. Entonces, 2) Hace clic en el botén verificar. Aparece una
selecciona y borra (x +2) en cada lado. flecha roja tachada indicando la no

equivalencia.

(x+2) (x-3] = (x+2] (x-4) |zowe (x+2) (x-3) = (x+2) (x-4) |zatwe

Xi-x+2x-5= a0 -4x+2x-8 | | x%-x42x-5- x2-dx2x-9|
3) Maria elimina la ecuacion y en el siguiente 4) Hace clic en el bot6n de verificacion y se
paso muestra una forma ampliada de la comprueba una vez mas que en la respuesta no
ecuacion dada. hay equivalencia.
[ (342) (¥3) = (3+2) (54) Jsom ‘ (x+2) (%-3) = (x+2) (¥-4) |sawe

| [
|x2—31x+2x—6: ¥%-4x+2x-8 | |x2—31.x+2x—6:x2—4x+2x—8 |
5) Elimina 5 y Maria inserta 6 en este lugar. 6) Se hace clic en el botén de verificacion y
Luego 3 para introducir un cambio en—x que recibe una respuesta de si equivalencia.

ahora es -3x.

Figura 1.4.5. Algunas transformaciones realizadas por Maria en el CAS Aplusix.

En general, los resultados obtenidos por Chaachoua, Nicaud, Bronner y
Bouhineau (2004) reflejan que los estudiantes cambiaron sus respuestas con
mayor facilidad que cuando utilizan papel y lapiz (ambiente tradicional). Sefialan
gue los estudiantes no dudaron en probar nuevas estrategias de transformacion, lo
cual demuestra, segun los investigadores mencionados, la influencia de las
herramientas del CAS Aplusix en la construccién de competencias en algebra.

Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004) concluyen su estudio
confirmando su hipétesis sobre la dimension didactica de la disponibilidad de la
verificacion de la equivalencia. EI CAS Aplusix puede ser visto como un medio
para la validacion, en el sentido dado por Brousseau (1997), ya que el estudiante
puede saber si su respuesta es correcta 0 no, sin la intervencion del profesor, lo
gue puede reducir el efecto del contrato didactico, en el cual los estudiantes tratan
de adivinar el resultado esperado por el profesor al momento de evaluarlos.

El quinto estudio revisado sobre el tema que este trabajo de tesis trata es la
de Kieran y Saldanha (2005). En este trabajo analizan el razonamiento de los
estudiantes de secundaria. Algunos de ellos participaron en un estudio
exploratorio de ensefianza en el salén de clases, en el que se us6 el CAS de la

calculadora TI-92 de Texas Instruments. En conjunto con el ambiente tradicional
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(uso de papel y lapiz) los investigadores promovieron la reflexiébn sobre la
equivalencia algebraica.

Kieran y Saldanha (2005) presentan la participacion de 15 estudiantes,
mismos que habian aprendido las bases de las técnicas de factorizacion y
resolucion de ecuaciones lineales y cuadraticas durante el afio anterior. También
habian usado calculadoras graficadoras sobre una base regular. Sin embargo, no
tenian experiencia previa con las calculadoras de manipulacion simbolica. Los
resultados de una prueba preliminar indicaron que estos estudiantes eran muy
calificados en la manipulacién algebraica.

Como ya se dijo, para la realizacion de dichas actividades se proporcioné a
los participantes las calculadoras TI-92 de Texas Instruments. El resultado indico
que la mayoria de los estudiantes supieron cémo hacer transformaciones
algebraicas para resolver las ecuaciones lineales simples. No obstante, también
hubo participantes que no relacionaron estos conocimientos con la produccion de
expresiones equivalentes.

Segun Kieran y Saldanha (2005), el razonamiento sobre las expresiones en
relacibon con su forma comun permiti6 a los estudiantes averiguar si las
expresiones dadas eran equivalentes o no. También mencionan que muchos
estudiantes tuvieron dificultades para diferenciar la nocion de equivalencia de la de

igualdad.

- La siguiente ecuacion tiene como soluciones x =2 v x=2/3
X(2X—A4 )+ (—x+2)2 =—3x2+8x—4

(i) dcon precision qué significa esto, decir que, " los valores 2 vy 2/3 son las
soluciones de estas ecuaciones ''?

(ii) use CAS para mostrar que:
(a) los dos valores de arriba son de verdad soluciones,

(b) Nno hay ningunas otras soluciones

- ison las expresiones del lado izquierdo y derecho ecuaciones equivalentes?

Figura.1.4.6. Pregunta del Post-test que revela la interpretacion de la equivalencia.
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El andlisis preliminar del post-test indicd, por un lado, que la idea de la
forma comun (una nocidn que fue explicada al inicio de la instruccion) fue
importante porque ayudé a los estudiantes a evaluar la equivalencia de
determinadas expresiones algebraicas. Por otro lado, también encontraron
pruebas suficientes que muestran las diferencias entre el concepto de igualdad y
el de equivalencia, pues muchos estudiantes denotaron que éste no es claro. Tal
situacion manifestada, por parte de los estudiantes, estuvo presente a pesar de
gue participaron en una secuencia instructiva, disefiada para dilucidar las
diferencias y resaltar el avance conceptual de la igualdad y la equivalencia.

Una de las conclusiones del mencionado trabajo de Kieran y Saldanha
(2005) refiere que no se debe subestimar la relacién conceptual entre la igualdad y
la equivalencia, pues de alguna manera también aclara las diferencias entre ellos.
De hecho, los investigadores descubrieron que las implicaciones entre las dos
nociones no son insignificantes y nos recuerdan que la instruccion tiene que ser
consciente de esa posibilidad.

El recorrido que se hace del estado del arte finaliza con la revision de la
investigacion de Kieran y Drijvers (2006), el cual fundamenta, en gran parte, este
trabajo de tesis. Ellos enfocan su trabajo en la relacion dialéctica entre el
pensamiento teorico y la técnica. Apoyan su investigacion en un sistema de
algebra computarizada (CAS) y en un ambiente de papel y lapiz. En otras
palabras, el marco tedrico de su estudio consistio en el acercamiento instrumental
y en una adaptacion de la teoria antropologica de Chevallard.

El objetivo principal de ellos persiguid el esclarecimiento entre el
pensamiento tedrico de los estudiantes y las técnicas que usan en ambos
ambientes de comunicacion (papel y lapiz y CAS).

Kieran y Drijvers (2006) realizaron dos experimentos en clases de 10°
grado. El primero fue sobre la equivalencia, la igualdad y la ecuacién vy, el
segundo, relacionado con la generalizacién y la demostracion dentro de la
descomposicién de factores. Aunque los dos asuntos son bastante diferentes, las
conclusiones de los pensadores sefialan la importancia de la co-emergencia de la

teoria y la técnica en ambos casos. En su trabajo prestaron atencion a la
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potencialidad de los sistemas algebraicos computarizados (CAS), de uso general
para realizar cualquier tipo de procedimiento algebraico.

Guiaron su estudio a partir de la pregunta central: ¢ De cuantas maneras la
interaccion entre la técnica y la teoria fomenta el pensamiento algebraico de los
estudiantes al trabajar en un ambiente combinado de CAS/papel-y-lapiz?

Las perspectivas que asumieron para dar respuesta a esta pregunta fueron
varias, entre ellas es que ven a los CAS como un instrumento matematico y
consideran el empleo del CAS como un caso particular del empleo de un
instrumento. De ahi que, el trabajo de Vygotsky sobre el empleo de instrumentos
esta en la base del trabajo de Kieran y Drijvers (2006). Asi, parafrasean la nocion
de instrumento como una extensién del cuerpo. En este sentido, los CAS, que son
un instrumento cognoscitivo, pueden ser vistos como una extension de la mente.

Refieren la existencia de muchas publicaciones que muestran un valioso
acercamiento al entendimiento de las interacciones de CAS-estudiante y su
influencia en la ensefianza y el estudio: Artigue, 1997, 2002a; Lagrange, 2000,
2005; Trouche, 2000, 2004a, b; Guin et al., 2004. La aportacion de las
mencionadas investigaciones ha sido aplicado no solo a la integracion del CAS en
el estudio de las matematicas, sino también al empleo de hojas de célculos
(Haspekian, 2005) y sistemas de geometria dinamicos (Falcade, 2003).

Kieran y Drijvers (2006) propusieron a los estudiantes, que participaron en
Su experimento, que escribieran su interpretacion acerca del trabajo realizado en
el medio tradicional y el realizado con el CAS. Lo anterior sustrajo nociones
matematicas, mismas que fueron objeto de reflexion y discusion en el salén de
clases vy, ello, facilité el reto de puntualizar ideas y distinciones algebraicas. Una
de las tareas principales en el trabajo de Kieran y Drijvers (2006) consistio en la
tarea de Evaluaciéon Numérica, cuyo objetivo principal fue que los estudiantes
notaran que algunos pares de expresiones parecen siempre terminar con
resultados iguales, y asi, denotar un primer acercamiento a la nocién de
equivalencia basada en la igualdad numérica.

Segun los estudiosos, lo sefialado se relaciona con dos aspectos reflejados
en la nocion de equivalencia de expresiones algebraicas; la equivalencia de dos

expresiones se relaciona con el valor numérico, lo que a su vez deriva la idea de
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qgue los “valores de salida son iguales para todos los valores de entrada’.
Proponen que la nocion de equivalencia de expresiones desde una perspectiva
algebraica significa que las expresiones se pueden reescribir en una forma
algebraica comuan. Por lo tanto, la progresion conceptual intencionada de esta
secuencia de ensefianza, con el 10° grado, radica en que los estudiantes
desarrollan un entendimiento integrado sobre la equivalencia de las expresiones,
en las cuales las perspectivas numeéricas y algebraicas son coordinadas. Al
concluir su investigacion observaron que la técnica y la teoria surgen en la
interaccion mutua.

Ademas, para que los estudiantes obtuvieran expresiones equivalentes,
usando las funciones de resolucion del CAS, necesitaron usar papel y lapiz para
resolver expresiones algebraicas a mano. Asi, se recalca que los ambientes
propuestos por el CAS combinan dos tipos de técnicas: técnicas de papel y lapiz y
técnicas de CAS. Las actividades propuestas por Kieran y Drijvers (2006) sobre
los ambientes indicados demuestran como las técnicas dan lugar al pensamiento
tedrico, y viceversa, y de como las reflexiones tedricas conducen a los estudiantes
a desarrollar y utilizar técnicas. Hacen énfasis en que las técnicas usadas para
resolver una expresion algebraica pueden ser aplicables a una amplia gama de
problemas. Por ultimo, mencionan que la relacion real entre la Tarea, la Técnica y

la Teoria (TTT) dependen de la situacion planteada.

1.5. Descripcion del CAS de la calculadora TI-92 Titanium de
TEXAS INSTRUMENTS

A continuacion se realiza una breve descripcion de las capacidades del CAS:
calculadora TI-92, a partir de la revisibn del manual de usuario de dicha
calculadora.

El conjunto de actividades (I a VIII) que Kieran y Drijvers (2006)
desarrollaron en su estudio, retomadas y adaptadas en esta tesis (soOlo la parte 1

de la actividad 1), fueron pensadas y disefiadas para su realizacion mediante el
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uso y manejo del CAS de las calculadoras de Texas Instruments (TI),

particularmente de los modelos TI-92 o TI-Voyage 200.

La principal diferencia entre una calculadora con CAS y una calculadora
tradicional o graficadora se encuentra en la habilidad, de la primera, para trabajar
simbolicamente con expresiones y férmulas, en lugar de trabajar soélo
numéricamente, debido a su sistema de algebra computacional. Por ejemplo, una
expresion como a + b es interpretada siempre como "la suma de dos variables", y

no como "la suma de dos numeros" (con valores asignados).

Una calculadora con CAS nos permite automatizar manipulaciones tediosas
o dificiles. Asi, puede desarrollarse el binomio de Newton en la expresion (x —
10)°®. La calculadora logra evaluar y simplificar las expresiones algebraicas
simbélicamente; por ello, al introducir (x*3-x"2-8x+12)/(x+3) devuelve x* - 4 x + 4.
La respuesta de forma predeterminada es clara, ya que se muestra cOmo seria
escrito en papel; en vez de x"2-4x+4 devueltos por las calculadoras que son

incapaces de desplegar superindices o subindices.
El modelo TI-92 incluye habilidades como:

* La descomposicion en factores de expresiones algebraicas. Incluye la
descomposicién en fracciones parciales.

» La simplificacion algebraica. EI CAS puede, por ejemplo, combinar varios
términos en una fraccion para encontrar un denominador coman.

» La evaluacion de expresiones trigopnométricas a los valores exactos. Asi, el

Sin (60 9 devuelve ?en vez de 0,86602.

* La resolucién de ecuaciones para una variable determinada. El CAS no
s6lo puede resolver una sola variable en funcién de otra, sino también
puede resolver sistemas de ecuaciones. Para las ecuaciones cuadraticas
donde hay multiples soluciones, devuelve todos ellos.

 Las ecuaciones con infinitas soluciones se resuelven mediante la
introduccion de constantes arbitrarias en: Solve (tan(x+2)=0,x) devuelve x =

@ nl1 1T -2, con la @ nl para representar cualquier numero entero.
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 Enla busqueda de los limites de funciones, incluye los limites infinitos y los
limites de una sola direccion.

» La diferenciacion simbdlica y la integracién. Las derivadas y las integrales
definidas se evallian con exactitud, segun sea posible.

« La elaboracion de graficas de ecuaciones paramétricas (ecuaciones
polares).

La siguiente figura presenta una imagen de la pantalla de la calculadora

TI1-92 de Texas Instrument.

l..lltlma E-ntr_ada ) Fi-| Fz- [Fz~] Fa= T FE FB
Pratty print” activada Tawin15|BT19ehka| o e [Nk bk | Frannm|r1ean e

Exponentes, raices, - ; La respuesta continua
fraccilones, =Ic. s - g+ oy = ll_-' nezal1f a respussta y
muestran del mismo ™ combenorn = taT /  pulse 3r para

L=+ 1) £ desplazarse hacia la

mado com el que se
ecoribhan K P TP - derecha v ver el resto de
tradicionalments. = ella_ Fijese en gue la

WA w4 respucsia o apancos on
combenomt Cy™ 24yl <+ 1 22+ la misma limea gue |a
T LnE- QNI T FPET) expresidn.

La exwpresisn continds
Fulse (f para desplazarss
hacia la derecha y wer |
resto de la entrada. Pulse
2nd] (G o [Bd] (B parair al
imigio o ol fimal de la linca
de entrada.

Figura 1.5.1. Pantalla principal de la TI-92.

En sintesis, el CAS de las calculadoras de Texas Instruments (TI-92),
herramienta de tecnologia avanzada, contiene la mayoria de los paquetes de
coémputo, los cuales son seleccionados para la ensefianza de las matematicas y
en particular del algebra. Este CAS tiene las funciones de calculo de una
calculadora cientifica. Su capacidad gréafica la convierte en un medio para abordar
distintos aspectos del curriculo de matematicas de educacion béasica y media
superior: manipulacion numérica y algebraica; graficacibn de funciones;
procesador geométrico Cabri-Géometre; edicion y manipulacion de matrices y, en

particular, tablas similares a una hoja de calculo.
1.6. Descripcion del CAS Aplusix

Segun el manual de usuario y manual del editor, el CAS Aplusix, disefiado por
Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004), es una herramienta informética
gue respalda el aprendizaje del algebra.
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Esta dirigido principalmente a alumnos de nivel medio o secundario. No obstante,
algunos ejercicios (aritméticos) pueden plantearse incluso en grados menores.
Con los CAS Aplusix y las calculadoras graficadoras de Texas Instruments (TI-92
y la TI-Voyage 200) pueden resolverse diferentes ejercicios: calcular (para el
calculo numérico), desarrollar y simplificar, descomponer en factores, transformar

y resolver (ecuaciones, desigualdades, o sistemas de ecuaciones).

Con el CAS Aplusix, especificamente en el “modo” de ejercitacion, puede
comprobarse y completarse correctamente los ejercicios. En este “modo”, los
estudiantes resuelven ejercicios, paso a paso, desarrollando sus propios célculos,
lo cual es una enorme diferencia con respecto a las calculadoras con CAS (TI-92 y
TI-Voyage 200), ya que soOlo se requiere que la sintaxis introducida de los datos
sea correcta para que la calculadora muestre un resultado final. Asi, el estudiante
no interviene en el proceso de resolucion y transformacion algebraica.

Aplusix estd compuesto por tres aplicaciones:

Primera. Gestion del ambiente del alumno: Aplusix.exe que, ademas,
permite al docente ver las actividades previas realizadas por cada
estudiante;

Segunda: Editor de ejercicios: AplusixEditeur.exe que facilita la creacién de
archivos de ejercicios o problemas. Tiene su propio manual de empleo
dedicado al docente.

Tercera: Programa de administracion: AplusixAdmin.exe que admite la
exposicion de las clases desde el servidor de acuerdo a decisiones

didacticas establecidas. Tiene su propio manual de empleo.

La figura 1.6.1. presenta una sintesis esquematica de la pantalla principal

del CAS Aplusix con sus respectivas referencias.
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Referencias
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1 Mombre de la actividad en curso

2 Borra la efapa en curso (contenido del cuadro)

3 Borra la efapa en cursoy subsecuenies

4 Verifica la equivalencia entre |as efapas

5 Exponer el teclado virtual

6 Permite pasar a indicar el fin de un ejercicioiproblema en curso y medificar un
ejercicio/problema terminado.

T Acceso al gjercidofproblema precedente en la lista

a Indica la posicion de un ejercicio/problema en la lista

G Acceso al gjercico/problema subsiguiente en la lista

12 Produce una nueva pagina, es decir, un gjercicio vacio

1" Parmite sbrir un archive alg que contiene una hoja de calculo o un archive exo que
contiene ejercicios/problemas

12 Detiene la actividad en curso y retoma a la actividad de ejercitacion

13 Acceso al‘maps” que ocrganiza y contiene 25 familias de zjercicios

14 Barra de herram entas

15 Bara de estado

15 Corchete izquierdo, es el operador 167ico eye

17 Operador 16gico «0s

18 Dable paréntesis

13 Fraccidn

20 Cuadrado

21 Borra a laizquierda

22 Bora a laderecha

23 Polencia

24 Raiz cuadrada

25 Fraccidn

25 Operadoras de ralacion

Figura 1.6.1. Sintesis esquematica de la pantalla principal del CAS Aplusix.

En el CAS Aplusix los estudiantes hacen sus propios calculos (como lo
hacen con papel y l4piz), aunque no ensefia directamente normas, reglas y

mecanismos aritméticos y algebraicos, mismos que ayuda a aplicar
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correctamente, lo cual conlleva realimentacion y retroacciones de informacion
pertinente (puntaje, comentarios, etc.). Por lo anterior, es diferente de los otros
medios de aprendizaje formales para el algebra que requieren el uso de un
comando para realizar cada accion (Beeson, 1996), por tanto, para conmutar 4 y
x en 4 + x, tiene que aplicarse un comando que contiene la identidad a+ b =Db +
a, en vez de escribir x + 4, o realizar un arrastre y soltar x. Ademas de estas
interacciones, la mayoria de estos sistemas hacen todos los célculos.

Mientras que en los comandos de la TI-92 el estudiante no puede cometer
errores, por consiguiente, no puede aprender de la correccién de sus errores, con
el Aplusix los estudiantes desarrollan libremente sus transformaciones en los
rectangulos que contienen las expresiones. Los pasos dados por los estudiantes
en el CAS Aplusix son verificados y validados por el sistema que calcula la
equivalencia de las expresiones y muestra el resultado.

El resultado de la verificacidn se muestra en los distintos vinculos:

- Un trazo negro simple significa "verificacion no realizada".

- Un trazo negro doble (”) entre dos expresiones significa que las dos

expresiones son iguales. Una doble flecha H (entre dos expresiones o
inecuaciones significa que son equivalentes. Lo mismo ocurre con los
sistemas de ecuaciones.

- Un trazo azul doble con una cruz azul (;Hi) significa que hay una expresion

"inacabada" o "indefinida".

- Un trazo rojo doble tachado con una cruz (>H:) significa que se tiene una
relacion de dos expresiones "no iguales”, dos expresiones, ecuaciones o
inecuaciones "no equivalentes” o dos sistemas de ecuaciones "no

equivalentes”.

Segun Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004), para el caso de
Aplusix dos expresiones, 0 ecuaciones e inecuaciones son equivalentes si y sélo

si tienen el mismo conjunto de soluciones (manual de usuario, p.15).
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Aplusix también proporciona informacion del proceso de transformacion de

las expresiones algebraicas en proceso de solucién (véase la figura 1.6.2).

Aplusix - Micromonde

File Edit  Activity Step  Calculate See  Options  Help  Companion

0 || G| & of o] o8] =|=s] 2| =3 "% 58] ~| =] x| 7| B
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>H<':" or| =|=| @|2|m?+]| x|7|z2]9]a *"ﬁT@*
X gy _ N SRS 4|56 — =
"x(z 1) 14+{2x=0 |- ({55 SRR 24151 -

° M|

State : “well formed x| | Reduced BB x| | Equation T x|

Figura 1.6.2. Validacién de no equivalencia entre dos expresiones algebraicas en el CAS
Aplusix.

En la figura anterior puede apreciarse como un estudiante traslada el primer
miembro de la ecuacién al segundo miembro y sélo ha cambiado un signo. Dos
lineas verticales, en rojo y tachada significan que hay un error de equivalencia
entre los dos rectangulos. La barra de estado, en la parte inferior de la ventana,
indica que la expresion de la actual etapa se reduce y no es un paso importante en
el proceso de solucién de la ecuacion.

Al final de cada ejercicio, Aplusix verifica que el Ultimo paso no contenga
una forma por resolverse, verifica que la ruta siga los pasos correctos y
proporciona una retroalimentacion, la cual conlleva un ejercicio resuelto (que si
bien no implica resolver, exige reducir) y un camino, que contiene errores, para ir
al paso actual. Cuando el ejercicio no se resuelve, el estudiante puede optar por
continuar con el proceso de resolucion o salir.

Un editor avanzado de algebra permite ingresar y modificar expresiones con
facilidad. Aplusix ayuda a los estudiantes a mejorar su desempefio en algebra

gracias a la interaccidén que se basa en tres tipos de retroalimentacion:

(1) Revision permanente que sefiala si los calculos (equivalentes) estan

correctos o no.
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(2) Solucién proporcionada a solicitud del estudiante

(3) Ratificacion de la adecuada finalizacion del ejercicio cuando el

estudiante sefiala que esta completado.

El CAS Aplusix contiene una diversidad de ejercicios organizados por tema
y nivel de dificultad. Para la actualizacion de estos ejercicios, hecha en cada
oportunidad, se apela a diferentes coeficientes de asignacién aleatoria. Asi, el
editor de ejercicios, permite a los docentes la elaboracion de listas y secuencias
de ejercicios propias o seleccionadas de cursos o libros de texto. En el "modo de
prueba” de Aplusix, los estudiantes resuelven ejercicios sin devolucién de
realimentacion alguna. Al finalizar la prueba, reciben un puntaje y pueden pasar a
la revisibn de “auto-correccién”. También es posible que revisen sus calculos
efectuados en "modo ejercitacion” o en "modo prueba”. Tienen la oportunidad,
presionando el botén "modificar el ejercicio”, de volver a los ejercicios que no
resolvieron correctamente y reanudar la resolucion. Incluso los alumnos consiguen
la verificacidon de los célculos que no tenian a su disposicion y, finalmente, a través
de "actividades previas", logran efectuar la autocorreccion de una prueba

inmediatamente después de realizarla.

En el “modo de ejercitacion” se procura inducir a la respuesta correcta y
posteriormente confirmarla. Se aprende asi, a ajustar lo realizado: completado,
detallado y registrado (accion por accion), en funcion de la interpretacion de las
devoluciones anotadas. Tal minucioso registro conforma un “sistema de revision”
gue permite una apreciacion tanto a docentes como a estudiantes, mismos que
logran protagonizar la evaluacion, integrada asi a su aprendizaje mas alla de
guedar delegada a las responsabilidades de ensefianza. En este marco de
situacion de aprendizaje, se promueve una genuina devolucion; en el sentido

adjudicado al término dentro de la didactica de la matematica.

A su vez, los docentes, pueden acceder a registros estadisticos de sus
clases o grupos para confrontar la cantidad de ejercicios realizados. Asi,
distinguen los que fueron correcta o incorrectamente desarrollados (en forma
completa o provisoria) y los resultados que denotan los puntajes (algo que en las

calculadoras simbdlicas (TI-92 y TI-Voyage 200) no se puede hacer).
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En seguida se presenta la Figura 1.6.2 con los ambitos de trabajo escolar

gue se pueden llevar a cabo con Aplusix.

Tipo de ejercicio

Ambito para la verificacion de
los célculos

Ambito para célculo de
soluciones y puntuacion
de resultados

Calculo Numérico

Las expresiones deben contener
Unicamente ndmeros

Las expresiones deben
contener Unicamente nimeros

Desarrollo

Expresiones polinomiales o

racionales

Expresiones polinomiales

Descomposicién en
factores

Expresiones polinomiales

Expresiones polinomiales de
segundo grado como maximo

Resolucién de
ecuaciones

Ecuaciones polinomiales de una
incégnita, cuarto grado como
maximo y ecuaciones racionales
simplificables

Ecuaciones polinomiales de
una incognita, de segundo
grado como maximo

Resolucion de
desigualdades

Desigualdades polinomiales de
una incognita, cuarto grado como
maximo y desigualdades
racionales simplificables

Desigualdades polinomiales
de primer grado

Resoluciones de
sistemas

Sistemas lineales que tienen a lo
sumo 10 ecuacionesy 10

incégnitas

Sistemas lineales que tienen
dos ecuaciones y dos

incognitas

Figura 1.6.2. Ambitos escolares que se pueden llevar a cabo en Aplusix.

Las notaciones de los numeros que entran en la composicion de las
expresiones son: las de enteros, decimales, fracciones y exponenciales. Los

exponentes deben ser enteros (positivos, negativos o nulos).

Los nimeros enteros deben estar comprendidos, en valor absoluto, entre O

y 109. Los numeros decimales deben tener como maximo nueve cifras
significativas y no se indican decimales de rango superior a nueve. Cuando estas
restricciones no se respetan, los numeros fuera de rango se exhiben en azul. Del
mismo modo, las expresiones cuyos numeros se refieren a un campo demasiado

amplio se consideran fuera de rango. Es el caso de 1000000 + 0,000001.
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1.7. Resumen Capitulo |

En este capitulo | se expuso el trabajo investigativo de diversos estudiosos, cuyo
fin comin es el mismo tema del presente trabajo de tesis (estrategias de
transformacion de expresiones algebraicas y comprension de su equivalencia
utilizando un sistema algebraico computarizado (Aplusix)). El estado del arte gira
en torno al estudio de las relaciones de equivalencia entre expresiones
algebraicas, la resolucién de problemas y el uso de la tecnologia. Especificamente
se analiza la manera en que se fomenta la compresion de la nocion de

equivalencia algebraica con el uso de un CAS.

También se da cuenta de las ventajas y desventajas de la utilizacién de
diferentes herramientas tecnologicas (TI-92 y Aplusix) en la ensefianza de la
nocién de equivalencia algebraica. Lo dicho anteriormente permitié estructurar e
instrumentar las secuencias didacticas que se utilizaron en este trabajo de tesis

(ver Anexo ).
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CAPITULO 1I

Planteamiento del problema y marco tedérico

2.1. Planteamiento del problema de estudio

Interrogantes que guiaron el trabajo de tesis:

¢, Cuales son las estrategias de transformacion de expresiones algebraicas que

desarrollan estudiantes de bachillerato, mediante el uso de un sistema algebraico

computarizado (Aplusix)?

¢, Cual es la co-influencia del uso de CAS y del lapiz y papel en la adquisicion

de conocimiento de los alumnos?

¢Cuales son los grados en los procesos de instrumentacion e

instrumentalizacion, que desarrollan los estudiantes al enfrentarse a la

resolucion de tareas de transformacion de expresiones algebraicas, cuando

utilizan lapiz y papel y CAS?

Objetivos:

Conocer y analizar cuéles son las estrategias de transformacion de las
expresiones algebraicas que desarrollan los estudiantes de bachillerato
cuando utilizan un CAS, y en ese desarrollo cual es el papel del uso del
papel y lapiz.

Conocer si el sistema algebraico computarizado (Aplusix) sirve como
medio para reconocer la nocion de equivalencia y validar las
transformaciones de expresiones algebraicas.

Analizar los grados de instrumentacion e instrumentalizacion que alcanzan
los estudiantes y esbozar las diferentes categorias correspondientes a los
usos del CAS.
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Propdésitos:

- Reportar estrategias que emergen en el desarrollo de las actividades que
se disefaron para este estudio (ver Anexo 1), y avances de los estudiantes
de bachillerato en la tarea de reconocer la nocion de equivalencia entre

expresiones algebraicas.

- Explorar la co-influencia del uso de CAS y del lapiz y papel en la
adquisicion de conocimiento de los estudiantes en la relacion de

equivalencia entre expresiones algebraicas.

- Analizar los grados de instrumentacion e instrumentalizacion de los
alumnos que se reflejan en las estrategias de transformacion y resolucion
de las actividades (ver, Anexo I) que emprenden cuando utilizan lapiz y

papel y un CAS.

2.2. Introduccioén a la Problematica

Drouhard (2007) menciona que la actividad algebraica, incluso cuando es
estudiada Unicamente en su fase de célculo simbdlico, no consiste solamente en
realizar transformaciones sobre escrituras operadas mecéanicamente.

En todo momento, el sujeto debe tener opciones (elegir qué transformacion
efectuar y sobre qué subescritura hacerlo) y dar cuenta de ellas. Segun Drouhard
(2007) las justificaciones sobre el estudio del algebra apuntan a tres acepciones
de la pregunta “¢,por quée?”.

Consideremos, por ejemplo, un alumno que produjera las dos lineas de

escrituras siguientes:
2X + 2x°= 0
2x(1+x)=0

Frente a la pregunta “¢Por qué 2x + 2x??” hay tres tipos de respuestas

posibles:
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1) Hay una respuesta pragmatica: “para llegar a tal resultado”, “habida cuenta
de aquello de lo cual disponia”. Aqui, “¢por qué?” es sinbnimo de “para qué

hacer”; los argumentos se fundamentan en tacticas y estrategias.

2) Hay una respuesta sintactica: “porque descompuse en factores”. “¢Por

qué?” tiene aca mas bien el sentido de “¢cdmo?”, los argumentos se
fundamentan en los conocimientos que se refieren a las trasformaciones.

3) Finalmente, hay una respuesta matematica: “porque la propiedad
distributiva me asegura que podia desarrollar”. “¢Por qué?” significa acé

“con qué derecho” y los argumentos se fundamentan en la matematica.

El calculo simbdlico toma todo su sentido a través de las respuestas a la
pregunta “por qué”, gracias a la triple relacion entre la graméatica (las reglas), el
contexto pragmatico (el proyecto), y las matematicas subyacentes.

En su trabajo Drouhard (2007) sefiala que podemos encontrar, en lo
anterior, un punto de contacto, pero esta vez con el enfoque “tarea-técnica-
tecnologia-teoria” (Y. Chevallard) y tomando en cuenta las tres dimensiones que
acabamos de ver: pragmatica, sintactica y mateméatica. Drouhard (2007), cita a
Chevallard, (1989, 47) quien sefala:

La relacién del alumno con el calculo algebraico no tiene en cuenta la idea de
una relacién entre manipulaciones algebraicas de la expresion y sustitucién de
valores numéricos en esa expresion. Tal relacion les parecera a ustedes
extrafia, trunca, incompleta. Es, sin embargo, no lo duden, la relacién oficial que
se le ha exigido mostrar al alumno hasta ese momento; y su conducta (...) esta
perfectamente adecuada a la relacién oficial. Ustedes podran poner en duda
gue la relacién oficial que se impone sea bien adaptada o, como diriamos
nosotros, idénea, para ciertos empleos efectivos en los que estaran pensando
(por ejemplo, factorizar un polinomio de tercer grado P(x), con el objetivo de
resolver la ecuacion P(x) = 0. (Trad. Patricia Sadovski).

Drouhard (2007) sostiene que el concepto “denotacion” es clave en el célculo
simbolico, ya que éste marca la diferencia entre el puro célculo formal de las
computadoras y el célculo en tanto practica. Ademas, el concepto “denotacion”
justifica las transformaciones; por ello, es un componente esencial de la “teoria” en

su dimension matemética. Sin denotacion, no hay ninguna razén para preferir tal o
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cual transformacion, salvo la de llegar més facilmente al objetivo (es lo que hacen

los alumnos cuando permanecen en el dominio pragmatico del “Sinn”).*
2.2.1. Sentido de las expresiones algebraicas

Drouhard (2007) menciona que el sentido de una escritura nos permite saber
como esta formada, cdmo se le puede calcular (“modo de denotacion del objeto”).
Nos permite informarnos sobre lo que se puede hacer con ella (si tal forma es
descompuesta en factores, si tal otra es desarrollable, en el marco de la resolucién
de una expresion, si tal forma es preferible, etc.).

Aunque una discusion detallada de lo que podriamos llamar sentido en el
calculo simbdlico sobrepasa el marco de esta investigacion, si sefialamos aqui, de
acuerdo con Drouhard (2007), que el sentido no esta definido de manera absoluta,
a priori, sino que es (entre otras cosas) relativo al proyecto de quien hace los
cdalculos. Volvemos a encontrar aqui la pregunta “por qué” en el sentido de “para
qué hacer”. El sentido es asi la componente pragmaética, (i.e. ligada al contexto) de
la significacion. Segun este autor desde este punto de vista, (y sélo desde este
punto de vista) son raros los alumnos que no dan un sentido (“Sinn”), al menos
pragmatico, a las escrituras que ellos manipulan.

La puesta en juego de esta componente pragmatica ha sido bien estudiada
por todos aquellos que han trabajado sobre las transformaciones: Paolo Boero
(1994), por ejemplo. Puede decirse lo mismo de los trabajos sobre Aplusix: Jean-
Francois Nicaud, 1987, 1994, Jean-Michel Gélis, 1995, Ahn Nguyen Xuan, 1993.
Estos dltimos a nivel de las tacticas y de las estrategias. Por su parte, el equipo
“ABC” (Ferdinando Arzarello, Luciana Bazzini y Giampaolo Chiappini, 1992) ha
retomado esta dimension en el seno de la nocién de “frame” (marco, cuadro),
surgida de la inteligencia artificial.

Segun Boero (1994), en esta perspectiva el concepto “denotacion” se sitla
en un marco dado; un “frame” es un marco de trabajo asociado a una estructura
de datos, en el interior del cual el sentido y la denotacion (apropiados de las

escrituras) son activados por los alumnos para darles representaciones

* Cf. infra
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estereotipadas. No obstante, adaptadas al contexto de resolucion. Lo anterior
permite dar una dimension dinamica a una semantica que, si se limitara solo a los
aspectos denotacionales, permaneceria estatica; saber que las transformaciones
conservan la denotacion no nos informa en efecto sobre las elecciones a realizar

para determinar cuéles son las transformaciones necesarias en un momento dado.

Drouhard (2007) reflexiona acerca de que no deberiamos hablar mas de
“sentido” si no precisamos: “sentido ¢de qué?”. Sobre todo, cuando se trata del
sentido de un conocimiento, de un concepto, de una escritura (y mas
generalmente de un significante) o de una actividad. Por otra parte, ninguno de
estos diferentes aspectos del sentido puede reducirse a los otros, ya que hacer
algebra, es llevar a cabo una actividad que tiene relacién con las escrituras,
mismas que tienen sentido y que estan ligadas a conceptos con sentido y, de las
cuales, tenemos un conocimiento que, en efecto, tiene sentido. Cada aspecto
puede ser estudiado aisladamente, pero si se desea pensar de manera global las
cuestiones del algebra, se debe intentar considerar simultdneamente todos estos

aspectos.

2.2.2. Justificacion del estudio

En México, el Instituto Nacional para la Evaluacion de la Educaciéon (INEE, 2008)
reporta que pruebas como: EXANI, PISA y EXCALE (evaluaciones realizadas en
escuelas de nivel medio superior, principalmente), reflejan algunos problemas
actuales en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Tal situacion indica
la necesidad de analizar los planes y programas de estudio actuales y todo lo que
se halla implicito en éstos, pues de esta forma podrian subsanarse las deficiencias
actuales y evitarlas a futuro.

Los estudios realizados y reportados en el informe del Programa
Internacional para la Evaluacion de Estudiantes (2003) (Programme for
International Student Assessment: PISA por sus siglas en inglés) reportan que en
los estudiantes, de nivel medio superior (bachillerato), el estudio de temas
fundamentales: matematicas y otras ciencias —promovidos por la Organizacion

para la Cooperacién y el Desarrollo Econémico (OCDE) con la colaboracion de los
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paises miembros— sirven para identificar el nivel de logro de sus sistemas
educativos de educacion basica y media superior.

La prueba PISA, a través de tres éareas del conocimiento (lectura,
matematicas y ciencias) evalla en los alumnos de 15 afios, el grado de
competencia que han desarrollado para resolver problemas y situaciones de la
vida diaria, asi como para participar activa y responsablemente en la sociedad.

En México la mayor parte de los jovenes de esta edad cursan el tercer
grado de secundaria o el primer semestre de bachillerato y reflejan resultados
desfavorables. Los resultados de PISA muestran que el Sistema Educativo
Mexicano (SEM) tiene dos situaciones graves: Una es que tiene una proporcion
elevada de alumnos por debajo del Nivel 2 (alrededor del 50%), lo que implica que
muchos jovenes no estan siendo preparados para una vida fructifera en la
sociedad actual y, la otra tiene que ver con que cuenta con pocos estudiantes en
niveles altos (menos del 1% en los niveles 5 y 6). Lo anterior, significa que los
alumnos de mejores resultados no estan desarrollando las competencias que se
requieren para ocupar puestos de alto nivel en los diversos ambitos de la
sociedad.

Segun Szeékely (2009), en el 2009 la Evaluacion Nacional del Logro
Académico en Centros Escolares (ENLACE) reportdé que de los 804,355
estudiantes evaluados de nivel medio superior en habilidades mateméaticas 46.4%
se encuentran en el nivel de insuficiencia, 37.8% en el nivel elemental, 12.2% en
bueno y 3.4% en el nivel de excelencia. La prueba demostré que sélo el 3.1% de
los alumnos mejoré en su habilidad mateméatica, en comparacion al afio 2008.
Esta situacion se manifiesta en el descenso de la matricula escolar, es decir, bajos
indices de egreso y altos de reprobacion. En el area de matematicas, lo anterior se
ve reflejado en las dificultades que atraviesan los estudiantes en estudios
posteriores.

Parte de esta problematica influy6 en el redisefio de los actuales
planteamientos curriculares que, a este nivel, promueven, por ejemplo, una
ensefianza centrada en el alumno. Donde se persigue que tal ensefianza se dé
mediante la utilizacion de secuencias didacticas, que busquen cierta

independencia del estudiante, y logre un reacomodo estructural a nivel de
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institucion y de aula. Sin embargo, falta el convencimiento acerca de que tan
adecuado o inadecuado son los planteamientos y lo que éstos promueven.

En los ultimos afios, ha venido surgido la inquietud, entre un gran sector de
matematicos y educadores, de que mediante la ensefianza de ciertos sistemas
computarizados algebraicos los individuos aprenden matematicas. Mas aun, se
piensa que cierto tipo de habilidades matematicas se pueden adquirir con mayor
facilidad con el manejo de un sistema computarizado.

Uno de los resultados mas notables de la puesta en marcha de la idea
anterior se dio con el Sistema Algebraico Computarizado (CAS) Aplusix.
Desarrollado por Denis Bouhineau, Jean-Frangois Nicaud, Hamid Chaachoua,
Marilena Bittar, y Alain Bronner en el laboratorio Leibniz en Francia. Los
disefiadores sefialan que este CAS respalda el aprendizaje del &lgebra de
estudiantes de 13 a 16 afios principalmente.

El presente trabajo de tesis se apoy0 en el estudio exploratorio del CAS con
el propdsito de ver si el CAS Aplusix sirve como medio para reconocer la nocién

de equivalencia y validar las transformaciones de las expresiones algebraicas.

2.3. Marco Teorico

2.3.1. Relacion entre teoria, técnica y tarea

En esta seccion se expondra la relacion entre teoria, técnica y tarea; por ello los
articulos de Kieran y Drijvers (2006) y de Artigue (2002) son basicos.

Segun Kieran y Drijvers (2006), Chevallard en su teoria antropoldgica de la
didactica (1999, 225) describe cuatro componentes de la practica: tarea, técnica,
tecnologia, y teoria, por medio de los cuales los objetos matematicos son puestos
en juego al interior de las instituciones didacticas. El nota que las tareas,
normalmente, son expresadas en términos de verbos: “multiplique la expresion
algebraica dada”. Define la técnica como "un modo de logro, de realizar tareas" e
indica que una técnica "no es necesariamente algoritmica o cuasi algoritmica".
Observamos que en su teoria concibe el concepto de técnica a partir del discurso
gue lo justifica/explica/produce, —que él llama tecnologia esto es en contraste con

nuestro uso del término de tecnologia, ya que hace referencia al uso de
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computadoras y otras herramientas tecnologicas—. No obstante, admite que este
tipo de discurso a menudo es integrado en la técnica e indica que tal técnica
puede ser caracterizada en términos de progreso teorico.

Segun Chevallard, la teoria toma la forma de especulacion abstracta,
distanciandose de lo empirico, por tanto, dentro del enfoque antropoldgico, el
discurso puede ser visto como un puente entre la técnica y la teoria.

En su estudio, Kieran y Drijvers (2006) argumentan que Artigue y sus
colegas (ver, p.gj., Artigue, 2002) han fusionado los términos tecnologia y teoria
(de Chevallard) en uno solo: teoria. Asi, se da, al componente tedrico, una amplia
interpretacion de la que es habitual en el acercamiento antropoldgico (trad. mia).
También citan a Lagrange (2002, 163) quien expresO su punto de vista sobre la
relacion mutua entre tarea, técnica, y teoria:

Para empezar, hay que decir que dentro de este dinamismo, las tareas son
problemas. Las técnicas se llegan a elaborar en relacion a las tareas, y
entonces llegan a estar jerarquicamente diferenciadas. Las técnicas oficiales
surgen y las tareas pierden su caracter problematico: las tareas se hacen
rutinarias, los medios para perfeccionar las técnicas. EI medio ambiente
tedrico toma en consideracién las técnicas, su funcionamiento y sus limites.
Entonces las técnicas mismas se vuelven rutinarias para asegurar la
produccién de resultados Utiles a la actividad matematica.... Asi, la técnica
tiene un papel pragmatico que permite la produccion de resultados; pero esto
también juega un papel epistémico (Rabardel y Samurcay, 2001) en lo que
constituye la comprensién de objetos y es la fuente de nuevas preguntas
(Trad. mia).

Kieran y Drijvers (2006) traen a propdsito a Lagrange (2003, 271), pues postulo la
idea: "La técnica juega un papel epistémico contribuyendo a una comprensién de
los objetos que maneja, en particular durante su elaboracién. Esto también sirve
como un objeto de reflexién conceptual cuando es comparado con otras técnicas y
cuando se ha hablado en relacidn a la consistencia”. Asi, Kieran y Drijvers (2006)
mencionan que es precisamente el papel epistémico inserto en las técnicas, lo que
representa un punto importante en el estudio de Lagrange (2003), es decir, la
nocion de teorizacion matemética de los estudiantes se desarrolla cuando sus
técnicas se desarrollan. Ellos sefialan que la co-aparicion de la teoria y la técnica,
en la naturaleza de la tarea, se considera igualmente fundamental. Mas, la
importancia que tienen las tareas va mas alla de situar su estudio dentro del

contexto de la génesis instrumental.
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Otro trabajo citado por Kieran y Drijvers (2006, es el de Hoyles (2001, 284)
qguien ha llamado la atencién sobre el importante rol que juega "el disefio de las
actividades y el disefio o eleccion de los instrumentos adoptados para favorecer el
aprendizaje de las matematicas, el disefio no conducird a resultados de una
manera determinista, pero al menos este enfoque va a permitir la investigacion
del potencial transformador de los instrumentos en actividades... y que llevaria al
conocimiento y a la epistemologia de nuevo al centro del escenario”.

Finalmente Kieran y Drijvers (2006) refieren que la triada "teoria, técnica y
tarea” (TTT) sirve de marco no soélo para recoger los datos durante los
experimentos de ensefanza, y para el andlisis de esos datos, sino también para la

construccion de las tareas que permitiran recabarlos.

2.3.2. Los Sistemas Algebraicos Computarizados (CAS)

En esta seccion se expone la importancia de introducir los Sistemas Algebraicos
Computarizados en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, en
particular de la nocién de equivalencia algebraica.

Un sistema algebraico computarizado o sistema de algebra computacional
SAC (CAS, del inglés Computer Algebra System) es un programa de computadora
o calculadora avanzada que facilita el calculo simbdlico. Los Sistemas Algebraicos
Computarizados aparecieron a principios de la década de 1970 y evolucionaron a
partir de la investigacion en inteligencia artificial. Actualmente son campos
totalmente independientes. Los primeros trabajos fueron dirigidos al campo de la
fisica de altas energias, en donde era un programa para matematica simbdlica.
Algunos de los actuales lideres en el mercado son Maple y Mathematica. Fue
hasta 1987 que se introdujo un CAS en una calculadora. Posteriormente, en 1995
se introdujo al mercado una calculadora que incluia un mend de CAS avanzado
basado en el software Derive. Hoy, los avances en sistemas computacionales se
unen al desarrollo de software matematico, entre los cuales estan los CAS que
juegan un papel creciente en la educacién matematica.

Matematicos profesionales e ingenieros saben que estos nuevos
instrumentos sofisticados no representan, inmediatamente, instrumentos eficientes

matematicos para el usuario: su complejidad (inaccesibilidad parcial de su cédigo
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interno) obstaculiza el desarrollo de su potencial, pues un empleo controlado
requiere alguna experiencia. Ademas, los profesionales aceptan que hay un costo
en el estudio y uso de un nuevo CAS. También mencionan que estos nuevos
instrumentos cambian sus practicas matematicas y, para algunos de ellos, aun
existe la "problemética” de su actividad matematica. El interés y la necesidad de
investigacion se vinculan al desarrollo de software matematico y de CAS cada vez
mas poderosos, capaces de hacer célculos exactos o aproximados. El célculo
cientifico, es totalmente reconocido como un area especifica de investigacion
matematica.

Balacheff (1994) indica que la gran reduccion del costo de ejecucion, por
ejemplo, reduce las necesidades de rutinizacion y asi, las técnicas,
instrumentadas por la tecnologia computacional, cambian valores pragmaticos y
epistemoldgicos. Entonces las necesidades mateméticas de las técnicas se
cambian también. Surgen nuevas necesidades vinculadas a la puesta en practica
del conocimiento por computadora en matematicas y a la evolucién asociada por
representaciones semioticas.

Las calculadoras graficadoras permitieron la introduccion de las familias de
objetos funcionales pero el trabajo matematico en general fue situado en un nivel
gréfico. Los CAS permitieron la conexion de un trabajo gréfico con un trabajo
simbolico; gracias a ello los estudiantes pudieron demostrar, de un modo
simbdlico, las regularidades graficamente observadas. Incluso si el contexto es
mas elemental, el empleo de un CAS obliga necesariamente a los estudiantes a
afrontar cuestiones de simplificacion y de equivalencia. Las investigaciones de
Cerulli y Mariotti (2002), Ball, Pierce y Stacey (2003), Chaachoua, Nicaud, Bronner
y Bouhineau (2004), Kieran y Saldanha (2005) y Kieran y Drijvers (2006) estan de

acuerdo sobre este punto.

2.3.3. Un entorno para el aprendizaje del algebra

A continuacion se exponen las caracteristicas de un entorno tecnoldgico (software
matematico o CAS) como medio para el aprendizaje del algebra. Para ello se
revisé el articulo de Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004) quienes

mencionan que, de acuerdo al enfoque constructivista de Brousseau (1997) "el
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alumno aprende mediante la adaptacion de si mismo a un entorno que genera
contradicciones, dificultades y desequilibrios, como lo hacen los humanos en la
sociedad. Este conocimiento es el resultado de la adaptacion del estudiante que
se manifiesta en las nuevas respuestas que proporciona en las pruebas de
aprendizaje. "

Segun los autores referidos, este ambiente debe ser organizado por el
profesor a través de las tres siguientes opciones:

1. Tipos de acciones del estudiante,

2. Tipo de retroalimentacion del sistema,

3. Ejercicios.

Laborde (2000) indica que un sistema computarizado con los ejercicios
adecuados o apropiados puede ser un medio.

Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004) argumentan que este es
el caso del CAS Aplusix, ya que las acciones son las funciones que realizan los
estudiantes con el editor (insertar, borrar, copiar, pegar...) y con los comandos
para obtener célculos automaticos

También existen tres comentarios:

1. Hay un control de la equivalencia entre las dos fases.

2. Tiene la indicacion de la barra de estado.

3. Los mensajes aparecen en algun momento al final del ejercicio.

La comprobacion de la equivalencia es una importante retroalimentacién del
sistema. Sin embargo, el estudiante también necesita retroalimentacion que le
permita dar sentido a las expresiones de acuerdo con sus objetivos (Sfard, 1991 y
Harper, 1987). La barra de estado de Aplusix muestra parte de este sentido:
grado de factorizacién, de expansion, de reduccién y la progresion en el proceso
de resolucion de las expresiones algebraicas, etc.

Como lo sefialan Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004), el
profesor puede personalizar el sistema (mediante la eleccion de los valores de 30
parametros). Esto permite al maestro recibir diferentes tipos de ambitos (ver figura

1.6.2) y elegir el mas apropiado para su objetivo de ensefianza.
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2.3.4. El uso de la tecnologia en la ensefianza matemética

Existen resultados de investigacion ubicados especificamente en el campo de la
educacidbn matematica sobre las relaciones entre el uso de los recursos
tecnolégicos en la escuela, el aprendizaje y la ensefianza.

Olive et al, 2010; Hoyos, 2009 refiere que Ruthven y S. Hennesy (2002)
investigaron acerca de las ideas de los profesores sobre lo que constituye una
experiencia exitosa de herramientas y recursos computacionales en el salén de
clase. Encontraron que un ambiente tecnoldgico puede servir como un medio

para:

a) Mejorar el ambiente a través del cambio de la forma general y el sentir de

la actividad en el salén de clases;

b) Asistir en los intentos de los estudiantes y ayudarles a corregir errores y

experimentar con ellos nuevas posibilidades;

c) Facilitar la rutina, es decir, permitir que las tareas subordinarias se lleven

a cabo de manera facil, rapida y disponer de recursos y para

d) Acentuar elementos clave de los temas en estudio, proveyendo

imagenes vividas y efectos impactantes para resaltar propiedades y relaciones.

Ademés, Ruthven y Hennesy (2002), también obtuvieron informacion de los
maestros en relacion con el uso de la tecnologia y las principales metas de la

ensefianza. Asi, las categorias que estos autores obtuvieron al respecto fueron:

a) Intensificacion del compromiso de los estudiantes en las tareas para

asegurar su participacion en las actividades en el salén de clase;

b) Produccion de la actividad enfocada a mantener el ritmo y la

productividad de los estudiantes durante las lecciones y

c) Establecimiento de ideas, el cual estara orientado a apoyar el desarrollo

de la comprension y la capacidad del estudiante.
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Estos mismos autores también obtuvieron la siguiente informacion
relacionada con temas clave del aprendizaje que vinculan los usos y las metas de

ensefianza:

a) Aumento de motivacion. Crear las condiciones adecuadas para generar
en los estudiantes un ambiente de confianza que les infunda seguridad en si

mismos y despertar su interes;

b) Disminucién de restricciones. Mitigar los factores que inhiben la
participacion de los estudiantes, tales como la ejecucion de tareas laboriosas, asi
como las demandas y los requerimientos que impone la presentacion en papel y

lapiz, ademas de la vulnerabilidad a la exposicion de errores y

c) Aumento de atencidn, esto es, crear las condiciones para que los

estudiantes se enfoquen en los temas principales.

Con respecto a la lista de constructos mencionados (marcados en cursivas),
Ruthven (2007) sefiala que cada uno de ellos representa un estado de hecho
deseable, que los maestros deberian tener en el salon de clases, y que con el uso

de la tecnologia contribuiria a lograr un verdadero aprendizaje.

2.3.5. Definicion de la nocion de equivalencia algebraica

A partir de la revision del estudio realizado por Cerulli y Mariotti (2000) en esta
seccion se expone brevemente la definicibn de la nocién de equivalencia
algebraica. Un punto clave de acercamiento estructural en algebra es la nocion de
“equivalencia” entre expresiones; por ello, los mencionados autores indican que la
manipulacién de expresiones quiere decir la sustitucidon de una expresion en otra
gue es equivalente. El significado de las palabras "la expresion" y "el equivalente"
no es inequivocamente, y a priori, decidido, pero asi quedara, una vez que un
juego de axiomas sea aceptado. Cerulli y Mariotti (2000) consideraron un ejemplo
muy geneérico para explicar esta nocion de equivalencia algebraica, misma que a

continuacion se expone.
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Sea G el grupo formado por los elementos {1, a, b, c, A, B, C} con un
operador producto denotado por ", donde A, B, y C son los elementos inversos
de a, byc, yles el elemento neutro. En este ejemplo una expresion algebraica
puede ser definida asi:

Six pertenece a la G, entonces x es una expresion algebraica,
Si X y y son expresiones algebraicas entonces Xx-y es una expresion
algebraica.

Después de esta definicion tenemos esto a-(b-c) y (c-b) ((a-c)(b-b)) son
ambas expresiones algebraicas. Ahora los axiomas de grupo (G es un grupo) le
dan un sentido a la declaracion de equivalencia de expresiones.

Los autores continlan exponiendo que en particular la propiedad asociativa
del grupo G nos dice que las expresiones a-(b-c) y (a-b) -c son equivalentes,
ademas, la expresion (c-b) ((a-c) - (b-b)) es equivalente a la expresion (c-b) - (((a-c)
-b) -b)). Si también escogiéramos que G es un grupo conmutativo, entonces a-
(b-c) seria equivalente (b-c) -a, mientras que si d grupo no es conmutativo esta
equivalencia no se podria sostener.

Por ultimo Cerulli y Mariotti (2000) consideran "la manipulacion simbdlica”
como algo caracterizado por las actividades de transformacion de expresiones que
usan las reglas dadas por los axiomas asumidos y sus definiciones®. Los axiomas
no so6lo nos dicen cuando dos expresiones son equivalentes, sino que pueden ser
usados para transformarlas y pueden ser el medio para encontrar relaciones de
equivalencia. Por ejemplo, dadas dos expresiones, si una es transformada en otra
por una cadena de pasos de transformacion basados en los axiomas, entonces
esta cadena puede ser interpretada como una prueba de la equivalencia de las
dos expresiones. Ademas, si una relacion de equivalencia es demostrada, puede
ser asumido como un teorema. Una demostracién de equivalencia puede ser
usada para demostrar otras equivalencias.

En otras palabras, desde este punto de vista la manipulacion simbolica

puede ser interpretada en una perspectiva tedrica. Es decir, se puede interpretar la

5 Un ejemplo de definicién que puede ser utilizada como un instrumento para transformar las expresiones, es la definicién

de potencia; por ejemplo, esta definicion permite sustituir (a +1) « (a +1) * (a 1) por (a+1)* y viceversa.
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relacion de demostraciones dentro de una teoria, mediante sus axiomas y
mediante teoremas antes demostrados. Por supuesto, los teoremas deben ser
demostrados, y dependeran de las clases de expresiones admitidas y de los

axiomas.

2.3.6. Relacion entre artefacto, instrumento y acto

instrumental

Enseguida se hara una breve exposicion del enfoque instrumental a partir de la
revision de los articulos realizados por Drijvers y Trouche (2008) y Kieran y
Drijvers (2006).

Drijvers y Trouche (2008) sostienen que un acto instrumental incluye (segun
Vygotsky) un problema que se quiere resolver, procesos mentales involucrados en
la resolucién y herramientas psicologicas usadas para realizar y coordinar esos
procesos.

Hoyos (2006), Mariotti (2002) y Hoyles y Noss (1996) mencionan que con
respecto a la resolucion de problemas o tareas complejas también es importante
considerar la utilizacion de herramientas materiales, ya que son un medio para
avanzar incluso en la comprensién del problema en si mismo.

Drijvers y Trouche (2008) le atribuyen un rol activo a las herramientas que
influyen en los procesos mentales. Sefalan que en la transicion de artefacto a
instrumento, el artefacto es la herramienta desnuda, el objeto material o abstracto,
disponible para el usuario para dar soporte a una actividad, no obstante puede ser
un objeto carente de significado, en la medida en que el usuario no conoce la
clase de tareas que el objeto puede soportar.

Solo después de que el usuario llega a ser consciente de como el artefacto
puede extender sus propias capacidades para resolver una tarea relevante, y
después de que el usuario ha desarrollado significados del uso del artefacto en
ese proposito especifico, el artefacto llega a ser parte de un instrumento valioso y
atil que media la actividad (Drijvers y Trouche, 2008, 367). Dichos autores
mencionan que Rabardel (2001) habla de instrumento cuando existe una relacion

significativa entre el artefacto y el usuario para tratar con cierto tipo de tareas que
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el usuario pretende resolver. Desde la perspectiva del acto instrumental (Vygotsky)
los procesos mentales del usuario, el artefacto y la tarea forman parte de un todo.

En el caso de las herramientas matematicas Drijvers y Trouche (2008)
dicen que pueden considerarse como extensiones de la mente y como procesos
mentales esenciales. Por lo tanto, el instrumento consta tanto del artefacto como
de los esquemas mentales que el usuario desarrolla para utilizarlo en la
realizacion de tareas especificas.

En resumen: INSTRUMENTO = ARTEFACTO + ESQUEMA para una clase
de tareas. La pregunta es: ¢ Como la disponibilidad de un artefacto puede conducir
al desarrollo de un instrumento?

En el proceso de apropiacion del instrumento por el usuario: éste tiene que
desarrollar esquemas mentales que involucran habilidades para usarlo de forma
eficiente y conocimiento de las circunstancias en las que es util. Asi el artefacto
deviene en instrumento mediando la actividad en la génesis instrumental (Gl).

El proceso de instrumentacion consiste en desarrollar formas para realizar
una tarea, mismas que son alentadas por las caracteristicas inherentes del
artefacto. Mientras que otras formas de utilizacion son desalentadas, por la misma
razon (e.g. el uso de Cabri para la construccion de transformaciones geomeétricas).
La instrumentalizacion se desarrolla en la medida en que el usuario hace un uso
mas personal del artefacto, dandole un caracter definido.

Por un lado el artefacto da forma a unos esquemas mentales en el usuario,
y estos mismos esquemas también definen al artefacto. “La GI, por lo tanto,
involucra el desarrollo de Esquemas Mentales (EM), los cuales organizan la
estrategia de RP e inducen los conceptos que fundamentan las estrategias. Al
mismo tiempo, las técnicas co-evolucionan, constituyéndose en medios eficaces
para la realizacion de las tareas involucradas”.

Las preguntas ahora, son: ¢qué es un esquema? y ¢como podemos
identificarlo y observar su desarrollo? En el caso de un problema matemético, un
esquema mental involucra una estrategia global de solucién, los medios que el
artefacto ofrece y los conceptos mateméaticos que apuntalan la estrategia. La
relacion de la co-evolucion técnica y los elementos conceptuales en un EM es

caracteristica de la GI. Como consecuencia el trabajo técnico con el artefacto esta
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conectado al entendimiento conceptual. Esto debe ser explotado para el
aprendizaje.

Drijvers y Trouche (2008, 370) continian mencionando que hay dos tipos
de esquemas de utilizacion (euz): Esquemas de uso (eus) y esquemas de accion
instrumentada (eai). Los primeros son esquemas basicos de uso de una
herramienta (por ejemplo, el arrastre de objetos en un SGD o construir una tabla
dinamica).

Cuando varios esquemas de utilizacion se articulan para dar solucion a una
tarea compleja se genera un eai, a través del cual es posible identificar los
invariantes de una figura o es posible acotar la solucion de una ecuacion.

Para estos autores las dificultades que experimentan los estudiantes con
las herramientas de graficacién se deben a que sus esquemas conceptuales estan
incompletos, mas que a las dificultades técnicas que el uso de la herramienta
presenta. Puede ser que lo que en principio se muestra como un eai, mas
adelante se manifieste como un esquema de uso para dar lugar a eai de orden
superior en el caso de un usuario en particular. Los euz involucran un interjuego
entre actuar y pensar e integran técnicas propias del uso de una maquina y
conceptos mentales.

En el caso de las herramientas tecnologicas para el aprendizaje de
matematicas, la parte conceptual de los euz incluye tanto objetos matematicos
como una comprension profunda de las “mateméticas de la maquina”. En
consecuencia, aparentemente los obstaculos técnicos que los estudiantes
experimentan, resultan tener antecedentes conceptuales importantes (Drijvers y
Trouche, 2008, 371).

La dificultad es que no podemos observar EM directamente. Nuestras
observaciones se limitan a técnicas que los estudiantes realizan con el artefacto y
a la forma en que reportan esto de manera oral o escrita. De estos datos tratamos
de construir los esquemas, pero no hay que perder de vista que se trata sélo de
nuestras propias reconstrucciones. Ademas la construccion de esquemas no es
inequivoca, los estudiantes pueden construir esquemas inapropiados o ineficientes

0 que estén basados en concepciones inadecuadas.
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Finalmente Kieran y Drijvers (2006) refieren que el enfoque instrumental del
empleo de un instrumento fue reconocido por investigadores franceses de
educacion matematica como un marco potencialmente poderoso en el contexto
de usar un CAS en el aprendizaje de las matematicas. Publicaciones como Artigue
(1997), (2002), Lagrange (2000), (2005), Trouche (2000), (2004 a, b) y Guin et al.
(2004) demuestran lo valioso que es el enfoque instrumental para el entendimiento
de las interacciones de estudiante-CAS y su influencia en la ensefianza y el
aprendizaje. Esto no sélo se ha aplicado a la integracion de CAS en el aprendizaje
de las matematicas, sino también para el uso de hojas de calculo (Haspekian,

2005) y los sistemas de geometria dindmica (Falcade, 2003).

2.3.7. Grados de instrumentacion e instrumentalizacion

En este estudio exploratorio, luego de examinar el trabajo de Iranzo y Fortuny
(2009) y el de Drijvers y Trouche (2008), definimos los grados de adquisicion de
habilidades, técnicas concernientes a los procesos de instrumentacion e
instrumentalizacion (tablas 1 y 2) de los estudiantes en el contexto de las
actividades propuestas. Nuestro método de identificacién y caracterizacién de los
comportamientos matematicos de los alumnos se basa en la interpretacion de los
datos.

En el andlisis de las producciones de los estudiantes con el CAS Aplusix,
consideraremos las distintas finalidades que pueden tener cuando utilizan
acciones de transformacion algebraica. Estas se presentan en las siguientes

tablas:

Alto Los estudiantes conocen las posibilidades del CAS Aplusix (uso de
herramientas, teclado...) y no tienen dificultades en el uso del CAS.
Transformacion de comandos en acciones algebraicas.
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Medio

Conocen las herramientas béasicas del CAS Aplusix para resolver
los problemas propuestos y tienen algunas dificultades en el uso
del CAS.

Uso del artefacto de acuerdo con un objetivo (por ejemplo, uso de

la validacion en una transformacion algebraica).

Bajo

Los estudiantes utilizan muy pocas herramientas del CAS (por
ejemplo, sélo célculos aritméticos) y tienen dificultades para
aplicarlas.

Uso de pocos comandos para las transformaciones algebraicas
elementales. Dificultades técnicas para aplicar comandos (sintaxis,

orden).

Figura 2.3.7.1. Grados de instrumentacion.

Alto

Coordinan el uso de la ventana algebraica. Internalizacion de los
comandos (teclado virtual, calcular, duplicar, desarrollar y
simplificar, resolver, etc.) y utlizan el conocimiento algebraico

(propiedades y axiomas).

Medio

Coordinan el uso de la ventana algebraica. Las transformaciones

estan basadas en propiedades algebraicas de la expresion.

Bajo

Los estudiantes se basan principalmente en propiedades

aritméticas y no consideran propiedades algebraicas.

Figura 2.3.7.2. Grados de instrumentalizacion.

Para la consecucion de nuestros objetivos, tomamos en cuenta las siguientes

variables:

a) Sus estrategias heuristicas (se remiten a propiedades algebraicas, se

basan en el uso de herramientas algebraicas, hacen uso de ambas,

estrategias de resolucion, etc.);

52



b) la influencia del CAS Aplusix (visualizacion, conceptos algebraicos,
superacion de obstéaculos);

C) sus caracteristicas cognitivas (informacion proporcionada por el profesor y
por la experimentacion) y

d) los obstaculos encontrados en ambos medios (conceptuales, algebraicos,

de visualizacion, técnicos, etc.).

2.3.8. Resumen Capitulo I

En este capitulo se presenté el planteamiento del problema y el marco teorico del
presente trabajo de tesis. Este marco tedrico dio soporte a las acciones llevadas a
cabo al usar el CAS Aplusix y al poner en préactica las actividades en lapiz y papel.
Ambos materiales se usaron con el propésito de generar aprendizajes
matematicos, en particular sobre la nocién de equivalencia algebraica, la cual es
un ingrediente esencial para la manipulacion y transformacion simbdlica.

Contiene ademas los referentes tedricos: el sentido que se le da a las
expresiones algebraicas, la relacion entre teoria, técnica y tarea, el uso de la
tecnologia en la ensefianza matemética, el uso de los CAS para fomentar la
nocién de equivalencia algebraica, la relacion entre artefacto e instrumento y la
categorizacion de los grados de instrumentacidbn e instrumentalizacion, que

sustentan el andlisis de los datos que se recabaron para este trabajo de tesis.
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CAPITULO I

Metodologia

3.1. Panorama general

En este capitulo se describe la metodologia de investigacion de este trabajo de
tesis. Asi, se menciona donde se experimentd y quiénes fueron los participantes
del estudio exploratorio. Se describe cada actividad utilizada para la recoleccién y
analisis de los datos, el propésito y las principales caracteristicas del experimento.

3.1.1. Escenario del estudio exploratorio

El estudio exploratorio se realiz6 de diciembre de 2009 a febrero del 2010 en la
Escuela Comercial Camara de Comercio, ubicada en la zona urbana del Distrito
Federal. Dada la condicion socioecon6mica media de los estudiantes, éstos son
hijos de empleados y trabajadores por su cuenta, cuya forma de vida incluye todos
los servicios publicos: agua potable, drenaje, luz, teléfono, Internet, computadora,
biblioteca y areas verdes. La institucion a la que estos estudiantes asisten tiene
dos laboratorios de computo, biblioteca, departamento de orientacion vocacional,
etc. el salon de clases cuenta con butacas de paleta plana en donde los alumnos
pueden colocar su material sin ningun problema.

Fueron veintiséis escolares participantes en el experimento, ya que se
considero a todos los integrantes del grupo que cursaban el primer semestre de
bachillerato en el turno matutino. Sus edades variaban entre los 15 y 16 afios. No
hubo seleccion de acuerdo a su desempefio (alto, medio y bajo).

Los instrumentos que se utilizaron para recabar la informacion fueron: hojas
de trabajo para cada una de las actividades que los estudiantes contestaron de
forma individual y en equipos, notas tomadas al término de algunas sesiones,
sobre todo relacionadas con las discusiones de los estudiantes para justificar sus
soluciones, archivos del trabajo realizado por los alumnos al usar el CAS Aplusix
y registro en videos de las sesiones de trabajo. Las sesiones de trabajo se llevaron
a cabo en el laboratorio de cémputo, donde se utilizo el CAS (Aplusix).
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Sin embargo, es importante decir que algunas de ellas también se
realizaron en el salon de clases. Cada sesion tuvo una duracion de 50 minutos,
esto es, lo que dura cada una de las clases en bachillerato. También se obtuvieron
datos de las exposiciones de los adolescentes, las cuales se presentaron de

manera espontanea, a solicitud de ellos mismos.
3.2. Implementacion del estudio exploratorio

La tesis tiene como marco las investigaciones sobre la integracion de las nuevas
tecnologias en la ensefianza matemaética, concretamente del uso de un Sistema
Algebraico Computarizado (CAS) en el contexto de la transformacion vy
manipulacién algebraica; por ello, se analiza la relacibn que existe entre la
resolucion de problemas de algebra en los entornos tradicional (lapiz y papel) y
tecnolégico (CAS).

Laborde (1992) sefiala que una tarea resuelta usando un software de
algebra podria requerir estrategias diferentes que las que requiere la misma tarea
resuelta con lapiz y papel. La eleccion de una u otra herramienta también tiene
repercusion en la retroalimentacion (feedback) que el alumno recibe.

El juego de actividades que hemos dispuesto y el orden de implementacion

de estas aparecen a continuacion:

Introduccidén al uso, manejo y manipulacion del CAS (Aplusix).

2. Actividad I: Comparacion de expresiones mediante la evaluacion
numeérica.

3. Actividad 1I: Comparacidon de expresiones mediante manipulacion
algebraica.

4. Actividad Ill: Verificacion de la equivalencia mediante la re-escritura de la

forma de una expresion.

5. Actividad IV: Verificacion de la equivalencia sin re-escribir la forma de una
expresion, usando la prueba de igualdad.

6. Actividad V: Verificacion de la equivalencia, usando cualquiera de los
meétodos de CAS (Aplusix).
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3.2.1. Revision de las actividades disefiadas para un Sistema
de Calculo Formal (SCF)

Las actividades escritas (hojas de trabajo) y los registros en el CAS Aplusix fueron
empleados como instrumentos que permitieron registrar todas las respuestas e
intentos que desarrollaron los estudiantes para obtener soluciones de las
actividades planteadas. Las actividades implementadas en este estudio
exploratorio retomaron las reflexiones de Kieran y Drijvers (2006): “The Co-
Emergence Of Machine Techniques, Paper-And-Pencil Techniques, And
Theoretical Reflection: A Study Of Cas Use In Secondary School Algebra” y del
sitio Web “Algebra en Asociacion con la Tecnologia en la Educacion” (Algebra in
Partnership with Technology in Education, APTE por sus siglas en inglés).

Este sitio Web (http://www.math.ugam.ca/~apte/indexE.html) incluye

investigaciones relacionadas con la utilizacion de Sistemas de Célculo Formal
(SCF) en la ensefianza y el aprendizaje del algebra de la escuela secundaria,
llevada a cabo por un equipo de investigadores; cuya base esta, principalmente,
en el Departamento de Matematicas de la Universidad de Québec en Montreal,
aunque tiene también colaboradores y consultores de México, Estados Unidos,
Francia y de los paises bajos.

Al inicio de los proyectos del APTE en 2003, el equipo de investigacion
estuvo conformado por Carolyn Kieran, André Boileau, Fernando Hitt, Denis
Tanguay, y Meélanie Tremblay, del Departamento de Matematicas de la
Universidad de Québec en Montreal; José Guzman y Ana lIsabel Sacristan, del
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional
(CINVESTAV-IPN) de la ciudad de México; Luis Saldanha (actualmente en
Arizona State University, USA). A titulo de consultores han participado Michele
Artigue (Universidad Paris 7) y Paul Drijvers (Instituto Freudenthal, Utrecht,
Holanda).

Este sitio aun se encuentra en desarrollo. De tal manera, da igualmente
acceso a tareas del Sistema de Célculo Formal (SCF) creadas por el equipo para
su proyecto. Cada tarea se encuentra en tres versiones: alumno, alumno con

soluciones y profesor. A su vez, disponibles estan en francés, inglés y espaiiol.
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Diversas publicaciones surgidas de este proyecto estan también a disposicion en
este sitio.

A continuacién presentamos las tareas del Sistema de Célculo Formal
(SCF).

Las actividades de 1 a 3 presentan un enfoque secuencial de la nocion de
equivalencia de expresiones algebraicas.

En la actividad 1 se adopta primero una perspectiva numérica, y después
algebraica.

En la actividad 2 se exploran los efectos de los diversos comandos CAS para
determinar la equivalencia de expresiones.

En la actividad 3 se hace la transicidon entre las expresiones algebraicas y las
ecuaciones. Se relaciona la equivalencia, o bien no equivalencia de dos
expresiones que forman la ecuacion y la resolucion de ésta.

La actividad 4 trata sobre la nacionalizacion del denominador de una expresion.

En la actividad 5 se propone la exploracion (de la forma factorizada a la forma
expandida y de la forma expandida a la forma factorizada) de la suma y de la
diferencia de cubos.

En la actividad 6 se explora las regularidades de la factorizacion de expresiones
de la forma x" - 1 (para valores enteros de n), incluyendo la factorizacion general
de estas expresiones.

La actividad 7 trata sobre la utilizacion de la factorizacion para resolver ecuaciones
gue contienen expresiones con radicales.

En la actividad 8 se presenta un enfoque gradual para resolver sistemas de
ecuaciones lineales, comenzando por la evaluacion numeérica; después se
contindia con este trabajo, cuyo objetivo es darle sentido a los métodos de
igualacidn y de sustitucion para resolver estos sistemas.

En el cuadro anterior presentamos una sintesis de las ocho tareas
disefladas por Kieran y su equipo de trabajo.

Para realizar nuestro estudio exploratorio Unicamente retomamos la
actividad 1 (con sus cinco partes respectivas). Se hicieron modificaciones y
adaptaciones a cada una de las partes que conforman esta Actividad 1. Se
tomaron en cuenta las caracteristicas del grupo con las que se llevaron a cabo y el
tipo de CAS utilizado, de tal forma que se ajustaron a los propésitos marcados en
este estudio.

El trabajo realizado por Kieran y Drijvers (2006) es guiada por la Teoria
Antropolégica de lo Didactico (TAD) elaborada por Chevallard, quien describe
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cuatro componentes del proceso mediante el cual los objetos mateméticos estan
relacionados entre si: tareas, técnicas, tecnologia y teoria. Estos autores tomaron
en cuenta las capacidades y usos del CAS de las calculadoras algebraicas de
Texas Instruments (TI-92) para el disefio de estas actividades con el propdésito de
introducir esta herramienta como un medio para contrastar el trabajo realizado por
los estudiantes en un medio combinado, es decir, con el método tradicional de
papel y lapiz y con el uso del CAS. De esta manera poder observar de qué forma,
la interaccion entre la tecnologia y la teoria motivan el pensamiento algebraico de
los alumnos, cuando trabajan en este medio combinado.

En cambio en este trabajo de tesis se utilizd el CAS Aplusix, con el
proposito de observar cudles son las estrategias desarrolladas por estudiantes de
bachillerato para la transformacion de expresiones algebraicas mediante el uso de
un CAS y con el método tradicional de papel y lapiz, conocer si el sistema
algebraico computarizado (Aplusix) sirve como medio para reconocer y validar la
nocién de equivalencia entre expresiones algebraicas y, por ultimo, saber cuales
son los grados de instrumentacion e instrumentalizacion que desarrollan los
estudiantes al enfrentarse a la resolucion de tareas de transformacion de
expresiones algebraicas cuando utilizan lapiz y papel y un CAS.

De acuerdo con estos propdsitos y con las capacidades de este CAS fue
gue consideramos la pertinencia de su utilizacion.

Con Aplusix Il los estudiantes desarrollan libremente transformaciones
paso a paso en los rectangulos que contienen las expresiones como |lo hacen con
papel y lapiz. Como se mencion6 en el Capitulo | (ver punto 1.6. Descripcion del
CAS Aplusix), el CAS Aplusix no ensefia directamente normas, reglas o los
mecanismos algebraicos, ayuda a aplicarlos correctamente proporcionando
retroalimentacion y formalidad. Estos pasos son verificados y validados por el
sistema que verifica la equivalencia de las expresiones. Con este tipo de CAS
basados en entornos, el estudiante aprende de la observacion y de la correccion
de sus errores por el CAS.

Esto lo hace diferente del CAS de la TI-92 utilizado por Kieran y Drijvers
(2006), en donde los célculos son realizados por la calculadora por lo que el

estudiante no puede observar el proceso interno llevado a cabo para llegar a la
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solucion y tampoco interviene en el. El estudiante solamente esta en la posibilidad
de interpretar y aplicar esos resultados devueltos por la calculadora. En cambio el
CAS Aplusix ofrece al estudiante ciertas retroalimentaciones (validacion de la
equivalencia, puntaje, etc.) entre las diferentes etapas para validar el correcto
desarrollo y transformacion de las expresiones (algebraicas y aritméticas), tiene la
fortaleza de registrar todos los pasos realizados (aun los eliminados) por los
estudiantes para posteriores revisiones o modificaciones.

A continuacion se presenta en la figura 3.2.1. el tipo de instrumento utilizado
en cada actividad. Cabe destacar que dentro del grupo de actividades también se
realiz6 la comparacion de expresiones algebraicas mediante manipulacion

simbdlica con el método tradicional: en papel y con lapiz.

Actividad Equivalencia de expresiones Instrumento
Comparar expresiones por evaluacion numérica
I CAS
Comparar expresiones por manipulacion
I algebraica Papel y lapiz
Analizar la equivalencia mediante la re-escritura
de la forma de una expresion -verificar la
I equivalencia con ayuda del operador '||' CAS

Analizar la equivalencia sin expresar de nuevo la
forma de una expresion - utilizar la prueba de
v igualdad —para verificar la equivalencia con CAS
ayuda del operador ||’

Analizar la equivalencia, al utilizar cualquier
método del CAS- verificar la equivalencia con
ayuda del operador ||’ CAS

Figura 3.2.1. Tipo de instrumento utilizado en cada actividad.
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3.3. Adaptacion e instrumentacion de las actividades
de este estudio exploratorio

Como se sefalé en el punto anterior las actividades implementadas en este
estudio se recuperaron del trabajo de investigacién de Kieran y Drijvers (2006) y
del sitio Web del APTE.

A continuacioén presentamos las cinco partes recuperadas de la actividad 1:

Parte | (con CAS): Comparacion de expresiones mediante la evaluacion
numeérica.

Segun los disefiadores: los estudiantes ya habran adquirido las técnicas
basicas del uso y manejo del CAS, para el trabajo.

En esta parte de la actividad se adopta primero una perspectiva numerica, y
después algebraica. Se disefiaron expresiones para obtener respuestas
especificas (valores numéricos) con el uso del CAS de la calculadora TI-92. Se
involucran relaciones que permitan la nocion de equivalencia entre expresiones
algebraicas. También, se desarroll6 sobre las bases de un conjunto de actividades
disefiadas para conducir al alumno de forma inductiva.

Este es un primer acercamiento al desarrollo de la nocién de equivalencia, y
en congruencia con el enfoque tedrico, la idea no es llegar hasta la relacion de
equivalencia y de sus propiedades, sino tan soOlo se pretende que estos
razonamientos queden comprendidos en lo particular® por los estudiantes y que

puedan referirse a ellos en términos meramente verbales.

Parte 1l (con papel y lapiz): Comparacion de expresiones mediante
manipulacién algebraica.
En esta parte de la actividad los estudiantes continGan con el proceso de

desarrollo de manipulacion algebraica para llegar a las formas comunes de las
expresiones algebraicas sin utilizar el CAS. En las hojas de trabajo se registra el

avance que lograron los estudiantes mediante el uso del papel y lapiz.

® Porque en general, una relacles de equivalencia en un conjuAtsi y solo si es
reflexiva (&Ra), simétrica (Rb—bRa) y transitiva ((Rb y bRc)—aRc) para todo a,blcA.
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Parte 11l (con CAS): Verificacion de la equivalencia, mediante la re-escritura
de la forma de una expresion algebraica dada, usando el comando EXPAND.

En esta parte de la actividad se involucra al estudiante en la verificacion de
la equivalencia, mediante la re-escritura de la forma de una expresion algebraica,
usando los comandos y herramientas del CAS (TI-92). De manera que el
estudiante sea capaz de interpretar lo que arroja o presenta como resultado el
CAS y contrastarlo con el resultado obtenido en su trabajo realizado en papel y

con lapiz.

Parte IV (con CAS): Verificacion de la equivalencia, sin re-escribir la forma de
una expresion, mediante el uso de una prueba de igualdad.

En esta parte de la actividad los estudiantes verifican la equivalencia entre
expresiones, sin re-escribir la forma de una expresion, sino mediante el uso de
una prueba de igualdad con el CAS. Se pretende que el CAS (T1-92) no reemplace

la capacidad de procesamiento de la mente sino que la amplifique.

Parte V (con CAS): Verificacion de la equivalencia, usando cualquiera de
los métodos de CAS.

En esta actividad se verifica la equivalencia entre expresiones algebraicas,
usando cualquiera de los métodos que ofrece el CAS (Solve, Expand, etc.),
dejando al estudiante decidir sobre qué método le conviene usar.

Saxe y Bermudez (1996) mencionan que el medio ambiente matematico se
constituye por las construcciones que realiza el estudiante. Estas deben ser
entendidas o analizadas en ese medio, sin dejar a un lado lo que el estudiante ya
sabe, para que tenga sentido el aprendizaje del nuevo conocimiento o la nueva
conceptualizacion del objeto matematico.

Las actividades anteriormente mencionadas sirvieron para estructurar y
adaptar una secuencia didactica que se llevo a cabo en la clase de matematicas
de primer semestre de bachillerato de la Escuela Comercial Camara De Comercio

de la ciudad de México.
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Las diferentes secciones de la secuencia son las siguientes:

* Nombre de la actividad

e Objetivo (s) y / o propdésitos
» Caracteristicas

e Descripcién de la leccion

* Preguntas de reflexion

3.3.1. Objetivo, caracteristicas y descripcion de las
actividades aplicadas en este estudio exploratorio.

Introduccion al manejo, al uso y manipulacion del CAS

Objetivo: La meta de esta actividad fue que los estudiantes adquieran las técnicas
basicas del manejo y uso del CAS (Aplusix Il) y que notaran que hay diferentes
tipos de manipulaciéon y transformacion tanto numeérica como algebraica, asi como
diferentes formas de agregar y exhibir las expresiones. Esto ayudé a que los
alumnos se dieran cuenta del encadenamiento que se tiene que seguir en la
transformacion y solucion de las expresiones algebraicas.

Descripcion de la leccion: Las sesiones de introduccion fueron el espacio
didactico, donde profesor y alumno conversaron en torno al contenido y los
objetivos del uso y manejo del CAS (Aplusix Il). En estas sesiones se tuvo el
proposito de que el profesor se diera cuenta de los conocimientos previos con que
contaban los alumnos.

Las actividades fueron conducidas por el profesor en términos informales,
como el dialogo, durante el cual se les pregunté individualmente a los alumnos,
cuestionando sus respuestas, articulandolas con las de otros y buscando que las
profundizaran. Los anteriores ejercicios siguieron el propésito de hacer un acto de
reminiscencia y actualizacion de conocimientos tanto algebraicos como del uso y
manejo del CAS, por tanto los estudiantes debieron adquirir las siguientes técnicas
basicas del CAS, para el trabajo que posteriormente se les presento:
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1. Insertar paréntesis en el numerador y el denominador de expresiones
racionales;

2. Insertar el operador explicito de la multiplicacion () cuando se multipliquen dos
variables, o cuando se multiplique una variable en la posicion del primer lugar
por una constante o alguna otra expresion;

3. Saber cédmo usar el operador “duplicar y calcular” para evaluar expresiones
dado cualquier valor de x;

4. Saber como usar la flecha para borrar la parte seleccionada y hacer los
cambios pertinentes del texto en la linea de entrada;

5. Saber como reemplazar textos en la linea de entrada con cualquiera de las
expresiones en el “area de trabajo” de la pantalla de la computadora;

6. Saber cémo borrar la linea de entrada o cualquier otra linea de la pantalla de
trabajo de la computadora;

7. Tener el habito para verificar por inspeccién visual, la correcta sintaxis de las

expresiones introducidas en la linea de entrada.

3.3.2. Actividad I: Comparacion de expresiones mediante la

evaluacion numeérica

Propésito: Trabajar un enfoque numérico como base para la discusion en torno a
la equivalencia de expresiones.

Descripcion de la leccion: En el inicio del estudio exploratorio fue utilizada:
la evaluacion numérica de expresiones algebraicas mediante el uso del CAS
Aplusix, como medio de comparacién de los valores resultantes de esta
evaluacion lo que propicio la discusion sobre la equivalencia algebraica.

Una de las tareas principales aqui fue la sustitucion numérica, la cual tuvo
como finalidad que los estudiantes notaran que algunos pares de expresiones
parecieron siempre terminar con resultados iguales, y asi evocar la nocion de
equivalencia basada en la igualdad numérica.

A continuacion se muestra la figura que contiene las expresiones

algebraicas que se presentaron a los estudiantes en esta Actividad | (ver Anexo ).
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Para x = 1/3 -5

Expresion Resultado | Resultado | Resultado | Resultado
1. (x=3)(4x-3)
2. (X*+x=20)(3x*+2x-1)

(X% +3x—10)(3x - 1)(x> + 3x + 2)

3. 2
4.  (-x+3)?+x(3x=9)
5. (3x=1)(X*—x—=2)(x+5)

Figura 3.3.2.1. Actividad | referente a la evaluacién numérica.

De manera similar al trabajo realizado por Kieran y Drijvers (2006), después
de haber llenado la tabla presentada en la figura 3.3.2.1. se pidi6 a los alumnos
gue contestaran una serie de preguntas (ver anexo |) referentes a la tarea
realizada anteriormente, mismas que propiciaron la discusion y reflexion en el

aula.

En la siguiente figura se muestran algunas de las preguntas presentadas:

1. Compara los resultados que calculaste segln las diversas expresiones que
aparecen en la tabla. Registra, en el rectangulo que sigue, lo que hayas
observado.

2. ¢Qué puedes conjeturar respecto de lo que sucede si aumentas los valores de la
tabla e incluyes otros valores de x?

3. ¢éQué parejas de expresiones producen resultados iguales?

4. ¢Alguien mas obtuvo resultados iguales para sus elecciones de los valores de x
(para qué par de expresiones)? ¢Estas sorprendido por este hecho?

5. éPor quési? O ¢Por qué no?

Figura 3.3.2.2. Algunas preguntas referentes a la Actividad | evaluacién numérica.
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3.3.3. Actividad II: Comparacion de expresiones mediante
manipulacion algebraica (con papel y lapiz)

Propésito: Usar la transformacion algebraica para obtener formas comunes de las
expresiones dadas utilizando el método tradicional de papel y lapiz.

Descripcion de la actividad: Esta Actividad |l estuvo basada en la
observaciéon de las diversas manipulaciones y transformaciones algebraicas que
realizaron los alumnos en el ambiente tradicional de papel y lapiz con las

expresiones para poder determinar cuales eran o no equivalentes.

Las técnicas utilizadas por los alumnos sirvieron para entender la interaccion entre
la tecnologia y la practica que sobre las expresiones algebraicas se tiene, cuya
teoria es abstracta y que dicha interaccion contribuye al desarrollo del
pensamiento algebraico de los estudiantes. Se pidi¢ a los alumnos establecer una
conjetura, respecto a que si las expresiones anteriores dadas (ver figura 3.3.2.1.)
pueden ser re-expresadas en una forma comun o no.

En la siguiente figura 3.3.3.1. se presentan algunas de estas preguntas de
reflexion y discusion que los estudiantes tuvieron que responder (ver Anexo ).

¢Es posible establecer una conjetura, respecto de que las expresiones anteriores
dadas pueden, en efecto, ser re-expresadas en una forma comun?

(A) Verifica tu conjetura, usando dlgebra en papel y Idpiz; re-escribe las
expresiones dadas abajo en otra forma (no necesariamente en forma
desarrollada). Muestra todo tu trabajo en la columna de la parte
derecha de la tabla.

Figura 3.3.3.1. Algunas preguntas de reflexién y discusion acerca de la Actividad Il.

Ademas en esta Actividad Il se pretendié que desarrollaran la capacidad de
observar las expresiones a una escala global y “ver” qué tipo de transformaciones
algebraicas era posible realizar para re-escribir las expresiones a una forma
comun. Por ejemplo: la agrupacién de términos semejantes o la cancelacién de

factores comunes.
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En la siguiente figura 3.3.3.2. se presenta la tabla que contiene las
expresiones algebraicas que los estudiantes tuvieron que transformar para re-
escribirlas a una forma comuin. Podemos observar que estas expresiones
algebraicas son las mismas que fueron utilizadas en la Actividad | (ver Anexo I).

El uso de esta tabla en esta Actividad Il sirvio para promover en los
estudiantes la comparacion de expresiones mediante manipulacion algebraica

(con papel y lapiz).

Expresiones dadas Forma re-escrita de la expresion dada

1. (x=3)(4x-3)

2. (XP+x=20)(3x*+2x-1)

(X% +3x—10)(3x - 1)(x? + 3x + 2)

3. x+2)

4. (-x+3)%+x(3x-9)

5. (3x=1)(x*—x—2)(x+5)

Figura 3.3.3.2. Expresiones algebraicas a trabajar en la Actividad I

De manera similar a los puntos anteriores, nuevamente se les pidi6 a los
estudiantes que respondieran una serie de preguntas con el propésito de
promover la reflexion y discusion acerca de esta actividad realizada.

La siguiente figura 3.3.3.3. muestra otra de las preguntas (posteriores al trabajo

realizado en la tabla de la figura 3.3.3.2.) presentadas a los estudiantes.

(C) En la Parte I C, hiciste algunas conjeturas basadas en evaluaciones numéricas
de expresiones. Explica ¢En qué forma las manipulaciones algebraicas en la Parte
1l B ayudo (o no) al planteamiento de cada una de esas conjeturas?

Figura 3.3.3.3. Pregunta de reflexiéon y discusién posterior al llenado de la tabla.
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3.3.4. Actividad llI: Verificacion de la equivalencia, mediante
la re-escritura de la forma de una expresion algebraica

dada, usando el CAS Aplusix

Propdsito: usar el CAS Aplusix como herramienta para validar la equivalencia de
expresiones en torno a la transformacion algebraica para re-escribir una
expresion.

Descripcion de la actividad: Utilizando el CAS Aplusix se pidié a los estudiantes
escribir las mismas expresiones algebraicas utilizadas en la Actividad Il. Uno de
los propésitos de esta actividad fue que las validaciones proporcionadas por el
CAS Aplusix apuntaran a traer nociones matematicas a flote, haciéndolas objetos
de reflexion y discusion en el aula, para clarificarlas sobre las expresiones
intermedias producidas en el proceso de transformacion de las expresiones.

Al igual que en la actividad anterior, los estudiantes requirieron de la
capacidad de observar a escala global las expresiones y “ver” qué maniobras de
transformacion era posible realizar, so6lo que esta vez se apoyaron en las
retroalimentaciones que proporcionaba el CAS (la validacion de la equivalencia).

En la figura 3.3.4.1. se presentan algunas de las preguntas realizadas a los
estudiantes. Estas sirvieron como fuente para propiciar la discusion entre los
estudiantes durante las sesiones en el salon de clases.

Enseguida de presentan algunas de las Preguntas de discusion (ver Anexo
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1. “éQué es lo que los comandos de Aplusix parece que hacen?”
2. Respecto a las expresiones 1y 4:

a) “éSe produjo la misma forma expandida al realizar las transformaciones algebraicas en Aplusix
en las expresiones 1y 4?”
b) Toma la parte encerrada entre paréntesis de las expresiones 1y 4.

“¢Es posible transformar la expresion 4 en la misma forma de la expresion 1?”
¢) “Nota que hemos llegado a formas comunes de las expresiones dadas 1y 4 en dos formas diferentes:
expandiendo las expresiones 1y 4, y produciendo la forma comun Ax*-15x+9;
descomponiendo en factores la expresidn 4, nos permite re-escribirla en la forma de la expresién 1.

“éQué piensas de esos dos métodos diferentes para obtener formas comunes?”

3. “éPueden tener, las expresiones 3 y 5, la misma forma sin expandirlas?” (por medio de la descomposicién en
factores o la simplificacion).

4. “Tu trabajo algebraico en papel y lapiz y de CAS de la leccidn previa,

¢Te dio resultados semejantes?

¢En qué forma?” (Esta pregunta pretende sdlo introducir, pero no desarrollar estas dos formas de trabajo; el
resultado de las formas producidas por CAS puede ser diferente de las formas producidas con el trabajo de papel y
lapiz).

5. Conclusiones: “Basados en nuestro trabajo algebraico y en la verificacién usando CAS,
¢Podemos ahora concluir que las expresiones 1y 4 (lo mismo sucede para las expresiones 3 y 5) pueden ser re-
escritas en la misma forma algebraica?”

Figura 3.3.4.1. Preguntas de reflexion y discusion acerca del trabajo realizado en la
Actividad I11.

3.3.5. Actividad 1V: Verificacion de la equivalencia, sin re-
escribir la forma de una expresion, mediante el uso de

una prueba de igualdad

Propésitos: comprender qué sucede cuando introducimos en el CAS Aplusix dos
expresiones que son: a) equivalentes, o b) no equivalentes.

Descripcion de la actividad: En esta actividad los estudiantes usaron diferentes
técnicas en el CAS (desarrollar y simplificar las expresiones, comparar
directamente dos expresiones, factorizar, etc.) para verificar la equivalencia de

expresiones.
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En la retroalimentacion automatica (validacion de la equivalencia) que proporciono

el CAS Aplusix a los estudiantes en la Actividad Ill, ellos notaron que la

equivalencia no siempre es clara, ya que no informa sobre las restricciones

existentes en algunas de las expresiones algebraicas; por tanto, son los mismos

estudiantes quienes tienen que considerarlas, lo cual propicio la discusion de la

siguiente pregunta:
¢, Qué significa decir que "Dos expresiones algebraicas son equivalentes™?

En la figura que se presenta a continuacion se puede observar la tarea que

se presentd a los estudiantes en esta actividad, en la que se pretendid propiciar

gue los estudiantes verificaran la equivalencia, sin re-escribir la forma de una

expresion, sino mediante el uso de una prueba de igualdad con el CAS.

Preguntas de discusion:

(A) Introduce, directamente, en la linea de entrada del software Aplusix la ecuacion
formada por la expresién 3:

(x? +3x—10)(3x - 1)(x2 +3x +2)
(x+2)

(B) Ahora duplica la caja e introduce, directamente, en la linea de entrada del software
Aplusix Il la ecuacién formada por la expresién 5:

¢Coémo interpretas este resultado?

Usa el software Aplusix Il para manipular algebraicamente y reemplaza x por -2 en la
ecuacién precedente. Interpreta el procedimiento y el resultado mostrado.

(3x=1) (x*—x—=2)(x+5)

¢Qué muestra el software como resultado?

“éPor qué Aplusix Il no mostré ‘ >H<’ en el caso posterior?”

Figura 3.3.5.1. Tareas de la Actividad IV
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3.3.6. Actividad V: Verificacion de la equivalencia, usando
cualquiera de los métodos de CAS

Propdsito: Hacer notar otras propiedades o caracteristicas mas relevantes sobre lo
gue hace que dos expresiones algebraicas sean equivalentes.

Descripcion de la actividad: Como en el estudio de Kieran y Drijvers (2006),
esta tarea estuvo interesada en obtener informacion sobre las “orientaciones
naturales” que tienen los estudiantes. En particular, cuando el método de
sustitucion numeérica fue visto por ellos como adecuado para determinar la
equivalencia de expresiones.

En la figura 3.3.6.1. se puede ver las expresiones que se presentaron a los
estudiantes. En ésta se observa la decisiébn tomada por ellos sobre que método
usar (CAS o papel y lapiz) para verificar la equivalencia o no equivalencia de estas

expresiones algebraicas.

Expresion dada

1. 4x - 1)2-(x +1) 72

2. 2x +5(X -3 - (x -3 ?2

3. x=3)(3x-1)

(3x - 1)(x - x - 6)
(x + 2

Figura 3.3.6.1. Expresiones algebraicas de la Actividad V.

Los estudiantes verificaron la equivalencia o la no equivalencia entre

las expresiones y respondieron las siguientes preguntas de reflexion:
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a) ¢Puedes usar el CAS o papel y lapiz para determinar cuéles de estas
expresiones son equivalentes? Usa cualquiera de los métodos que
prefieras. Muestra todo tu trabajo en la tabla de abajo:

b) Con base en tu trabajo precedente, ¢cuéles son las expresiones
equivalentes? (No olvides especificar el conjunto de los valores posibles
de x). Por favor, explica tus decisiones respecto de la equivalencia.

Asi, se decidié tomar y adaptar el disefio de las cinco partes de la actividad
1 realizadas por Kieran y Drijver (2006) a las tareas que abarcaron las nociones de
equivalencia algebraica en nuestro estudio exploratorio. Se pretendié que los
estudiantes se involucraran en la evaluacion numérica y en la transformacion
algebraica para que a partir de éstas desarrollaran el razonamiento tedrico de la
nocién de equivalencia entre expresiones algebraicas. Se observé cuales fueron
las estrategias de transformacion que emplearon los estudiantes al manipular
algebraicamente las expresiones con papel y l1apiz y con el CAS Aplusix.

En su trabajo Laborde (1992) menciona que una tarea resuelta usando un
CAS podria requerir estrategias diferentes que las que requiere la misma tarea
con lapiz y papel. También refiere que tiene repercusion en la retroalimentacion
(feedback) que el alumno recibe.

Por dltimo con estas adaptaciones se pretendié observar el grado de
instrumentacion e instrumentalizacion que los estudiantes desarrollaron mediante
el uso y manejo del CAS Aplusix.

En seguida se presenta la figura 3.3.6.3 con todas las actividades que se
llevaron a cabo con los estudiantes en el laboratorio de computo y en el salén de

clases de la escuela (ECCC), asi como las fechas en que se realizaron.
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Actividades Periodo
Introduccion al uso y manejo del CAS (Aplusix II) 26-Nov-09
27-Nov-09
Manipulacion del CAS (Aplusix I1) 03-Dic-09
04-Dic-09
Actividad | 02-Feb-10
Comparacion de expresiones mediante la evaluacién numérica | 05-Feb-10
Actividad Il 08-Feb-10
Comparacion de expresiones mediante manipulacién | 12-Feb-10
algebraica
Actividad 111 15-Feb-10
Verificacion de la equivalencia mediante la re-escritura de la | 16-Feb-10
forma de una expresion
Actividad IV 19-Feb-10
Verificacion de la equivalencia sin re-escribir la forma de una | 22-Feb-10
expresion, usando la prueba de igualdad
Actividad V 23-Feb-10
Verificacion de la equivalencia, usando cualquiera de los | 26-Feb-10
métodos de CAS (Aplusix Il)
Andlisis de los datos Marzo-Mayo
Resultados Junio-Julio

Figura 3.3.6.3. Actividades realizadas y su calendarizacion.

Podemos destacar que durante la adaptacion de las actividades se realizo
una consulta con algunos profesores de matematicas de la misma escuela. Se les
preguntd acerca de los conocimientos previos de los estudiantes en torno a la
nocion de equivalencia algebraica. Coincidieron en que los estudiantes,
participantes en el experimento, no habian tenido ningln encuentro anterior con
esta nocion.

También se reviso el libro de texto de matematicas | de la escuela y no se

encontro relacion alguna con la nocidn de equivalencia algebraica.

3.3.7. Resumen Capitulo Ill

En este capitulo se presentdé la metodologia usada para el presente estudio.
Incluye una descripcion tanto del proceso que se siguid y como de quiénes fueron
los sujetos implicados, donde y cuando se ejecutd el experimento y cuéles fueron
las herramientas para la recoleccion de datos. También se mostro la descripcion

del sitio Web del proyecto APTE que sirvio, en conjunto con el estudio realizado
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por Kieran y Drijvers (2006), como fuente para el disefio y adaptacion de las
actividades.

Por ultimo se presentaron las diferentes actividades que se llevaron a cabo
en la practica, para la obtencion y analisis de los datos que nos permitieron
observar la relacion que existe entre la resolucion de las actividades algebraicas

con lapiz y papel y con el uso del CAS Aplusix.
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CAPITULO IV

4. Resultados y analisis de datos

4.1. Andlisis de las respuestas escritas por los alumnos, y
de las observaciones de las videograbaciones

En este capitulo IV presentamos el analisis de los datos obtenidos, donde se
describe el desarrollo del pensamiento de los estudiantes a lo largo del avance de
las actividades. Tal analisis se centré en la observacion de lo que escriben los
alumnos en las hojas de trabajo a lo largo de las actividades que se desarrollaron
durante las sesiones. Ademéas, se hace una revision del registro de las
videograbaciones y de las notas tomadas al término de algunas de las actividades.

De las cinco actividades que se llevaron a cabo, consideramos que los
resultados mas relevantes se obtuvieron en las actividades 1,2 y 3. En seguida se
muestran los ejemplos mas significativos de lo realizado por los alumnos, asi

Ccomo su interpretacion.

4.2. Actividad I: Comparacion de expresiones mediante la

evaluacion numérica

En seguida se mostrardn imagenes de la actividad de los estudiantes en el
momento de abordar las hojas de trabajo.

La siguiente figura muestra a los estudiantes trabajando con el CAS Aplusix
dentro del laboratorio de computo al inicio de la Actividad I: La evaluacién

numérica.

Figura 4.2.1. Fotografia de los estudiantes participantes en la Actividad 1 en el laboratorio
de computo.
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En dicha actividad 1 (ver anexo |) se observo que el uso y manejo de los
comandos del CAS (Aplusix) no representd dificultades para la mayoria de los
estudiantes. Sin embargo, trabajar con niumeros fraccionarios en las operaciones

de simplificacion aritmética para encontrar el valor numérico de las expresiones si

representd un problema para la mayoria de ellos.
A continuacion se describen las respuestas numéricas de los estudiantes y

las respuestas en las preguntas de reflexién de la actividad I:
a) Los estudiantes trabajaron con el CAS siguiendo el proposito de llenar la
tabla que aparece en la figura 4.2.2. De manera que realizaron

sustitucion algebraica y operaciones de simplificacion aritmética para

obtener valores numéricos, registrados en esta tabla.

b) En las dos columnas en blanco, en la parte derecha de la tabla, los
estudiantes extendieron dos valores mas que fueron de su propia

eleccion.

Con el disefio de esta actividad, realizado por Kieran y Drijvers (2006), los
estudiantes notaron que algunos pares de expresiones parecen siempre terminar
con resultados iguales vy, asi, evocaron la nocion de equivalencia basada en la

igualdad numérica.

Actividad 1: Expresiones equivalentes

Leccion 1
I (con CAS): Comparacién de expresiones mediante evaluacidm mumErica

>

Parte

ividual (suponiendo habilidades

(A) Trabajo i
¥ dos valores posibles para «
ia eleccion., calcule los valores que resultan para

La tabla de
a)

Aplusix LI

fila superior de la tabla, ¥ escribe los resultados de

1. (2—3 ¢ ¥x—3)
s

(7 2200 Fx"+ 2o 0% - B

T Fx— FOIEx— TrxD - Fx o Zp
i g . —r—
s | L { m== 2

o+ 24

Figura 4.2.2. Muestra de una de las soluciones de los estudiantes a la evaluacion

numérica.



Una vez que los estudiantes obtuvieron y registraron en la tabla los valores
numericos de las expresiones (ver figura 4.2.2.), continuaron con la resolucién de
la serie de preguntas llamadas “de reflexion” (ver anexo 1). Asi, se exponen las
respuestas de los estudiantes que se consideraron mas significativas.

En lo que se refiere a los resultados obtenidos del planteamiento de la
siguiente pregunta, designada con el inciso (B), ver pagina 2 del anexo I):

(B) Compara los resultados que calculaste segun las diversas expresiones que
aparecen en la tabla. Registra lo que hayas observado.

En las respuestas individuales de los participantes hubo tres tipos de

respuesta, las cuales llamamos 1,2 y 3. Presentamos una muestra de uno de los

tipos.

, {B) Compara los resultados que calculaste segtin las diversas expresiones que aparecen en la tabla,
Registra, en el rectingulo que sigue, lo que hayas observado.

ia:a l;-_s‘uH(}_Jos I ]o_g operacOne iquH :JM_]@
e

( ™ Beq0c ex !J = J =
-=U rados . f )7 7
| : ombien g Of € TaCI0NeL $55

|| LJG’\I {Q-S‘ Aifes W&J”'mdo}; (oN {Oi- Meamos \fotmes.
fao x.

Figura 4.2.3. Muestra de la respuesta 1 a la pregunta (B) de la Actividad I.

Ocho participantes dieron la respuesta 1 (ver figura 4.2.3.), en la cual puede
apreciarse: los estudiantes observaron que en las expresiones 1y 4 se obtuvo el
mismo valor numérico (para los valores de x =1/3 y -5), aun cuando las
expresiones que aparecian en los recuadros eran diferentes en su estructura, y

que lo mismo sucedia para las expresiones 3 y 5.
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Del segundo tipo de respuesta de los estudiantes presentamos una

muestra:

,.{B)'Compara los resultados que calculaste segiin las diversas expresiones que aparecen en la tabla.
Registra, en el rectingulo que sigue, lo que hayas observado.

O slamente an lay expeesiones Ty 7 dun e
memo eesuttade  swo wpele el a0 g0 e
asoe @ X mptntead gque fn las denas existc
citeton  dipecencia sa  dedieg

Figura 4.2.4. Muestra de la respuesta 2 a la pregunta (B) de la Actividad I.

Once participantes obtuvieron el mismo valor numérico sélo para las
expresiones 1y 4 (para los valores de x =1/3 y -5), mientras que en el caso de las
expresiones 3y 5 ya no resulto el mismo valor numérico. En la figura 4.2.5. que se
muestra a continuacién, se puede observar a un estudiante desarrollando las
transformaciones y operaciones de simplificacion aritmética con el CAS Aplusix

para obtener el valor numérico de la expresion 1 (ver la figura 4.2.2.).

Figura 4.2.5. Fotografia de un estudiante al realizar la evaluacion numérica de la
expresion 1 con el CAS Aplusix.

En seguida se presenta un ejemplo del tercer y ultimo tipo de respuesta,
referente a esta pregunta (B), que los estudiantes registraron en sus hojas de

trabajo.
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Figura 4.2.6. Muestra del tercer tipo de respuesta a la pregunta (B) de la Actividad I.

En este tipo de respuesta observamos que siete estudiantes encontraron
sélo en alguna ocasién uno o dos valores numéricos iguales en las expresiones
algebraicas.

Al igual que en el caso anterior (respuesta 2) parece ser que no
comprenden el encadenamiento en la transformacién y simplificacién de las
operaciones aritméticas (jerarquia de operaciones y uso de paréntesis), aun
cuando el CAS les proporcion6 una retroalimentacion (validacion) continua para
verificar paso a paso la equivalencia entre las expresiones cuando ellos realizaron
sus calculos en este proceso. Estos estudiantes entendian que cuando el CAS no
validaba la equivalencia (un trazo rojo doble tachado con una cruz) habia algin
error en su proceso. Sin embargo, no supieron identificar y corregir sus errores en
esta simplificaciéon aritmética.

La siguiente figura 4.2.7. muestra a un estudiante en el momento de tratar

de localizar algun error en su proceso de sustitucion algebraica para la expresion 5

que se presenta en la tabla de la figura 4.2.2.

Figura 4.2.7. Estudiante que intenta identificar algun error en su proceso de evaluacion
numérica con fracciones.
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Como parte del andlisis de las respuestas proporcionadas por los alumnos,
ahora se muestran los hallazgos encontrados en los tipos de respuestas mas
representativas de los participantes de la pregunta “(c) de reflexion” que se
encuentra en la pagina 2 del Anexo | y que esta directamente ligada con la anterior
pregunta de reflexion (B):

Con base en las observaciones que extrajiste de la tabla precedente (en
(A)), ¢Qué puedes conjeturar respecto de lo que sucede si aumentas los valores
de la tabla e incluyes otros valores de x?

Podemos destacar que de los ocho estudiantes que obtuvieron los mismos
valores numeéricos en las expresiones 1=4 y 3=5, siete indicaron que cuando
extendieron los valores de x volvieron a obtener el mismo resultado en los dos
pares de expresiones. Cabe sefialar que todos los estudiantes escogieron valores
numéricos enteros positivos y en algunos casos negativos, es decir, que en ningdn
momento propusieron numeros fraccionarios o decimales y, menos, algun valor
simbolico o casi simbdlico como 1, lo que nos hace pensar en la dificultad y
malestar que presentan los estudiantes al trabajar con este tipo de valores o
representaciones. A partir de sus resultados, conjeturaron que aunque se siga con
la extensién, de los valores de x siempre se obtendra el mismo valor numérico, sin
percatarse si existen, o no, posibles restricciones en las expresiones.

En la siguiente fotografia se exhibe la respuesta de uno de los ocho
estudiantes que encontraron los mismos valores numeéricos para cada par de
expresiones. Esta estudiante indico no estar segura de que seguir con la extension

de valores de x resulte siempre el mismo valor.

(C) Pregunta de reflexion:

Con base en las observaciones que extrajiste de la tabla precedente {en (A)), ;qué puedes conjeturar respecto
de lo que sucede si aumentas los valores de la tabla e incluyes otros valores de x?

(Uue O Pode. De oo o JELmMTwnTOly O3 2aiountcecs
SigLtin SQUICn DU el ruord et D, peyo W Catcy
TCasEG. QL DCAUE  GonCuiCaind UEIAAtEnc AT Tk

VALoe. B Tk et Deneee WO cuDnto.

Figura 4.2.8. Respuesta de la estudiante insegura de los valores numéricos de x.
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Cuando se cuestion6 su conjetura, la estudiante confesé su inseguridad
respecto a los posibles valores numéricos para x. Lo anterior, debido a que no
pudo realizar una  comprobacion mediante el uso de transformaciones
algebraicas.

En la figura 4.2.9. se ejemplifica el tipo de conjetura realizada por los once
estudiantes que obtuvieron el mismo valor numeérico en las expresiones 1y 4, pero
no en las expresiones 3 y 5. Estos estudiantes conjeturaron que si extendian los
valores, en las expresiones 1 y 4 se volveria a obtener el mismo resultado. Sin
embargo, para las expresiones 3 y 5 ya no se obtendra el mismo valor, lo cual
parece deberse a que en la actividad de la sustitucibn numérica no obtuvieron el

mismo resultado, lo que afecto directamente para que dieran esta conjetura.

{C) Pregunta de reflexion:

Con base en las observaciones que extrajiste de la tabla precedente (en (A)), ;qué puedes conjeturar respecto
de lo que sucede si aumentas los valores de la tabla e incluyes otros valores de x?

ﬁfi 5\’ \ lrf‘do LY o las demads  sepan |
AP v en algun aso pede arciclue. ‘

Figura 4.2.9. Muestra de una de las conjeturas hechas por los once estudiantes que

encontraron valores iguales para un sélo par de expresiones (1 4).

Los otros siete estudiantes restantes que encontraron algunos valores
iguales entre las expresiones (respuesta 3), conjeturaron que, también, solo para
algunos valores (los casos en los que encontraron valores iguales) podra resultar
el mismo valor en las expresiones. Cuando ellos extendieron los valores de x,
segun su propia eleccion, y realizaron las operaciones de sustitucion y
simplificacidon no encontraron el mismo valor numeérico, incluso ni en los casos en
que si habian encontrado valores iguales. Al cuestionarseles sobre este suceso,
ellos argumentaron que se debia a que volvieron a cometer errores en el proceso

de sustitucion y simplificacion aritmética.
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Al terminar la actividad, el profesor ejecutd en el CAS Aplusix la opcion
llamada “actividad de observacion” con el propésito de revisar y analizar el trabajo
realizado por estos estudiantes.’

En la revision de los ejercicios realizados por los estudiantes del
experimento se observo que el CAS mostro la validacion de la no equivalencia
entre sus calculos desde un inicio. Los estudiantes trataron de identificar en donde
se encontraban estos errores (borraron y re-escribieron los calculos varias veces).
No obstante, al no identificarlos (jerarquia de operaciones y uso de paréntesis) los
ignoraron y continuaron con la simplificacion hasta obtener un resultado final
(erréneo).

Es importante destacar que ninguno de los 26 participantes indicd o se
percatod de la restriccion de equivalencia que existe entre las expresiones 3 y 5,
para el caso en particular cuando x = -2 para la expresion 5, lo que provoca que el
denominador se convierta en cero 'y que la expresion sea indeterminada.

A continuaciéon presentamos muestras de las respuestas dadas por los
estudiantes, referentes a la siguiente pregunta que consideramos significativa para
nuestro analisis y que se encuentra en la actividad | (pagina 4 del anexo I):

¢En qué formas esas expresiones son diferentes?

Esta pregunta se refiere a la forma en que estan escritas los dos pares de
expresiones que arrojaron valores iguales, lo que se hizo con el fin de obtener una
vision mas amplia en los estudiantes sobre la nocion de equivalencia entre las
expresiones.

En la siguiente figura se presenta una de las 10 respuestas. En ésta
podemos observar que, para el estudiante, la forma en que estan escritas las

expresiones es diferente.

! En esta opcidn, el estudiante puede retomar sus ejercicios en su formulaciéon final y apelar al
Sistematizador de Respuestas (también denominado “magnetoscopio” o revisor de resoluciones) para
revisar el detalle de sus acciones. El docente también puede hacerlo para evaluar el trabajo de los
estudiantes (Manual de usuario, p.9).
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» “;en qué formas esas expresiones son diferentes?
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Figura 4.2.10. Respuesta de un estudiante con respecto a la diferencia entre las
expresiones.

Otros diez estudiantes indicaron que unas expresiones estan mas
desarrolladas que otras. Seis dijeron que es en la forma en que estan
acomodados los términos de las expresiones.

En relacion a esta pregunta y a las respuestas dadas por los estudiantes,
Ball, Pierce y Stacey (2003a) indican que la capacidad de reconocer expresiones
algebraicas equivalentes de manera rapida y con confianza es importante para
hacer matematicas en una asociacion inteligente con un algebra computarizada,
pues ademas, también es un aspecto clave de lo que ellos llamaron “expectativa
algebraica”, debido a que la habilidad algebraica es paralela al calculo numérico.
Los resultados encontrados por Ball, Pierce y Stacey (2003) en su estudio,
demuestran que el reconocimiento de la equivalencia algebraica, incluso en casos
sencillos, es un obstaculo importante para los estudiantes.

En la sesion posterior a esta actividad se fomento la discusion en torno a
las respuestas que dieron los propios estudiantes. Los estudiantes polemizaron
acerca de cuales pares de expresiones producian resultados iguales. Cada grupo
debatiente (conformado por integrantes que obtuvieron los mismos resultados)
defendi6é sus conjeturas, argumentando sus opiniones Yy justificaciones. Alejandro,
uno de los estudiantes, sostuvo que las expresiones 1 y 4 y 3 y 5 producen
resultados iguales. Mostr6 a todo el grupo (mediante el uso de un cafién y una
computadora) las estrategias que utilizd6 con el CAS Aplusix para llegar a esta
conjetura.

Los estudiantes que no obtuvieron los mismos valores para cada par de
expresiones observaron las estrategias de transformacion que utilizo Alejandro.
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Escucharon atentamente la explicaciéon de cada paso realizado para llegar al
resultado final. A partir de esta exposicion cada estudiante observo, sin corregir
sus hojas de trabajo y pudo detectar sus errores (aun cuando ellos estan
consientes de que hay diferentes caminos para obtener el resultado final).

Una vez que los estudiantes analizaron, reflexionaron y conjeturaron sobre
los cuestionamientos anteriores, se llegd al consenso de que las expresiones 1y 4
y 3y 5 producen valores iguales de salida (al menos para los valores propuestos
de x =1/3 y -5, ningun estudiante propuso el valor de x= -2).

A partir de estas conjeturas los estudiantes continuaron y respondieron las
siguientes preguntas:
¢, Podemos elegir cualquiera de los valores de x para estas expresiones?, ¢ Cual

es el dominio de definicion de cada una de las expresiones dadas?

Las mencionadas preguntas son parte aln de la Actividad | (ver anexo |). Refiere
el conjunto de valores posibles que puede tomar x en cada par de expresiones y
gue garantiza la equivalencia entre estas.

La figura 4.2.11. ejemplifica el tipo de respuesta proporcionada por uno de

los estudiantes con respecto al dominio de definicion para cada expresion.

“:Podemos elegir cualguiera de los valores de x para estas expresiones?”

“iCudl es el dominio de definicién de cada una de las expresiones dadas?”
]‘E“"‘ @1, dg..-,:_, P ot Fac _l'-l"d(}) ||_.GJ F"Lirl’!-f..- -2 “| (),»1"1:1 ¢1G,;I-r'-,'v;L , Lene
reg

Figura 4.2.11. Respuesta de un estudiante acerca del dominio de cada expresion.

Al realizar el analisis de las respuestas registradas por los estudiantes en
las hojas de trabajo. Se pudo observar que los veintiséis estudiantes no
consideraron la imposibilidad de probar todos los reemplazos numéricos posibles
para determinar la equivalencia. Ellos especificaron que todos los nimeros son

admisibles para x. Asi que, para ellos, cualquier valor numérico que se le asigne a
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X en cada par de expresiones (L y 4y 3y 5) se obtendrd siempre el mismo
resultado, por lo que conjeturaron que estas expresiones son equivalentes.

Como lo mencionan Kieran y Drijvers (2006), puede observarse como los
estudiantes relacionan la equivalencia de dos expresiones algebraicas con lo
numérico y, de como, esto refleja la idea de que: para todos los valores de
entrada, valores de salida iguales. Lo que evoca en los estudiantes la nocion de
equivalencia basada en la igualdad numérica. Parece que los conceptos
aprendidos en secundaria les induce a hacer este tipo de generalizaciones.

Como complemento del cuestionamiento anterior, se les pidi6 a los
estudiantes contestar la siguiente pregunta (ver Anexo 1), con la idea de hacer
emerger, la reflexion sobre posibles restricciones en las expresiones.

¢ Podemos encontrar un valor de x para el cual, en un par de expresiones,
éste produzca resultados diferentes?

La respuesta de todos los estudiantes participantes fue siempre negativa.
Tal parece que el problema radica en que la mayoria de ellos adquirid
conocimientos matematicos de una forma memoristica; por ello, no siempre
comprenden lo que hacen; repiten de manera mecanica un proceso estereotipado.

Los alumnos aun en este punto continlan con la creencia de que su
conjetura es correcta (para valores de entrada, valores de salida iguales),
simplemente por el hecho de haber seguido un procedimiento y observar un cierto
patron entre las expresiones. Situacion falsa.

A continuacion insertamos un ejemplo de la respuesta de los estudiantes

sobre posibles restricciones en las expresiones.

;Podemos encontrar un valor de x para el cual, en un par de expresiones, éste

produzca resultados diferentes?

\ w/p.ﬁq w co la oispa EXpress ©

|

Figura 4.2.12. Ejemplo de la respuesta que dio uno de los 26 estudiantes, sobre una
posible restriccion en las expresiones.
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Més adelante, cuando se propuso a los estudiantes sustituir el valor de x= -
2, se demostrd que la sustitucion numérica no siempre es suficiente y contundente
para comprobar la equivalencia de expresiones.

Otra de las preguntas formuladas a los estudiantes, es la que se refiere a la
imposibilidad de poder verificar todos los valores admisibles para x en cada
expresion y que a continuacion presentamos (ver anexo ).

¢, COmo podemos responder esta pregunta sin haber verificado todos los
valores?

Kieran y Drijvers (2006) indican que esta pregunta fue disefiada para
motivar el uso de propiedades y de meétodos algebraicos para verificar la
equivalencia de expresiones.

En torno a las respuestas obtenidas de esta pregunta podemos destacar
que los estudiantes respondieron que es posible realizar transformaciones
algebraicas para verificar los valores admisibles de x en las expresiones, esto es,
sugirieron desarrollar las expresiones (polinomios) sin sustituir valores para X, con
el fin de simplificar y despejar la incognita (x) en las expresiones para encontrar
sus soluciones. De esta manera se podria obtener los valores admisibles para
cada par de expresiones, lo que permitiria eliminar la necesidad de demostrar la
igualdad para todos los valores de x por la evaluacidn exhaustiva y la
comparacion.

La figura 4.2.13. presenta un ejemplo de las respuestas dadas por los
estudiantes a la pregunta sobre la verificacion de todos los valores posibles que

puede tomar X.

,Cémo podemos responder esta pregunia sin haber verificado todos los valores
posibles de x7

[ Srsatvelbndo  [as ol nemios S sushder . welor=>
A1 4 o —_——

C
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L

Figura 4.2.13. Respuesta de un estudiante sobre la verificacion de todos los valores
posibles que puede tomar x.
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En la dltima seccion de las hojas de trabajo de esta actividad | (p.6, anexo I)
se les present6 a los estudiantes el caso particular de la siguiente expresion
algebraica:

X+ D(x +2) = x(x+2) + 1(x+2)

Esta expresion algebraica fue desarrollada y llevada a una forma escrita
diferente mediante la aplicacion de reglas algebraicas. En este proceso los
estudiantes pudieron observar que las expresiones original y final (asi como las
expresiones intermedias) tienen formas diferentes.

Posteriormente, se pidié a los participantes elegir cualquier valor numérico
para X y sustituirlo en cualquiera de las cuatro expresiones producidas y observar
lo que sucedia. Luego que se realizd lo anterior, los estudiantes respondieron al
siguiente cuestionamiento (ver anexo I):

¢, Qué se observa? ¢ Por qué sucede que todas esas expresiones diferentes
producen el mismo valor numérico, cuando x es reemplazado por un ndmero
cualquiera?

Las respuestas obtenidas en este cuestionamiento fueron las mismas. Cada
estudiante escribié en las hojas de trabajo que se obtiene el mismo valor
numérico, debido a que estas expresiones solo estan escritas de diferente
manera, es decir estan simplificadas o desarrolladas, pero siguen siendo la misma
expresion.

Con el proposito de continuar con la reflexion sobre las conjeturas hechas
por los estudiantes e introducirlos a la siguiente actividad, en parte final de la
actividad | se planteo esta pregunta:

¢ Podemos usar algebra para convertir una expresion de un par en la forma
de otra expresion, o cada una de ellas en alguna forma coman?

Kieran y Drijvers (2006) mencionan que cuando el estudiante tiene
dificultades para determinar la equivalencia mediante la sustitucion de valores en
la expresion algebraica, relaciona la nocién de equivalencia algebraica con una
forma algebraica similar o comdn.

Por su parte, Saldanha y Kieran (2005) sefialan que en el razonamiento

sobre las expresiones algebraicas, la forma comun juega un papel importante, ya
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que permite que los estudiantes averiglen si las expresiones dadas son
equivalentes. Esta idea de expresiones, que tienen una forma comun, cuando se
entiende bien y es usada correctamente, juega un papel significativo y positivo en
las capacidades de los estudiantes para evaluar la equivalencia de expresiones.
Sin embargo, mencionan que la idea de la forma comun resulta ser algo
probleméatico en dos sentidos: Primero, porque algunos de los estudiantes
consideran la forma comdn como una forma basica y simplificada, adn la "mas
simple". Asi, algunos consideran que la forma de descomponer en factores es
comun también. Segundo, porque la complicacion resulta desde un principio en la
nocion de la forma comun. Si "comun" es tomado como “"basico"”, entonces una
expresion algebraica si puede tener algunas formas comunes: una descompuesta
en factores y otra desarrollada, en lugar de la idea de dos expresiones que estan
expresadas en una forma comun.

En la siguiente figura 4.2.14. se observa como los estudiantes relacionan el
concepto de forma comun con una forma simplificada o desarrollada de las

expresiones.

Ahora woalmnos oste caso:

“Podermos multiplicar estos dos factores » llevar las expresiones a formas difercnotes™

(ot LACx+2) — xdoc 23 + 1L {23
— = - Doe b e 2
— a4+ B 3+ 2
NGtese gue las expresiones original 3 final (asi como las expresicones intermedias) tienen
formas diferentes. ~Ahora, elija cualguier valor numsdérico para x » sustithiyalo en las cuatro
expresiones.
LOué se observa? ;FPor gué sucede gue todas esas expresiones diferentes producen el
mismo valor numérico, cuando x es reemplarado por un nuamero cualguicra?®
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Fodemos usar aAlgebra para convertir una expresicon de un par en Ia forma de otra

expresicon. o cada una de ellas en alguna forma comiEn?
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Cuadro 4.2.14. Respuesta de un estudiante sobre la forma comudn de las expresiones.

A continuacion se presenta una breve descripcion de un caso particular: El
“caso Pati”, mismo que se dio de manera espontanea durante la realizacion de

este estudio exploratorio. Se describen algunas partes de lo sucedido con Patricia
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de 3° de secundaria, grupo 3° B, de la misma escuela, quien a peticion propia
quiso participar en las actividades de este trabajo de tesis. Cabe mencionar que
las actividades en este caso se realizaron en el salén de clases (vacio), mediante

el uso de una Laptop con el CAS Aplusix.

4.2.2. El caso de una estudiante de 3° de secundaria de

desempefio alto (Pati)

Antecedentes de la estudiante: Pati tiene 15 afios de edad, cursa el tercer afio de
secundaria (anteriormente fue alumna de quien escribe esto). Su desempefio en la
materia de matematicas, comparado con el de sus comparieros, siempre fue alto,
por tanto, casi no requiri6 del apoyo del profesor en la resoluciéon de las
actividades del experimento.

Andlisis del caso Pati: En el marco del aprendizaje de la nocion de
equivalencia entre expresiones algebraicas, el profesor (aplicador) le propuso a
Pati resolver la actividad I, referente a la comparacion de expresiones, mediante
evaluacion numérica con el uso del CAS Aplusix (en solo dos sesiones se le dio a
Pati una explicacion sobre el uso y manejo del CAS). Durante la realizacion de las
actividades se mantuvo un didlogo constante con Pati. Se le cuestion6 sobre las
estrategias utilizadas en los dos ambientes (papel y l1apiz y con CAS) para conocer
con mayor profundidad su pensamiento algebraico. En el desarrollo de la actividad
I, Pati no encontré dificultades. Lo mismo ocurrié cuando trabajé en la sustitucion y
simplificacion de las expresiones para obtener los valores numeéricos. Ella obtuvo
valores iguales para los dos pares de expresiones (1 y 4 y 3y 5) aun cuando
extendio los valores de x.

Se observo que Pati tiene un buen manejo de las transformaciones
algebraicas tanto en las actividades con papel y lapiz como con el CAS. Asi lo
demuestran los datos registrados por ella en las hojas de trabajo. Cabe sefialar
gue la estudiante no habia tenido un acercamiento previo con la nocion de
equivalencia algebraica al menos no de manera explicita. A continuacion
presentamos la transcripcion de un fragmento del dialogo sostenido entre el

Profesor y Pati durante el desarrollo de la Actividad I.
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E: Entrevistador
: Patricia (Pati)

-

. ¢, Obtuviste el mismo valor numérico en varias expresiones?
. Si.

: ¢ Eso es lo que registras en tu hoja de datos?

. Si.

: 'Y eso qué quiere decir, ¢qué las dos expresiones son la misma?

m T mMm T m

P: Aja [mueve la cabeza para indicar que si, mientras contintia con las
transformaciones de las expresiones en el CAS].

E: ¢Y por qué crees que sean... que estan escritas de diferente forma?

: Porque estan mas desarrolladas unas que las otras, estan mas simplificadas
. ¢ Estan mal desarrolladas?

: Més desarrolladas.

. ¢ ES decir tienen otra forma?

. Si.

¢Y qué piensas de la retroalimentacion (validacion) que indica el CAS, del

m © m © m T

proceso que ta estas siguiendo?, por ejemplo, cuando indica dos lineas paralelas
en negro, azul y rojo entre los procesos que tu estas haciendo entre cada etapa
¢No?

P: Bueno, te ayuda, ya que en papel no sabes si las respuestas estan bien o mal
y aqui si indica si estas bien en las etapas.

E: ¢ Crees que con papel y lapiz podrias validar tus respuestas?

P: Si.

E: ¢ Cbémo las validarias?

P: Pues aqui en el CAS observas las etapas y si indica las lineas en rojo te
regresas

E: ¢ A la etapa anterior?

P: Si.

E: ¢Y silo estuvieras haciendo en papel y lapiz?

P: En ese caso no puedes saber hasta que no termines de despejar la incégnita y

sustituyas el resultado.
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E: Cuando ta comparas dos expresiones que estan escritas de diferente forma
¢,como compruebas que éstas son iguales?

P: Desarrollando una de las dos.

E: ¢Y crees que esas dos expresiones, que tu ahora encuentras que son iguales
(sefnalo la hoja de datos), sigan siendo iguales si tU aumentas los valores de x?
P: Si.

: ¢, Por qué lo crees?

: Porque... el resultado... bueno la... la ecuacién que me dan es una constante.

. ¢ Es una constante?

T M T m

: Aj4, es una constante que es... aqui (sefiala la pantalla de Aplusix donde esta
escrita la expresion # 3) yo le estoy asignando unos valores, en cualquier lugar
gue Yyo lo sustituya de la ecuacion siempre me va a dar el mismo resultado.

E: ¢ Aunque estén escritas de diferente forma?

P: Si.

E: ¢ En cudles expresiones obtuviste valores iguales?

P: En la Exp.#1 y la Exp #4, también en la Exp. #3 y la Exp. #5.

E: ¢ Crees que todas las expresiones se puedan escribir de manera diferente? Por
ejemplo, si dos expresiones se desarrollan de manera diferente ¢se podra
siempre obtener el mismo resultado?

P: Si.

E: ¢Por quée?

P: Porque sigue siendo la misma expresion solo alteras el orden de los factores...
o la simplificas.

E: ¢ Qué puedes conjeturar respecto de lo que sucede si aumentas los valores de
la tabla e incluyes otros valores de x?

P: Que se obtiene el mismo valor numérico

E: ¢ Para cualquier valor?

P: Si.

Como puede apreciarse, Pati tiene cierto conocimiento de la nocién de

equivalencia. Sin embargo, conforme avanzaba con el desarrollo de las
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actividades comenzd a dudar sobre el uso correcto del término equivalencia o
igualdad.

En la ultima seccién de las hojas de trabajo de esta actividad | (p. 6, anexo
I) se presento el caso particular de la siguiente expresion algebraica, misma que
fue llevada a una forma escrita diferente mediante la aplicacion de reglas

algebraicas.

X+ D(x +2) = x(x+2) + 1(x+2)

Recordemos que se pididé observar las expresiones generadas y elegir un
valor numérico para x y sustituirlo en varias de éstas para saber lo que sucedia.

En esta seccion Pati conjeturd, aun sin realizar célculos, que se obtendria el
mismo valor numérico al sustituir un valor numérico en cualquiera de las
expresiones, generado dentro del encadenamiento algebraico de la expresion. Sin
embargo, aun cuando ella tiene esta vision general de las expresiones, no fue
capaz de observar la restriccion que existe para la expresion 5 cuando x = -2y
gue restringe la equivalencia de las expresiones 3y 5.

En la siguiente figura se ve a Pati en el salon de clases en el momento de

resolver la Actividad | con el uso del CAS.

Figura 4.2.15. Pati en el momento de resolver la Actividad | con el CAS (Aplusix) en el
salon de clases.
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A partir del analisis de los datos obtenidos en este caso, diremos que, de
acuerdo con la categorizacion aplicada en este estudio, retomada y adaptada por
Iranzo y Fortuny (2009), los grados de instrumentacion e instrumentalizacion que
desarrollo Pati son altos.

En la figura que a continuacibn se presenta se muestran los datos

obtenidos y registrados por Pati en la tabla de la Actividad I.

MNombre: f/?m/c’b 4.;/ £ P /é'm !2/:1(1 .

Fecha:

Actividad 1: Expresiones eguivalentes

Leccion 1
Parte I (con CAS): Comparacion de expresiones mediante evaluacién numérica

(A) Trabajo individual (suponiendo habilidades precedentes)

La tabla de abajo muestra cineo expresiones algebraicas ¥ dos valores posibles para s

a)  Usando los dos valores dados de x (i.e
cada expresidn por medio de las he
b Registra el valor de ta eleccidén para |

-iGn, caleule los valores que resultan para

de x en la fila superior de la tabla, ¥ escribe los resultados de

s cdleulos en las celdas apropiadas, las cuales se mue abajo.
Para x — 1/3 =5 .l_/ . q_ -
Expresion | Resultado Resultado Resultado Resultado
15 (3 ) x5 il N | / y
= 15 1 | = 3 o/
2 P+ 20N I+ 2T )
D 4 312y
= fx? + Fx— FONFx— I jixZ = Fx+ 2}
= (+2) .
o &) <335
| (-x+3) +x(3x—0) - 4D 5
e 5o
e (Fx—I WxP—x—2 W x+5) - — —
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Figura 4.2.16. Datos registrados por Pati sobre la sustitucién numérica.

Méas adelante dentro del andlisis de las otras actividades (Il a V) se
mencionan algunos resultados obtenidos en “El caso Pati”.

1 Para concluir el andlisis de la actividad | presentamos una sintesis de los
rasgos que consideramos representativos en el desarrollo de esta Actividad.

El uso del CAS (Aplusix) ayud6 a superar el obstaculo que representa la
carencia de significado y captacion de atencidbn en los estudiantes. Se ve
claramente la influencia de las herramientas proporcionadas (validacion) por el

CAS en la construccion de competencias en algebra.
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Durante la realizacion de las acciones de la actividad I, los estudiantes
desarrollaron libremente sus célculos, paso a paso en los rectangulos que
contienen las expresiones. Estos pasos siempre fueron validados por el CAS que
calculaba la equivalencia entre las expresiones.

Las posibilidades (simplificacion de operaciones aritméticas) y restricciones
del CAS (por ejemplo, restriccion de simplificacion en los célculos cuando
interviene una variable, no simplificar fracciones, no identificar restricciones, etc.)
influyeron en las estrategias de resolucion de los estudiantes, asi como en las
correspondientes concepciones emergentes (la nocion de forma comun).

En este estudio, el CAS permitié que el estudiante tuviera absoluto control
al realizar sus calculos y transformaciones algebraicas.

Dado que el CAS validé las transformaciones realizadas, representd para
los estudiantes una herramienta de gran ayuda, pues entendieron la equivalencia
entre las expresiones generadas. Este entendimiento es de suma importancia en
los procesos algebraicos (desarrollo, resolucién y simplificacion de expresiones,
etc.) donde en todo momento el estudiante realiza transformaciones.

Tanto las actividades como el conocimiento del alumno guiaron la forma en

gue se utilizo el CAS durante el desarrollo de esta actividad.

4.3. Actividad II: Comparacion de expresiones mediante

manipulacion algebraica

El disefio de esta actividad, segun Kieran y Drijvers (2006), apunt6 al desarrollo de
la nocion de equivalencia de una forma comun. Las preguntas de reflexion guiaron
la identificacion de expresiones equivalentes, incluyendo una justificacion y la
consideracion de restricciones posibles.

Al inicio de esta Actividad Il, tomando en cuenta las observaciones
obtenidas en la actividad | y a las discusiones subsiguientes en clase (ver Anexo
1), se pidi6 a los estudiantes que conjeturaran si las expresiones anteriores podrian

ser 0 no re-expresadas en una forma comun.
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¢Es posible establecer una conjetura, respecto de que las expresiones
anteriores dadas pueden, en efecto, ser re-expresadas en una forma comun?

En general, las respuestas de los estudiantes refieren que si se pueden
expresar en una forma comudn todas las expresiones, aun cuando son muy
diferentes. No obstante, no argumentaron la razén de su conjetura.

Algunos estudiantes solo registraron que al desarrollar cada par de las

expresiones el resultado de ambas sera el mismo.

En estas respuestas se observa que contindan usando la nocién de
equivalencia como algo numérico y no han reflexionado sobre la forma comun

algebraica tal como se ve en la siguiente figura.

Ae Fur_:dc rteipftj;,‘ en nu faf’m& comuin, ?g_gét

L }LJ'L"b‘:l""

({m( {l{llj.unux foylacidacy SP0 d-’fuin‘ff’) me ik

S j( A BmMo.

Figura 4.3.2. Respuesta de un alumno dada a la pregunta acerca de poder re-expresar en
una forma comun las expresiones.

Mientras que en figura siguiente se presenta la respuesta de Pati a esta
misma pregunta:
¢ Es posible establecer una conjetura, respecto de que las expresiones anteriores

dadas pueden, en efecto, ser re-expresadas en una forma comun?

Se puede observar, en su respuesta, como ella visualiza una forma comun

algebraica para cada par de expresiones.
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Figura 4.3.3. Respuesta de Pati a poder re-expresar las expresiones a una forma comun

Tras haber contestado la pregunta anterior, los estudiantes verificaron su
conjetura con la realizacion de transformaciones algebraicas con papel y lapiz
para re-escribir las expresiones dadas en otra forma (no necesariamente en forma
desarrollada). Ellos trabajaron para re-expresar las expresiones en una forma

comun, sus transformaciones fueron registradas en las hojas de trabajo

A continuacion se exhibe el registro de las transformaciones algebraicas
desarrolladas por Pati en esta actividad.

[TExpresiones dadas

| Forma re-—escrita de 1a expresicon dada
! e—F I a5 e 2 o~ — B |
l | B e e e -
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Figura 4.3.4. Registros de Pati al trabajar con papel y lapiz para transformar las
expresiones a una forma comun.
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Observemos que Pati

transformaciones y logra identificar una forma comudn para las expresiones 1y 4y

3 y 5. Se corrobora asi que Pati es una estudiante experta en la manipulacion

simbdlica.

En la siguiente figura podemos observar otro tipo de estrategias utilizadas
por otro estudiante. También se aprecian las dificultades que tiene cuando re-

aplica sus estrategias algebraicas en

expresa las expresiones a una forma comdn.

| Forma re-escrita de la expresion dada

Ijxpresiones dadas

1 (@-3)(4x=3)

Y% - 3% - (2« +9
o — (S» ¥

2. (FHx—20)(3x°+2x—1)

By 4 ZeSayx® A B 26T
-0 =? - fOx 420
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3. (x+2)

a4,  (-x+3) +x(3x—9]
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[t 3) (—xt3d+# (S¥=9)

5. (3x—1)(x"—x—2)(x+5)
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Figura 4.3.5. Registros de uno de los estudiantes al trabajar con papel y lapiz para
transformar las expresiones a una forma coman.

las
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Durante la sesién de discusion (posterior al desarrollo de esta actividad)
(Alejandro) solicitdé pasar al pizarron para transformar las expresiones 1,2 y 4 a

una forma comun, con el propésito de mostrar a sus comparieros sus estrategias.

En la fotografia se ve a Alejandro.

Figura 4.3.6. Alejandro realizando la transformacion de las expresiones 1,2y 4 a una
forma comun en el pizarrén del salén de clases.

El andlisis de los datos obtenidos de la actividad Il no fue completada por
todos los estudiantes, debido a dificultades tedricas y a la falta de confianza para
validar sus transformaciones y resultados.

Al trabajar con el método tradicional de papel y lapiz, es claro que la
simplificacién automatica como tal no existe. Ademas, se requiere la capacidad de
los estudiantes para visualizar, a escala global, las expresiones para ver qué
maniobras de simplificacién o transformacién son posibles (por ejemplo, la
agrupaciéon de términos semejantes o la cancelacion de factores comunes) para
llevar a una forma comun las expresiones y asi determinar la equivalencia entre
ellas. Observamos que pocos estudiantes completaron el desarrollo y

transformacién de las expresiones para llevarlas a una forma comun.
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Con este método tradicional de papel y lapiz el estudiante requiere en todo
momento de la ayuda del profesor para validar sus transformaciones y resultados.

Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004) mencionan que los
alumnos con problemas de conocimientos algebraicos pierden la motivacion
rapidamente y el profesor invierte demasiado tiempo identificando y corrigiendo los
errores de los estudiantes.

En esta Actividad Il realizada con papel y lapiz se observé que la mayoria
de los estudiantes utilizaron nuevamente las estrategias de ampliar o desarrollar
las expresiones y la minoria optd por descomponer en factores. Sin embargo, en
su aplicacion se presentaron una serie de obstaculos y dificultades que no fueron
capaces de superar debido a que no recordaron los conocimientos previos.

Ball, Pierce y Stacey (2002) definen y analizan “la expectativa algebraica”
en relacion con algunos elementos: saber convenciones y propiedades basicas de
las operaciones, capacidad para identificar la estructura y las caracteristicas
claves de las expresiones algebraicas. Los investigadores también consideran un
punto clave dar mas importancia a la expectativa algebraica, ya que estan
convencidos de que hay que proporcionar a los estudiantes una gama mas amplia
de formas y transformaciones algebraicas que los lleve por una direccion vital para

el cambio y mejoramiento de estos procesos de ensefianza-aprendizaje.

4.4. Actividad lllI: Verificacion de la equivalencia, mediante la
re-escritura de la forma de una expresion algebraica dada,

usando el CAS Aplusix

En esta Actividad Il los estudiantes realizaron transformaciones algebraicas con el
CAS Aplusix para re-escribir las expresiones y llevarlas a una forma comun.
Similar a la actividad I, los estudiantes usaron sus conocimientos algebraicos para
identificar las formas equivalentes (o las formas no-equivalentes, cuando los
errores se presentaron) rapidamente. Asi, mostraron confianza en el seguimiento

de las transformaciones algebraicas de las expresiones. La observacion de esta
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actividad y los datos analizados demostraron que el descubrimiento de la
operatividad del CAS es paulatino. En esta actividad los estudiantes casi no
requirieron ayuda del profesor, a diferencia de la actividad anterior donde
solicitaban, en todo momento, la ayuda del profesor. Se observaron mejoras
significativas durante el desarrollo de esta actividad, el uso del teclado virtual del
CAS se volvio cada vez mas eficiente.

Como lo mencionan Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004,) la
comparacion entre una sesion con el CAS Aplusix y una con lapiz y papel
demuestra la contundencia didactica del CAS Aplusix, pues los estudiantes
trabajaron con mayor motivacion desde el inicio hasta el final de la sesion con una
notoria autonomia y con mayor confianza. No dudaron en explorar y experimentar
diferentes estrategias de transformacion para la misma expresion, incluso
compararon sus estrategias con las de otros compafieros, lo que propicid la
reflexion, en los estudiantes, en cuanto a que se pueden seguir diferentes caminos
algebraicos para obtener al final la misma expresién algebraica. La posibilidad que
ofreci6 el CAS de validar las transformaciones paso a paso, le permitié al
estudiante trabajar en una dificultad a la vez.

En esta actividad el profesor solo intervino con propuestas puntuales y
establecio algunas sugerencias cuando se solicitd su ayuda. Cada estudiante
trabajo a su ritmo, con autonomia y con la posibilidad de recibir una validacién
inmediata del CAS, en contraposicion con la actividad anterior en donde se trabajo
con papel y lapiz. De hecho, la utilizacion del CAS Aplusix hizo que, en algunas
ocasiones, los estudiantes manifestaran emocién y entusiasmo con frases como:
iya entendi! y jasi es mas facil!

Con el CAS Aplusix el estudiante se vio obligado a identificar sus errores y
por consiguiente analizarlos y corregirlos. Caso contrario en la actividad con papel
y lapiz donde la mayoria de los estudiantes dej6 inconclusa la actividad.

Queremos poner énfasis en que una gran parte de los estudiantes mejord
sus competencias operativas y metodoldgicas, dado que hasta este momento su
nivel de instrumentacion e instrumentalizacion era del tipo procedimental (Iranzoy
Fortuny, 2009).
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En las siguientes figuras observamos las transformaciones algebraicas que
Pati utilizé con el CAS para re-expresar las expresiones 3 y 5 a una forma comuin
y, asi, poder verificar la equivalencia de estas expresiones. También se observa el
tipo de validacion que proporciona el CAS (dos lineas rectas paralelas en color
negro que indican la equivalencia entre las etapas) para validar las
transformaciones algebraicas paso a paso y asegurar un desarrollo y resultado

final correcto.

Aplusix - Estudiante : david
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Figura 4.4.2. Transformaciones de Pati para re-expresar la expresién 5 a una forma
comun algebraica.
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En la figura 4.4.3. se muestran las transformaciones algebraicas que
efectué otro estudiante para llevar las expresiones 1 y 4 a una forma comun.
Nuevamente se observa la validacion que proporciona el CAS entre las

transformaciones.

Aplusix - Estudiante : david

ar Etapa Operar Pardmetros  Actividades Previas  Avuds
jerci

datos) =) | Nlﬂﬂ Teim ezl efiznstsie \J J o | &| Detererlalista | ElMapa |

{x - 3) {436 = 3) Teclado ¥irtual [3¢]

=| =
<|
B

1

cién (ingreso de

o.

wa
~ [0 oo
5

| i

{x-3) xd4x-2 ‘ (4x2-3x-12x+9) ‘

‘ (4x2+15.x+9) ‘ | (4x2—115x+9) |::::

Estado : OK

Figura 4.4.3. Transformaciones de uno de los estudiantes para re-expresar la expresion 1
a una forma comun.

En esta figura se observa, en el primer paso, que el estudiante introduce la
expresion dada (expresion 1). Luego duplica la etapa y borra algunos términos del
paréntesis derecho. En ese momento el CAS le indica (dos lineas rectas en forma
de cruz de color azul) que el proceso que se esta desarrollando es indefinido o
incompleto. El estudiante decide duplicar una nueva etapa, en la cual expande la
expresion mediante el producto de los términos, el CAS ahora valida la
equivalencia (dos lineas paralelas en negro) entre estas etapas (rectangulos).
Posteriormente el estudiante vuelve a duplicar la etapa y simplifica la expresion
sumando algebraicamente términos semejantes, el CAS ahora indica la no
equivalencia (una vertical, en rojo y tachada significa que hay un error de
equivalencia entre los dos rectangulos), debido a la colocacién de un mal signo en
la simplificacion de los términos semejantes. El estudiante observa las etapas
anteriores y visualiza un error, decide duplicar la etapa y corrige el signo; por esto,
el CAS valida la correcta equivalencia entre las expresiones (un trazo negro doble

entre dos expresiones significa que las dos expresiones son equivalentes).
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En este caso podemos observar que el uso del CAS le permitié al
estudiante desarrollarla expresion de forma mas ordenada y formal (por etapas).

En la figura 4.3.5., que se presentd en la actividad Il, notamos que el
estudiante suele realizar sus transformaciones de forma desordenada, omite o se
salta pasos algebraicos cuando trabaja con papel y lapiz. Lo anterior trae como
consecuencia que no analice y reflexione sobre las expresiones que genera y que
produzca errores a lo largo de las transformaciones y solucion de las expresiones,
lo que dificulta el entendimiento de la equivalencia algebraica.

En el caso presentado en la figura 4.4.3. puede verse que con el CAS
Aplusix, el estudiante realiza sus propias transformaciones y célculos, ya que al
validar la equivalencia entre las expresiones generadas el CAS ayud6 al
estudiante a entender las relaciones algebraicas que existen entre las
expresiones, asi como a aprender a detectar y corregir sus errores.

Como mencionan Sfard (1991) y Harper (1987) la comprobacion de la
equivalencia es una importante retroalimentacién. Sin embargo, el estudiante
también necesita retroalimentacion que le permita dar sentido a las expresiones de
acuerdo con sus objetivos.

La barra de estado de Aplusix muestra parte del sentido: Grado de los
factores, de expansion, de reduccion; progresion en el proceso de resolucion de la
ecuacion, etc. (ver figura 1.6.1. Sintesis esquemaética de la Pantalla principal del
CAS Aplusix).

Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau (2004) sefialan que el CAS
Aplusix puede verse como un medio para la validacion, en el sentido dado por
Brousseau (1997), ya que el alumno puede saber si su respuesta es correcta o no,
sin la intervencion del profesor. Esto puede reducir el efecto del contrato didactico
donde los estudiantes tratan de adivinar el resultado esperado por el profesor
cuando les pregunta para su validacion.
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4.5. Actividad IV: Verificacion de la equivalencia, mediante el

uso de la prueba de igualdad

El disefio de esta tarea, segun Kieran y Drijvers (2006), promovio la reflexion de
los estudiantes sobre las restricciones en las expresiones. Lo anterior a partir de la
idea de lo que sucederia con estas expresiones si se ampliaran los valores de x
ademas de los incluidos en la tabla. También en esta actividad hubo una serie de

preguntas de reflexion para promover la discusion.

Para esta actividad se pidi6 a los estudiantes que observaran lo que
sucedia cuando introducian en el CAS Aplusix dos expresiones: equivalentes y no
equivalentes (ver Anexo I). Después de realizar una prueba de igualdad mediante
el uso del CAS, los estudiantes registraron sus resultados y conjeturas en las
hojas de trabajo. EI CAS sirvio como herramienta para la validacion de la
equivalencia entre las expresiones dadas.

En el inciso (A) de las hojas de trabajo (ver anexo I) de esta Actividad 1V,
los estudiantes introdujeron directamente en la linea de entrada del CAS Aplusix la
expresion 3. En el inciso (B) se pidié duplicar la etapa anterior e introducir la
expresion formada por la expresion 5.

En la siguiente figura se presenta el resultado obtenido por un estudiante al
introducir las expresiones 3 y 5 (ver Anexo I). El CAS valida la equivalencia entre

las dos expresiones.

Aplusix - Estudiante : david
Archivo  Editar Etapa Operar Pardmetros  Actividades Previas  Ayuda
i
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Figura 4.5.1. EI CAS Aplusix valida (dos lineas paralelas en negro) la equivalencia entre
las expresiones 3 y 5 sin indicar restricciones entre estas.
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Una vez que los estudiantes realizaron lo anterior, contestaron la siguiente
pregunta.
¢,Qué muestra el CAS como resultado?

La totalidad de los estudiantes registré en sus hojas de trabajo que el CAS
valida la equivalencia entre las expresiones 3 y 5 (dos lineas rectas en negro entre
las expresiones validan la equivalencia).

Es necesario sefalar que el CAS Aplusix no indica 0 muestra ningun tipo de
retroalimentacion a los estudiantes sobre la cuestion de las restricciones en las
expresiones. Esta limitacion debid obligar a los estudiantes a que cuidaran las
restricciones. Kieran y Drijvers (2006) sefialan que lo mismo pasa cuando se
trabaja con papel y lapiz, pues no hay ninguna luz roja que los alerte. Por tanto los
estudiantes deben ser capaces de detectar posibles restricciones en las
expresiones. Mas, hasta este punto, los estudiantes continuaron sin observar las
restricciones cuando x= -2 en la expresion 5. El hecho de que el CAS no muestre
las restricciones es una limitacién tecnolégica que pasé inadvertida entre los
estudiantes.

Posteriormente, los estudiantes continuaron con otra prueba de igualdad,
usando el CAS Aplusix. Trabajaron las expresiones 2 y 5.

La figura 4.5.2. presenta el trabajo de un estudiante de la prueba de
igualdad de las expresiones 2 y 5 con el CAS Aplusix. Se puede ver claramente la
retroalimentacion que proporciona el CAS sobre la validacion de la no

equivalencia.
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Figura 4.5.2. EI CAS valida la no equivalencia entre las expresiones 2 y 5.
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Obsérvese como el estudiante introduce en el CAS la expresion 2 en la
primera linea de entrada y posteriormente duplica la etapa e introduce la
expresion 5. Inmediatamente el CAS valida la no equivalencia entre las
expresiones (una vertical, en rojo y tachada significa que no existe equivalencia
entre los dos rectangulos).

De nuevo, se pidid a los estudiantes contestar la siguiente pregunta (ver
anexo l): ¢ Qué muestra el software como resultado?

En este caso la respuesta de los estudiantes fue contundente, el CAS
muestra la validacién de la no equivalencia entre las expresiones (un trazo rojo
doble tachado con una cruz significa que se tiene una relacion de dos expresiones
"no iguales"). Esta validacion les proporcioné confianza y seguridad a los
estudiantes para conjeturar que estas dos expresiones no son equivalentes.

Una vez que los estudiantes observaron y registraron sus conjeturas de lo
sucedido en el CAS introdujeron las dos expresiones. En seguida se les pidi6
reemplazar x por el valor numérico de -2 en las expresiones precedentes e
interpretar el resultado obtenido (ver anexo ).

Usa el CAS Aplusix para manipular algebraicamente y reemplazar x por -2
en las expresiones precedentes. Interpreta el procedimiento y el resultado
mostrado.

Los estudiantes llevaron a cabo la sustitucion de x = - 2 en la expresion 3.

De veintisiete que participaron en las actividades (incluyendo a Pati), 21
estudiantes obtuvieron y registraron en sus hojas de trabajo un valor numérico de -
84. Los seis estudiantes restantes continuaron con problemas aritméticos en la
simplificacion, ya que obtuvieron diversos valores numéricos. Luego sustituyeron
el mismo valor de x= -2, pero ahora en la expresion 5.

Durante la realizacion de esta tarea soOlo seis estudiantes se vieron
inquietos, pues al duplicar la primera etapa donde sustituyeron el valor de x por -2
el CAS mostrd la validacion de la no-equivalencia entre las etapas. A pesar de
eso, el profesor soélo se limité a observar. Estos estudiantes revisaron y analizaron
su proceso de sustitucion algebraica una y otra vez, aunque no obtuvieron
resultados en la identificacion de algun error. Adjudicaron esta validacion de no

equivalencia debido a errores cometidos en las etapas y nunca consideraron que
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esta validacion mostrada por el CAS Aplusix apuntaba a la indeterminacion de la
expresion 5. Tras revisar y analizar su procedimiento dejaron un momento el
ejercicio. Enseguida, pensando en contrastar lo obtenido con el CAS Aplusix y la
calculadora, optaron por realizar el calculo de la simplificacion aritmética con
ayuda de su calculadora (cientifica).

Introdujeron en la calculadora las operaciones (aritméticas) para la
obtencion del valor numeérico de la expresion 5. La calculadora les mostr6 “error”,
lo cual les causO sorpresa e incertidumbre, puesto que no comprendian esta
situacion. Estos estudiantes le manifestaron al profesor que ellos esperaban
obtener un valor numérico igual a cero. Esto fue un punto de partida para la
discusion en clases.

Los otros veintiin estudiantes no tomaron en cuenta esta primera validacion
y continuaron con las transformaciones de simplificacion. Después se enfrentaron
a un problema: ElI CAS Aplusix les mostro la validacion de la no equivalencia (un
trazo azul doble con una cruz azul que significa que hay una expresion
"inacabada" o "indefinida") en el momento que simplificaron el denominador (-2 +
2) de la expresion 5. La operacion arrojo, como resultado, cero, lo cual esta
relacionado con la indeterminacion de la expresion, es decir, cuando se trata de
realizar la operacion de dividir un nimero entre cero. Sin embargo, los estudiantes
registraron en sus hojas de trabajo que, en este caso, el resultado final obtenido al
realizar toda la simplificacion de la expresion fue cero.

Cabe decir que hasta este momento ningun estudiante (incluyendo a Pati)
re-analizé y reflexiond sobre las conjeturas hechas anteriormente sobre la
equivalencia entre las expresiones 3 y 5. Kieran y Drijvers (2006) argumentan que
lo anterior nos deja ver que la cuestion de las restricciones en relacién con la
equivalencia no es facil de comprender en los estudiantes.

En la figura 4.5.3. se presentan las transformaciones realizadas por un
estudiante al sustituir el valor de x = -2 para la expresion 5, donde el CAS valida la

no equivalencia entre las etapas de transformacion.
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Estudiante : david
Etapa Operar Pardmetros  Actividades Previas  Ayuda

Ejercitacién [ingreso de datos]) n:-| )xdi'?IEI Fin del ejercicio |£| RI DlBl Detener la lista El Mapa
(x2+3x-10) (3x-1) (x%+3x+2) [ T e TS
{_x+2) o|=|=| @F|e*|+]| x|7]=s]|9 sz ] o
l=|=<| _S|o — 455b$1$
jfk { =|=>| 2| /8[x]| ofji1|lz]z il_l
([2j2+3{72) 710) (3(-2) -1) ({72)2+3{72) +2)
{-2+2)
T T
((@)%+3(-2) 710) (3(-2) 1) ((-2)%+3(-2) +2] {8)
0
‘: ) *[::3
[::3
Estado : OK =

Figura 4.5.3. Sustitucién algebraica de un estudiante para el valor de x= -2 en la expresién
5 donde el CAS valida la no equivalencia.

Apreciemos como el estudiante introdujo directamente la expresion 5 en la
linea de entrada del CAS. Posteriormente duplico la etapa y sustituy6 el valor de x
por -2, inmediatamente el CAS puso en color rojo el rectangulo y la operacion (-
2+2) que se encontraba en el denominador de la expresion e indicé dos lineas
tachadas en azul que significan que existe una indeterminacion. No obstante, los
estudiantes percibieron esta validacion como una indicacion de la existencia de
algun proceso inconcluso. El estudiante continio duplicando la etapa y realizando
la operacion (-2+2) obteniendo como resultado cero y el CAS contindo indicando
la no equivalencia. Inmediatamente realizo las operaciones de simplificacion que
se encontraban en el numerador de la expresion, de las cuales obtuvo
nuevamente como resultado: cero. Entonces decidio duplicar la etapa y colocé la
expresion (0/0). Finalmente coloco como resultado final un valor igual a cero, pero
el CAS aun validoé la no equivalencia. Sin embargo, el estudiante ignoré esta
validacion y concluyé esta tarea con ese resultado.

En la sesion siguiente el profesor retomé la polémica sobre el resultado

correcto al realizar las operaciones aritméticas siguientes:

e cero entre cero (0/0)
e cero entre un numero (0/a)

e un numero entre cero (a/0)
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Tras discutir y reflexionar los estudiantes llegaron a las siguientes conjeturas:
cero entre cero resultara en una indeterminacion, cero entre un nimero dara como
resultado cero y por dltimo un namero entre cero es infinito. Cuando lo anterior
estuvo claro para los estudiantes, espontaneamente uno comenté que entonces
esto podria ser una restriccion para que se cumpliera la equivalencia. Entonces el
profesor le pregunt6 si en este caso también existia una posible restriccién para
gue se hubiese dado la equivalencia entre las expresiones algebraicas dadas.
Ante esto, todos dudaron y regresaron a analizar las expresiones algebraicas (de
la 1 a la 5) para encontrar una posible restriccion. A partir de ese momento, los
estudiantes tomaron en cuenta la posibilidad de restricciones en las expresiones.
Cuando verificaron las expresiones (1 y 4), dijeron que en este caso no habia
restricciones debido a que no existia un denominador, es decir ellos llegaron a la
conjetura de que sOlo existira la posibilidad de restricciones cuando hubiese un
cociente en alguna de las expresiones.

Al respecto, Kieran y Drijvers (2006) mencionan que la cuestion de las
restricciones es un aspecto tedrico importante de la nocioén de equivalencia. Esto
conlleva tanto particularidades del modo en que el CAS trata con las restricciones,
como una definicién algo extrafia (al menos posiblemente extrafa a los ojos de los
estudiantes) de equivalencia que implica un juego de valores admisibles. Estos
investigadores también sefalan que la definicion de equivalencia, provista en los
materiales de ensefianza, habla de tener un juego de valores admisibles. La
cuestion de como tratar con las restricciones, tanto en el estudio de Kieran y
Drijvers (2006) como en este estudio exploratorio, jug6é un papel importante en la
opinion algebraica de los estudiantes sobre lo que significa la equivalencia entre

las expresiones algebraicas.

4.6. Actividad V: Verificacion de la equivalencia, usando

cualquiera de los métodos de CAS (Aplusix)

De acuerdo con Kieran y Drijvers (2006), esta actividad estuvo planteada de
manera deliberada, y de forma relativamente abierta. Tuvo el propdsito de obtener
informacion de las “orientaciones naturales” de los estudiantes en este aspecto de

la actividad. Particularmente cuando el método de sustitucion numérica fue visto
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por los estudiantes como adecuado para determinar la equivalencia entre
expresiones. Se pidid6 a los estudiantes determinar qué expresiones eran
equivalentes. Se les dijo que podian usar cualquiera de los métodos del CAS e
incluso papel y lapiz.

A continuacion se presenta una serie de figuras que muestra el trabajo
llevado a cabo por uno de los estudiantes; el desarrollo de la expresion 1 en el

CAS Aplusix para llevarla a una forma comun.

Aplusix - Estudiante : david

Archive Editar Etapa Operar Parametos Actividades Previas Ayuda
e e ] :-! )xil =7 El Firy del sjercicio | = j |::| D]E-,I Detenerlalista | El Mapa |

|4{x—1}2— {x+1)2 I:::: D: = @ém'“: I @ | e
- [
‘ {4x-4)7= (x+1)° ‘ ‘4(x3—2x+1]—(x3+2x+1) ‘
| [
‘ {ax-4)2= [x+1)° ‘ ‘ (ax2-8x+4) - (x2+2x+1) ‘

Estado ; DK,

Figura 4.6.1. Desarrollo y simplificacién de la expresion 1.

Vemos que el estudiante comienza a desarrollar la expresion realizando el
producto 4(x-1). Pero el CAS valida la no equivalencia entre etapas. El estudiante
decide duplicar (introduce un nuevo rectangulo) la etapa y ahora desarrolla los
binomios. ElI CAS valida la equivalencia. El contina simplificando la expresion
(quitando paréntesis y reduciendo términos semejantes), hasta llegar a una
expresion que considera una forma comun.

En la siguiente figura se muestra ahora el desarrollo de la expresion 2.
Podemos observar que en el desarrollo y simplificacion de esta expresion ya no
comete errores y el CAS valida la equivalencia entre las etapas generadas. El

estudiante lleva la expresion a una forma comun.
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Aplusix - Estudiante : david
Archivs itar Etspa Operar Parametros Actividades Previas Ayuds

Eiercitacion (ingreso de datos) [Nl g

‘ {2x+5) {(x-3) - {x-3)°
[

‘ {2x+5) {x-3) - (x?-6x+9) ‘
[

‘ (2x2-6x+5x-15) - [x2-6x+9) ‘
[

| 2x2-6x+5x-15-x2+6x-9 ‘

x2+5x—24] |

Estado ; OF,

Figura 4.6.2. Desarrollo y simplificacion de la expresioén 2.

Ahora se presenta en ésta figura el desarrollo de la expresiéon 3 en el CAS.

I T — [WEET]

Archivo  Editar Etapa Operar FParameiros Actividades Previas Ayuda
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e

Estado ; OK

Figura 4.6.3. Desarrollo y simplificacion de la expresion 3.

Es posible distinguir que el estudiante desarrolla y simplifica la expresion 3

para llevarla a una forma coman.

Finalmente se exhibe en la figura 4.6.4. el desarrollo de la expresion 4 en el
CAS.
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Estudiante : david

r Etapa Operar Pardmetros Actvidedes Previas Ayuda

ol o | =] <2 =m|  Fndelciecicn | |00 0| 0| | oeeneialsn | ElMapa |

HiEuss] = (%] =
(3x-1) (x>-x-5) o] ={=| ||| +]o|s]s]a| Lo
i ]
{3x-1) {x+3) {x-2) {3x-1) {x+2) {x-3)
{x+2) {x+2)
[ Il
{(3x-1) {x+3) {x-2) {(3x-1) {x-3)
(x+2) Il
3x%-9x-x+3
|| pEaa

Estado ; OK

Figura 4.6.4. Desarrollo y simplificacion de la expresion 4.

En esta figura vemos que el estudiante encuentra los factores el trinomio
(x>-x-6) y el CAS valida la no equivalencia. El joven duplica la etapa y corrige el
error en la factorizacion (los signos en los binomios) y continGa con el desarrollo y
simplificacion de la expresion para llevarla a una forma comun.

La figura 4.6.5. muestra el trabajo efectuado en el CAS por la estudiante

\>J [} Igl Detensr lalista El Mapa

Ejercitacion (ingieso de datos) [Rall ol e =] ML Sk o S el o

Expresian 1

“;{x—lj 2o {x+1)?

T |
‘ (2x+5) (x-3) - (x-3)" |epesiene | {¥-3) (3x-1) |Beesions | (3c_1) (x2-x-6) '
Expresion 4

[ I
S
o
i
-
L2

Estado ; OK

Figura 4.6.5. Trabajo de Pati para determinar la equivalencia entre las expresiones.

Observamos que Pati introduce las cuatro expresiones directamente en el
CAS y con la ayuda de la validacién proporcionada por el CAS determina cuales

expresiones son equivalentes.
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Una vez desarrollada esta actividad, se solicitdé a los estudiantes que
contestaran la siguiente pregunta de reflexion (ver Anexo I):

(B) Con base en tu trabajo precedente, ¢cudles son las expresiones
equivalentes? (No olvides especificar el conjunto de los valores posibles de x.)
Por favor, explica tu decisién acerca de la equivalencia.

De los veintiséis participantes, veinte escribieron en sus hojas de trabajo: La
expresion 1, la expresion 3 y la expresion 4 son equivalentes. Ninguno de ellos
especificd el conjunto de valores posibles para x. Segun se entiende, para ellos
fue suficiente que el CAS validara la equivalencia entre las etapas de desarrollo y
simplificacion de las expresiones para llevarlas a una forma comdn y, de esta
forma, llegar a esta conjetura. Como habia venido ocurriendo, ninguno se percaté
de la restricciobn para la expresion 4, pese a que, anteriormente ellos habian
conjeturado que cuando existiera un cociente en alguna expresion existirian
restricciones para que se cumpliera la equivalencia.

Por su parte, Pati registré en sus hojas de trabajo que las expresiones 1, 3y 4
son equivalentes. Mas, cae en lo mismo que sus compafieros, no determina el
conjunto de valores posibles para x y tampoco se percata de la restriccion de

equivalencia que existe en la expresion 4.

En la siguiente figura 4.6.7. se muestran los resultados de Pati registrados en las

hojas de trabajo de esta Actividad V.

Qué introduces en CAS Resultado mostrado-por CAS
e Y A T
E!r( E‘izxiJ) == o e **[i' L«“E’\j—(j—pzl Lex f—;lojcjgzm
AT — Bk Ay P aae—— o T s R Y P L
e = W v o R 2
(Zac +s5) (x—3) — € x—3)F = ‘sz_u { X%__ye—G ). \
T EZx 2 — 6= F==—15 — Ao raex 4\ Y - ) | . 5
e — N
/ T A sx —2oo / B —\) (=) (o)
e Ty e = oy ta A = ‘1 e X2 L
e e Pv—a e s e AN ;
F o v S

= ——

(B} Con base en tu trabajo precedente. sjcudles son las expresiones equivalentes? (No
olvides especificar el conjunto de los valores posibles de x). Por favor. ex plica tuas
decisiones respecto de la equivalencia.

=cio f_q‘,lcl D =0 e A b e e TS - == e e Pl T
P L | SR v A —ae o= e S o e T i =t =t o =t )

Teas Y AS e eaS = 3 1 TS (T

Figura 4.6.7. Resultados registrados por Pati en las hojas de trabajo.
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Los seis estudiantes restantes no concluyeron la actividad, ya que se enfrentaron
con problemas teoricos. Aun con la validacion proporcionada por el CAS, ellos
dejaron inconcluso su trabajo, pues argumentaron que no recordaban las reglas
para continuar con la manipulacién algebraica.

Apoyandonos en el andlisis de los datos obtenidos de las hojas de trabajo y
del CAS Aplusix, ademas de las notas tomadas y las videograbaciones, podemos
destacar lo siguiente: La totalidad de los estudiantes participantes utilizaron los
comandos y herramientas del CAS Aplusix para llevar a cabo esta actividad. Ellos
desarrollaron las expresiones para llevarlas a una forma comun y determinaron la
equivalencia. Se apoyaron, en todo momento, en la validacién que ofrece el CAS
acerca de la equivalencia entre las transformaciones. Ningun estudiante utilizo el
método de sustitucion numérica. Cuando el profesor los cuestiond sobre esto,
argumentaron que era mas laborioso y tardado para determinar la equivalencia
entre las expresiones, ya que tendrian que asignar todo un conjunto de valores,
ademas de cuidar posibles restricciones. El profesor les preguntdé por qué no
utilizaron el método tradicional de papel y lapiz. Los estudiantes contestaron que
no lo habian elegido porque no podian validar sus procedimientos y resultados, lo
cual los hacia propensos a cometer errores y no poder concluir la tarea.

4.7. Resumen del Capitulo IV

En este capitulo se describié el desarrollo de los estudiantes y su avance a lo
largo de las actividades que se llevaron a cabo durante las sesiones de trabajo. Se
expuso el andlisis de los datos obtenidos, el cual tom6 como base lo que
escribieron los alumnos en las hojas de trabajo a lo largo de las actividades

mencionadas.

Ademas, se detall6 lo sucedido durante una sesion de entrevista con una
estudiante de 3° de secundaria de desempario alto (Pati). Ademas para el analisis
también se tuvo en cuenta la revision de los registros en video, las notas tomadas

al término de algunas de las actividades y las discusiones en el aula.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

La tesis pretende aportar en la comprension del aprendizaje de la nocion de
equivalencia entre expresiones algebraicas por parte de los estudiantes del
bachillerato a través del uso de un CAS (Aplusix). Asi como dar a conocer cuales
son las estrategias de transformacion que ellos emplean al manipular
algebraicamente estas expresiones en un ambiente combinado (papel y lapiz y
CAS) vy el grado de instrumentacion e instrumentalizacién (Dijvers y Trouche,
2008; Iranzo y Fortuny, 2009) que los estudiantes desarrollaron mediante el uso
del CAS Aplusix.

En general, con las actividades presentadas (ver, Capitulo 11l y Anexo 1) los
estudiantes desarrollaron la comprension de las propiedades algebraicas que
rigen la transformacién y manipulacién de los simbolos (ver, pp. 82 y 83) en las
expresiones y ecuaciones (Kieran y Drijvers, 2006).

Los estudiantes alcanzaron cierta fluidez al efectuar manipulaciones con los
medios apropiados, ya sea mentalmente 6 a mano, o con el CAS Aplusix para
transformar expresiones algebraicas. Esto o hicieron con el propésito de hallar
formas equivalentes entre expresiones y probar resultados generales (ver, pp.96 y
110).

La aplicacion de las actividades con el CAS Aplusix permitio a los
estudiantes desarrollar la capacidad de operar con soltura las expresiones
algebraicas, combinarlas y cambiar su forma (ver, pp.101 y 102). Estas destrezas
constituyen la base de la habilidad para hallar las soluciones de una ecuacion o
expresion algebraica, el cual es un objetivo central que ha permanecido en el
curriculo del algebra (ver, National Council of Teachers of Mathematics [NCTM],
Commission on Standards for School Mathematics, 1989).

Constatamos que la mayoria de los estudiantes desarrollaron algunas
habilidades como el uso de teoremas y propiedades algebraicas basicas (por
ejemplo, despejes y cambios de signo. Ver pp.101y 112).

Por otro lado, se constatd que el uso del CAS Aplusix también les ayudé a
visualizar sus errores (Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau, 2004), lo que les
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permitid reflexionar y rebasar algunos de los obstaculos algebraicos que se les
presentaron (ver, pp. 20).

Especificamente avanzaron en la formulacibn de nuevas expresiones
algebraicas, alternativas a las sefialadas como erroneas por el software (ver, pp.
20,79y 102).

En general, los alumnos tuvieron pocas dificultades en relacién al uso y
manejo del CAS Aplusix (ver, pp.62 y 75). Més bien, algunas de las dificultades
son de tipo cognitivo, como las que se presentan al enfrentarse a la manipulacién
de un lenguaje matemético formal, como es el algebraico (ver, pp.97). Por ejemplo
saltarse pasos dentro de los procedimientos y omitir signos, lo cual no es
permisible cuando se utiliza un software como el que aqui se aplico (ver, pp.102).
En realidad, consideramos que este tipo de dificultades cognitivas se trasladan a
otros usos del CAS (Drijvers y Trouche, 2008).

En general el uso del CAS promueve un pensamiento mas algebraico, pues
facilita y da un soporte visual de la terminologia algebraica, y también un soporte
conceptual por el avance que logran los estudiantes en la manipulacion de la
simbologia formal (Ball, Pierce y Stacey, 2003; Kieran y Drijvers, 2006).

En el trabajo de Kieran y Drijvers (2006) la presencia de la tecnologia se
nota en las preguntas que involucran la coordinacién de una idea matematica con
algun resultado producido por la calculadora. En contraste en este trabajo de tesis
el CAS Aplusix puede ser visto como un medio para la validacion, en el sentido
dado por Brousseau (1997), ya que el estudiante puede saber si su trabajo
realizado paso a paso es correcto o no, sin la intervencién del profesor, lo que
puede reducir el efecto del contrato didactico.

De manera similar al trabajo realizado por Kieran y Drijvers (2006) en este
estudio exploratorio encontramos pruebas (ver pp.78,95,107) de la relacién que
existe entre la teoria y las técnicas dentro del ajuste de las tareas retomadas, que
confirman la importancia y la productividad del acercamiento de la teoria, técnica
y tarea (TTT) Kieran y Drijvers (2006). La técnica y la teoria surgen en la
interaccion mutua. Las observaciones hechas en ambos ambientes (CAS/Papel y

lapiz) muestran como las técnicas dieron lugar al pensamiento tedrico, y como las
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reflexiones teoricas han conducido a los estudiantes a desarrollar y usar técnicas
(ver pp. 107, 109,111).

En el trabajo de estos investigadores las técnicas de CAS que facilitaron el
discurso del profesor sirvieron de base para organizar y desarrollar las ideas
matematicas de los estudiantes.

Es importante hacer notar que las respuestas de los estudiantes en ambos
estudios jugaron un papel central en las discusiones individuales y de grupo, pues
ello permitié precisar ideas de los conceptos matematicos en juego.

En el trabajo de Kieran y Drjvers (2006) cuando el profesor creia que era
necesario hacer una discusion mas rica de contenido matematico, daba tiempo
suficiente para que los estudiantes reflexionaran y agregaran mas comentarios a
sus respuestas; €l pasaba de un resultado a otro, y continuaba con la discusién en
la siguiente clase o en ella misma. En contraste en este trabajo de tesis el profesor
no intervino en las discusiones del grupo participante y no se agregaron
comentarios extras a sus respuestas. Lo anterior fue posible gracias a la
retroalimentacion que les proporciono el CAS Aplusix, lo que a su vez les permitio
detectar y corregir sus errores dentro de las actividades presentadas.

Las dificultades de los estudiantes, en la coordinacion de ideas matematicas
en torno a los conceptos de restriccibn y de equivalencia de expresiones
algebraicas, fueron provocadas por las tareas disefiadas, y por el uso de CAS.

En el estudio de Kieran y Drijvers (2006) la herramienta (CAS) ayudo a la
discusion en clase y propicid el refinamiento de ideas sobre los conceptos
matematicos en juego. En este trabajo de tesis la herramienta (CAS) ayudo a la
discusion en clase y propicio el refinamiento de procedimientos y habilidades
algebraicas que incidieron en la visualizacion y conceptualizacion matemaética.

Estos avances en la visualizacion y conceptualizacion de la terminologia
algebraica y de la simbologia matemética formal posibilitan situar a los estudiantes
en diferentes niveles en relacion con las categorias de la teoria instrumental (ver
Iranzo y Fortuny, 2009).

En conclusion, el andlisis de los datos obtenidos en este estudio
exploratorio permite corroborar que el uso del CAS Aplusix favorece

representaciones variadas de conceptos y nociones algebraicas (Chaachoua,
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Nicaud, Bronner y Bouhineau, 2004). También ayuda a rebasar obstaculos
algebraicos (por ejemplo, el manejo de numeros con signo, simplificacion de
términos semejantes, desarrollo y simplificacion de productos, calculos numéricos,
etc.) al permitir que el estudiante se centre en las nociones algebraicas y proponer
la solucion de los problemas algebraicos abordados (ver, pp.110).

Los estudiantes desarrollaron una gran variedad de estrategias de
transformacion y resolucion, asociadas con distintos usos y aplicaciones del CAS,
y las diferencias pueden ser interpretadas en términos del tipo de alumnos con los
gue se trabajé (ver, pp. 112).

En seguida presentamos una descripcion resumida de lo obtenido en este
estudio exploratorio, de acuerdo con la categorizacion retomada y adaptada del
trabajo de Iranzo y Fortuny (2009), asi como de la revision del estudio de Drijvers
y Trouche (2008).

A pesar de que haria falta un estudio en profundidad para hacer una
clasificacibn mas completa, se pudieron observar las siguientes categorias de
ejecuciones de los estudiantes que participaron en este estudio exploratorio, en

relacion con sus usos y apropiaciones del software que aqui se aplicé.

1. Auténomos. A partir de los datos obtenidos en las hojas de trabajo y las
notas de observacion es posible decir que cuatro de los veintiséis
estudiantes que participaron en este estudio, fueron buenos (incluyendo a
Pati) resolviendo problemas. Son intuitivos y no presentaron obstaculos
conceptuales algebraicos en la resolucion de las actividades planteadas en
papel y lapiz (ver, pp. 99, 100 y 101). En estos estudiantes el grado de
instrumentalizacién fue alto asi como el grado de instrumentacion. Pues en
la manipulacion realizada con el CAS intentaron optimizar las estrategias de
transformacion, basandose en propiedades y reglas de los nUmeros reales.

Asi, para estos estudiantes, el uso del CAS constituye un soporte para
explorar aspectos curriculares avanzados y desarrollar sus competencias
argumentativas. Segun Laborde (2001), el uso de un CAS en la resolucion
de las actividades propuestas presenta un valor afadido que facilita

aspectos materiales.
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2.

Instrumentales. En esta categoria pudimos ubicar a cuatro estudiantes,
mismos que tienden a modelar los problemas aritméticos en problemas
algebraicos. Tienen algunas dificultades (conceptuales, algebraicas y de
visualizacion) en la transformacion, evaluacion y simplificacion con el
método tradicional de papel y lapiz. El uso del CAS les proporcioné un
soporte algebraico, conceptual y visual, en el proceso de transformacion
algebraica. Por tanto, establecieron una relacion en los célculos paso a
paso que les permitio corregir sus errores (ver, pp.78, 79 y 80). En la
resolucion con el CAS se apoyaron en algunas propiedades algebraicas de
la expresion (axiomas y postulados). El grado de instrumentacion e
instrumentalizaciéon fue de medio a alto. En general, no tuvieron dificultades

con el uso del CAS.

Procedimentales. En esta categorizaciébn tuvimos a doce estudiantes,
quienes fueron mas analiticos que intuitivos. A pesar de que tuvieron
algunas dificultades en la transformacion con papel y lapiz (por ejemplo en
la simplificacion y descomposicion en factores. Ver, pp. 97 y 98)
entendieron los conceptos algebraicos. No presentaron dificultades técnicas
en el uso y manejo del CAS (utilizacién de las herramientas y comandos).
Sin embargo, el grado de instrumentalizacion fue inferior al de los
estudiantes del tipo instrumental. Estos alumnos razonaron sobre las
expresiones algebraicas, en un nivel mas bajo. No obstante, lograron
completar los célculos con ayuda de la validacion de las transformaciones
gue les proporciond el CAS. Observamos que ellos partieron mas de las
propiedades aritméticas que algebraicas. Por ejemplo, no utilizaron la
reduccion de términos semejantes para la simplificacion de las expresiones
(ver, Actividad 1V; pp. 106 y 107).

Naif. Por ultimo ubicamos en esta categorizacion a los seis estudiantes
restantes. Ellos tuvieron muchas dificultades conceptuales, algebraicas y

aritméticas, por ejemplo, en la jerarquia de operaciones, uso de paréntesis,
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reduccion de términos semejantes y despejes (ver, pp. 78). El grado de
instrumentacion fue bajo. Utilizaron pocas herramientas del CAS y las que
usaron principalmente fueron herramientas de calculo de operaciones
béasicas (+, -, * y /). Presentaron obstaculos técnicos en el uso y manejo de
las herramientas y comandos del CAS. Puede decirse que durante el
desarrollo de las actividades nunca tuvieron una estrategia de resolucion
clara, a pesar de que el uso del CAS les proporcioné un soporte visual
algebraico y conceptual. Practicamente se fundamentaron en las
herramientas aritméticas del CAS. En el desarrollo de las actividades con el
CAS vy con papel y lapiz no lograron pasar de la primera etapa de las

transformaciones algebraicas.

Estos estudiantes denotaron que razonaron sobre reducciones aritméticas y
no sobre las transformaciones de las expresiones algebraicas, lo cual,
parece ser que tiene relacién con su historia escolar. Es decir, con la
apropiacion de conocimientos previos (Ball, Pierce y Stacey, 2003; ver, pp.
81).

Estas categorias deben ser consideradas como prototipos, las cuales
fueron utilizadas para categorizar y analizar el comportamiento o ejecuciones de
los estudiantes.

Sin embargo, el hecho de que el comportamiento de los estudiantes se
ajuste a una tipologia dada no significa que se pueda llegar a una clasificacion
definitiva de los estudiantes.

Los resultados obtenidos relativos a las tipologias de alumnos, deben ser
interpretados en el contexto del estudio exploratorio realizado.

También consideramos importante analizar el papel del profesor, lo que, en
la terminologia de la teoria de la instrumentacion, se conoce como buscar el tipo
de orquestacion que el profesor instrumenta. La orquestacion es necesaria para
favorecer y guiar el dificil proceso de génesis instrumental del CAS. Pero en este
estudio exploratorio no hemos incluido datos ni observaciones relativas a la

tipologia de intervencién del profesor.
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La investigacion también se propuso documentar las ventajas de utilizacion
de nuevos ambientes de aprendizaje de las matematicas en el salon de clases. Se
procuré que el alumno, el maestro y el conocimiento interactuaran para lograr
fortalecer la construccién de significados matematicos, tal vez mas duraderos
(Moreno y Waldegg, 2004).

Actualmente existe una linea de experimentacion e investigacion docente
gue se basa en el uso de las nuevas tecnologias. Muchas de éstas construidas en
torno a programas de computacion y al uso de algun CAS. Sin embargo, estos
ambientes virtuales aun resultan alejados de la realidad cotidiana del estudiante,
por lo que todavia resulta conveniente indagar acerca de los elementos
didacticos que estimulan a los estudiantes a prepararse de modo mas directo.

Como por ejemplo, en situaciones de ensefianza como las que aqui se
instrumentaron. Se han utilizado las maquinas electronicas (computadoras y
calculadoras) y los juegos matematicos digitales, a través de la experimentacion,
ofreciendo interesantes posibilidades para proponer problemas y soluciones
dentro de contextos especificos. Este trabajo de tesis buscO aportar en esta
direccion.

Especificamente, permitiendo que el estudiante, formulara sus propias
estrategias para la busqueda de la solucion. Ademas, también se atrajo y genero
el interés de los jovenes que participaron en el estudio, por lo que constatamos
que el uso de actividades como las que aqui se desplegaron pudo estimular la
participacion de los jovenes en la exploracion cientifica (ver Falconi y Hoyos,
2005).

Sin embargo, a manera de nota final es necesario sefialar que la influencia
de cualquier software, y en particular del CAS Aplusix, dependera de los alumnos
con los que se trabaje, y también de los problemas que se les propongan (ver

Chaachoua, Nicaud, Bronner y Bouhineau, 2004).
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ANEXO |



Nombre:

Fecha:

Actividad 1: Expresiones equivalentes

Lecciéon 1

Parte I (con CAS): Comparacion de expresiones mediante evaluaciéon numérica

(A) Trabajo individual (suponiendo habilidades precedentes)

La tabla de abajo muestra cinco expresiones algebraicas y dos valores posibles de x.

a) Usando los dos valores dados de x (i.e., 1/3 y —5) y otros dos valores de tu propia
eleccidn, calcula los valores que resultan para cada expresion por medio de las
herramientas de evaluacién del software Aplusix.

b) Registra el valor de tu eleccidn para los valores adicionales de x en la fila superior de la
tabla, y escribe los resultados de tus célculos en las celdas apropiadas, las cuales se
muestran abajo.

Parax = 1/3 -5
Expresion Resultado | Resultado | Resultado Resultado

1. (x-3)(4x-3)

2. (P+x=20)(3x°+2x-1)

3. (3x-1)(x*-x=2)(x+5)

4.  (-x+3) +x(3x=9)

(X% +3x—10)(3x— 1)(x? +3x+2)
(x+2)




(B) Compara los resultados que calculaste segun la s diversas
expresiones que aparecen en la tabla. Registra, en el rectangulo que
sigue, aquello que hayas observado.

(C) Pregunta de reflexion:

Con base en las observaciones que extrajiste de la tabla precedente (en (A)),
¢ queé puedes conjeturar respecto a lo que sucede si aumentas los valores de la
tabla e incluyes otros valores de x?




Discusioén en el salén de clase de las Partes | A, B, C

“¢, Qué fue lo que notaste?” y “¢,qué puedes concluir?”

“¢ Qué parejas de expresiones producen resultados ig uales?”

“¢Alguien méas obtuvo resultados iguales para sus elecciones de los
valores de x (para qué par de expresiones)?¢Estas sorprendido p  or este
hecho?

“¢Por qué si? O ¢Por qué no?”




“¢ En qué forma esas expresiones son diferentes?”

“¢Hay otro par de
resultados iguales?”

“¢,Cuales?”

expresiones, de diferente forma, que produzcan

“¢.Piensas que ese
ecuaciones?”

sera siempre el caso para esos do

S pares de




“¢ Podemos elegir cualquiera de los valores de x para estas expresiones?”

“¢, Cual es el dominio de definicion de cada una de | as expresiones dadas?”

¢ Este produce los mismos resultados?

En otras palabras,

¢Podemos encontrar un valor de  x para el cual, en un par de expresiones,
éste produzca resultados diferentes ?

¢,Como podemos responder esta pregunta sin haber ver ificado todos los
valores posibles de x?




Ahora veamos este caso:

“Podemos multiplicar estos dos factores y llevar las expresiones a formas diferentes”
(x+1)(x +2) = x(x+2) + 1(x+2)
=37+ 22X+ X +2

=x*+3x+2

Notese que las expresiones original y final (asi como las expresiones intermedias) tienen
formas diferentes. Ahora, elija cualquier valor numérico para x y sustitiyalo en las cuatro

expresiones.

éQué se observa? ¢Por qué sucede que todas esas expresiones diferentes producen el mismo
valor numérico, cuando x es reemplazado por un niimero cualquiera?

éPodemos usar algebra para convertir una expresion de un par en la forma de otra
expresion, o cada una de ellas en alguna forma comun?




Nombre:

Fecha:

Parte Il (con papel y lapiz, 50 minutos): Comparaci  0n de expresiones
mediante manipulacion algebraica

Propdésito: usando algebra, obtener formas comunes de expresiones dadas.

Tarea

trabajo en una hoja adjunta.

Parte Il By las conjeturas hechas en la Parte Il A.
Determina si puedes eliminar esas discrepancias.

Enlista algunas de esas discrepancias que sean susceptibles de eliminar.

En esta asignacion, usa algebra en papel y lapiz. No uses el CAS (Aplusix). Muestra todo tu

Considera las discrepancias observadas entre tu trabajo con algebra en papel y lapiz de la

(A) Con base en tus observaciones de la Parte | Ay en la subsiguiente
discusion en clase,

¢Es posible establecer una conjetura, respecto de q  ue las expresiones
anteriores dadas pueden, en efecto, ser re-expresa das en una forma
comun?




(B) Verifica tu conjetura, usando algebra en papel y lapiz; re-escribe las
expresiones dadas abajo en otra forma (no necesariamente en forma
desarrollada). Muestra todo tu trabajo en la columna de la parte derecha

de la tabla.

Expresiones dadas

Forma re-escrita de la expresion dada

1. (x=3)(4x-3)

2. (X*+x=20)(3x*+2x-1)

3. (Bx=1)(X*-x=2)(x+5)

4.  (-x+3)%+x(3x=9)

. (X2 +3x—10)(3x—1)(x? +3x+2)

(x+2)




(C) En la Parte I C, hiciste algunas conjeturas basadas en evaluaciones
numeéricas de expresiones. Explica en qué forma las manipulaciones
algebraicas, en la Parte Il B, ayudd (o no) al planteamiento de cada una de
esas conjeturas.




Nombre:

Fecha:

Leccion 2

Parte Ill (con CAS, 50 minutos con discusion):

Verificacion de la equivalencia, mediante la re-esc  ritura de la forma de una
expresion dada, usando el comando el CAS Aplusix Il

Propdsito : usar CAS como herramienta para proveer informacion en torno a la

equivalencia de expresiones.

Dos posibles estrategias esperadas: (i) Usando los comandos del software para
re-escribir formas algebraicas dadas; (i) Usando el CAS para verificar la
equivalencia sin la re-escritura de formas, mediante la verificacion de la igualdad.

La columna de la parte izquierda de la tabla de abajo contiene las expresiones de
la leccion previa. Usando el CAS Aplusix , escribe en la columna de la parte
derecha de la tabla las expresiones producidas al usar los comandos para la

transformacion algebraica.

Expresi 6n dada

Resultado producido por Aplusix

1. (x=3)(4x-3)

2. (X*+x=20)(3x*+2x-1)
3. (3x=1)(X*x—2)(x+5)
4, (-x+3)?+x(3x=9)

5. (X% +3x~10)(3x - 1)(x* +3x+2)

(x+2)
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Discusién en el salén de clase de la Parte Il

Preguntas de discusion:

“¢Qué es lo que los comandos de Aplusix parecen que hacen respecto a las
expresiones 1y 4?”

a) “.Se produjo la misma forma expandida al realiza r las
transformaciones algebraicas en Aplusix en las expr esiones 1 y
47"

b) Toma la parte encerrada entre paréntesis de las expresiones 1y 4.

¢Es posible transformar la expresion 4 en la misma forma de la expresion
1?"

c) “Nota que hemos llegado a formas comunes de las expresiones dadas 1y
4 en dos formas diferentes:

Expandiendo las expresiones 1y 4, y produciendo la forma comuin 4x*> — 15x + 9;

Descomponiendo en factores la expresién 4, nos permite re-escribirla en la
forma de la expresion 1.
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“¢Qué piensas de esos dos meétodos diferentes para o  btener formas
comunes?”

1. “¢Pueden tener, las expresiones 3 y 5, la misma for ma sin
expandirlas?” (por medio de la descomposicion en factores o la
simplificacion).

2. Tu trabajo algebraico en papel y lapiz y de CAS de la leccién previa, ¢Te
dio resultados semejantes?

¢En qué forma?”

3. Conclusiones: “Basados en nuestro trabajo algebraico y en la verificacion
usando CAS, ¢Podemos ahora concluir que las expresiones 1y 4 ( lo
mismo sucede para las expresiones 3 y 5) pueden ser re-escritas en la
misma forma algebraica?”
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Nombre:

Fecha:

Parte IV (con CAS, 50 minutos):

Verificacion de la equivalencia, sin re-escribir la forma de una expresion,
mediante el uso de una prueba de la igualdad.

Propdsitos: comprender qué sucede cuando introducimos en CAS dos
expresiones que son: a) equivalentes, y b) no equivalentes.

(A) Introduce, directamente, en la linea de entrada del software Aplusix Il la
ecuacion formada por las expresiones 3:

(x2 +3x—10)(3x - 1)(x* + 3x+ 2)
(x+2)

(B) Ahora duplica la caja e introduce, directamente, en la linea de entrada del
CAS Aplusix la ecuacion formada por la expresion 5:

(3x=1)(X*~x=2)(x+5)

1. ¢ Qué muestra Aplusix como resultado?

2. ¢ Como interpretas este resultado?
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3. Usa Aplusix para manipular algebraicamente y reemplaza x por — 2 en la
ecuacion precedente. Interpreta el procedimiento y el resultado obtenido.

Discusién en el salén de clase de la Parte IV A

Discusion breve en torno a la Parte IV A: “Al mostrar el resultado “||", nota que el
CAS no tomo en consideracion los valores posibles que puede tomar x”.

(C)Introduce, directamente, en la linea de entrada de Aplusix la ecuacion
formada por la expresion 2:

(<% + X~ 20)(3x? +2x~ 1)

(D) Ahora duplica la linea de entrada del CAS Aplusix e introduce,
directamente, la ecuacion formada por la expresion 5:

(3x-1)(x% - x - 2)(x+5)

1. ¢ Qué muestra Aplusix como resultado?

2. ¢,Como interpretas este resultado?
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Discusioén en clase de la Parte IV B

Discusién breve en torno a la Parte IV B:

“¢ Qué resultado muestra Aplusix?”

“¢Por qué Aplusix no mostro i en el caso posterior?”
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Parte V (con CAS, 50 minutos):

Verificacion de la equivalencia, usando cualquiera de los métodos de CAS
He aqui un nuevo conjunto de expresiones:

Expresiones dadas

1. 4x -1)2 - (x +1)2

2. (2 +5)(Xx -3 - (x -3 ?2

3. (x=3)(3x-1)

(B3x - 1(x 2 - x - 6)
x +2

4.

(A)Usa el CAS para determinar cudles de estas expresiones son
equivalentes. Usa cualquiera de los métodos de CAS Aplusix que
prefieras. Muestra todo tu trabajo en el CAS en la tabla de abajo:

Qué introduces en la CAS Resultado mostrado por la CAS
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(B) Con base en tu trabajo precedente, ¢cudles son las expresiones
equivalentes? (No olvides especificar el conjunto de los valores posibles de
X). Por favor, explica tu decision acerca de la equivalencia.
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